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V prispevku pokazemo, kako lahko Stirlingova Stevila druge vrste vpeljemo s komple-
ksnim integralom. Izpeljemo tudi njihove osnovne lastnosti.

STIRLING NUMBERS OF THE SECOND KIND IN INTEGRAL FORM

It is shown how we can introduce the Stirling numbers of the second kind by an
integral in the complex domain. Their basic properties are also derived.

Uvod

Namen ¢lanka je pokazati preprost primer, v katerem se srecata kombinato-
rika in kompleksna analiza. Dani mnozici A priredimo druzino vseh njenih
podmnozic, ki ji pravimo potenéna mnozZica mnozice A in jo oznac¢imo s
P(A). Ce ima A konéno mnogo elementov, denimo 7, potem ima P(A) e
veC elementov kot A, in sicer 2". To navadno dokazemo s Stetjem podmno-
zic, ki imajo po m elementov, pri ¢emer je m = 0,1,2,...,n, in z binomsko
formulo, lahko pa se dokaza lotimo tudi z metodo matemati¢ne indukcije.
Zan =0je A=0in P(0) = {#}, potenéna mnozica ima 2° = 1 element.
Trditev za n = 0 res velja. Privzemimo, da je n stevilo elementov mnozice
A in da je stevilo elementov v P(A) enako 2". Denimo, da ima mnozica B
en element veC kot A, torej n + 1. Brez skode za splosnost lahko vzamemo
B = AU {z}, kjer z ¢ A. Vse podmnozice mnozice B lahko razdelimo
na dve tuji si skupini: na tiste, ki x vsebujejo, in tiste, ki = ne vsebujejo.
V prvi so vse podmnozice X mnozice A, v drugi pa vse X U {z}, kjer je
X iz prve skupine. Enih in drugih je ravno 2". Zato ima P(B) natan¢no
2" 4+ 2" = 2"*1 elementov. S tem smo zapisano trditev dokazali.

Eden od osnovnih pojmov pri mnozicah je binarna relacija v dani mnozici
A (ve¢ o tem najdemo na primer v [5]). Pravimo, da je R binarna relacija
v A, ¢e je R € P(A x A). Binarna relacija R v A je podmnozica produkta
A x A. Cesta a,b € A v relaciji R, zapisemo kot aRb, kar ni ni¢ drugega
kot krajsi zapis za (a,b) € R.

Binarne relacije v A, ki ima n elementov, lahko prestejemo. Produkt
A x A ima tedaj n? elementov, P(A x A) pa 2"”. Nekatere vrste binarnih
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relacij so posebno pomembne. Od teh omenimo le ekvivalen¢ne relacije. Re-
lacija R v mnozici A je ekvivalenéna, ¢e je R hkrati refleksivna, simetricna
ter tranzitivna. Taka relacija mnozico A razbije na paroma tuje neprazne
podmnozice, ekvivalen¢ne razrede mnozice A po tej relaciji. Po drugi strani
pa vsako razbitje mnozice A na paroma tuje neprazne podmnozice definira
ekvivalenéno relacijo v A. Torej, ¢e vemo, na koliko nacinov lahko mnozico
razbijemo na paroma tuje neprazne podmnozice, ki jim popolnoma smi-
selno pravimo kar razredi, potem vemo, koliko ekvivalen¢nih relacij je v tej
mnozici. Oglejmo si sedaj to za konéno mnozico.

Stirlingova Stevila

Naj bo mnozica A neprazna, ima naj n > 0 elementov, stevilo S(n,m)
pa naj pove, na koliko nac¢inov lahko A razbijemo na m razredov. Stevilo
S(n,m) torej pove, koliko ekvivalenénih relacij v A je takih, ki imajo m
ustreznih ekvivalenénih razredov. Stevila S(n,m) imenujemo Stirlingova'
Stevila druge vrste. Mimogrede pripomnimo, da se zanje v ustrezni mate-
matiéni literaturi uporablja tudi druga¢ne oznake.

Takoj najdemo posebne primere. Za n > 0 in m = 0 ni nobenega prej
opisanega razbitja mnozice A, prav tako ne, ¢e je m > n. To pomeni:
S(n,0) =0zan > 0in S(n,m) =0zam >n > 0. Razbitje je zan > 0 eno
samo, Ce je m = 1 ali m = n, torej S(n,1) = S(n,n) = 1. Premislimo, da je
tudi S(0,0) = 1. Prazno mnozico lahko namre¢ na en sam naé¢in razbijemo
na ni¢ razredov, ker je unija prazne druzine razredov prazna mnozica. S
tem bo racun potekal nemoteno,

Podobno kot lahko binomske koeficiente v Pascalovem trikotniku izracu-
namo postopno, lahko tako sestavimo tudi trikotnik stevil S(n,m). V ta
namen pride prav njihova rekurzijska zveza. Do te pa pridemo tako, da
vzamemo mnozico A, ki ima n elementov, ter mnozico B = A U {z}, kjer
x & A. Mnozica B ima n + 1 element in jo razbijemo na m razredov.
To se da narediti na S(n + 1,m) na¢inov. V razbitjih mnozice B na m
razredov so razbitja, ki razred {z} vsebujejo, in taka, ki {x} ne vsebujejo.
Obe skupini razbitij sta si tuji. Prvih je S(n,m — 1), saj tedaj preostalih
m — 1 razredov razbitja sestavlja razbitje mnozice A. Razbitij mnozice B,
v katerih razred {z} ne nastopa, je pa podmnozica natanéno enega od m
razredov tega razbitja, je m.S(n, m). Tako smo nasli rekurzijsko zvezo

S(n+1,m) =mS(n,m)+ S(n,m-—1), (1)

ki velja za vsak m > 1 in za vsak n > 0.

! James Stirling (1692-1770) je bil skotski matematik.
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n\m|0 1 2 3 4 5
0 10 0 0 0O
1 01 0 0 0 0
2 01 1 0 0 0
3 01 3 1 00
4 01 7 6 1 0
) 0 1 15 25 10 1

Tabela 1. Stirlingova Stevila druge vrste.

Primer 1. Z metodo matemati¢ne indukcije pa lahko s pomocjo rekurzijske
zveze hitro preverimo enakosti

S(n+ 1,n) = n(n;—l)’

ki veljata za vsak n > 0. Opazimo, da je S(n + 1,n) ravno n-to trikotnisko
Stevilo.

S(n+1,2)=2"—1,

Nekaj Stirlingovih Stevil druge vrste je zbranih v tabeli 1.

V zvezi s tem zlahka odgovorimo na vpraSanje, koliko je surjektivnih
preslikav ali funkcij iz mnozice A, ki ima n elementov, na mnozico B, ki ima
m elementov. Mnozico A razbijemo na m razredov, nato pa vsak razred pre-
slikamo na natanko en element mnozice B. To se da narediti na m!S(n, m)
nacinov. Torej je surjektivnih preslikav iz A na B ravno m!S(n,m). Cisto
na koncu bomo izpeljali Se en izraz za to stevilo.

Stevilo B(n) vseh ekvivalencnih relacij v mnozici A z n elementi ali
Stevilo vseh razbitij mnozice A na razrede je n-to Bellovo?® stevilo. Ocitno
velja enakost

n
B(n)=Y_ S(n,m).
m=0
Zaporedje Bellovih stevil se pri¢ne tako:
B(0) =1,B(1) =1,B(2) =2,B(3) =5,B(4) = 15, B(5) = 52.

Iz rekurzijske zveze (1) brez tezav z metodo matematic¢ne indukcije glede
na Stevilo n dokazemo formulo

2= 8(n,k)(2), (2)

k=0

n

2Eric Temple Bell (1883-1960) je bil rojen na Skotskem, kot matematik in pisatelj pa
je deloval v ZDA.
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v kateri so z izrazom (2); = z(2 —1)---(2 — k + 1) definirane padajoce
faktoriele. V dokazu uporabimo enakost k(z)x + (2)g+1 = 2(2)g. Pravimo,
da so Stirlingova Stevila druge vrste povezovalni koeficienti med potencami
in padajo¢imo faktorielami. Pri tem vzamemo (z)g = 2% = 1.

Pripomnimo, da lahko Stirlingova Stevila prve vrste, ki jih ozna¢imo s
s(n,m), vpeljemo kot povezovalne koeficiente med padajo¢imi faktorielami

in potencami:
n

(2)n = Z s(n,m)z".

m=0

Stevila |s(n, m)| pa imajo prav tako kombinatori¢ni pomen. Povejo namrec,
koliko je med n! permutacijami Stevil 1,2,...,n taksnih, ki se izrazajo kot
produkt m ciklov. Ve¢ o Bellovih in Stirlingovih Stevilih ter njihovih rodov-
nih funkcijah lahko preberemo na primer v [1, 3, 4].

Nekaj kompleksne analize in racunanje z residui

V nadaljevanju bomo uporabili nekatere pojme in prijeme, ki so znani v
kompleksni analizi, na primer izrek o residuih (ostankih). Spomnimo se, da
je funkcija f : D — C holomorfna (regularna, analiticna), ¢e je v komple-
ksnem smislu odvedljiva v vsaki tocki z € D. Pri tem je D odprta mnozica
v ravnini kompleksnih stevil C.

Funkcija f ima pol v tocki a € D, ¢e obstajata taka odprta okolica
U, C D tocke a in taka holomorfna funkcija g : U4, — C, da velja enakost
f(2) = g(z)/(z —a)™ pri nekem pozitivhem celem $tevilu n, in sicer za vsak
z € U, \ {a}. Najmanjse stevilo n s to lastnostjo je stopnja pola a. Ce
je n = 1, govorimo o enostavnem polu. Pol je poseben primer izolirane
singularne tocke funkcije.

Za tocko a € D lahko zapisemo Laurentovo® vrsto funkcije f:

o) —1

f(z)= Z ez —a)k = Z ck(z—a)k+ch(z—a)k.

k=—o00 k=—o00 k=0

Laurentova vrsta konvergira v neki odprti okolici tocke a razen morda v
sami tocki a. Del vrste z negativnimi indeksi k& imenujemo glavni del, del
vrste s pozitivnimi indeksi k pa imenujemo regularni del funkcije f v tocki
a. Glede stevila od ni¢ razliénih koeficientov ¢ z negativnimi indeksi £ v
Laurentovi vrsti razlo¢ujemo tri moznosti:

3Pierre Alphonse Laurent (1813-1854) je bil francoski matematik.
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1. Ceje ¢, = 0 za vsak k < 0, je a odpravljiva singularna tocka funkcije
f. Laurentova vrsta takrat preide v navadno potenéno vrsto.

2. Ce je ¢, # 0 za neskonéno mnogo indeksov k < 0, potem je a bistvena
singularna tocka funkcije f.

3. Ce je ¢ # 0 za konéno mnogo negativnih indeksov k in je —n najmanjsi
tak indeks, potem ima funkcija f v a pol stopnje n. Tedaj ima glavni
del funkcije f v tocki a obliko:

C_p n Cn+1 C_2 C—1

(z —a)" (z—a)"—1+'”+(z—a)2+

z—a

V vseh primerih imenujemo koeficient c_; residuum? funkcije f v tocki a in
oznac¢imo: ¢_1; = Res(f,a). Ce integriramo z 27i deljene ¢lene Laurentove
vrste ¢, (z — a)™ v pozitivni smeri po kroznici s poljubnim polmerom in s
srediS¢em v a, dobimo za rezultat 0 za vsak n razen za n = —1, ko dobimo
(nam ostane) c_j.

Kadar pa ima funkcija f enostaven pol v tocki a, kar bomo uporabljali
v nadaljevanju, izracunamo residuum po formuli:

Res(f,a) = lim f(2)(z — a).

zZ—a
Primer 2. Naj bo
2z 2z
H — p— .
SRS e e el P P
Funkcija f ima enostavna pola v tockah z; = —¢ in 29 =i in

Res(f, ) = iﬂ%m =5 =1

V zvezi z residui navedimo brez dokaza izrek o residuih. 7 njim izracu-
namo brez vec¢jih tezav marsikateri realni integral.

Izrek 1. Naj bo mnozica D C C odprta in enostavno povezana, funkcija
f pa naj bo holomorfna na D razen v koncéno mnogo tockah zi,zo,...,zp,
ki so zanjo izolirane singularne tocke. Ce je C v D pozitivno orientirana

“residuum (latinsko): ostanek
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enostavno sklenjena izmerljiva krivulja, ki objame tocke 21,22, ..., 2, in ne
poteka skozi nobeno od njih, potem velja enakost

f f(2)dz = 2mi zn:Res(f, 2k).
¢ k=1

Mnozica D C C je, poenostavljeno povedano, enostavno povezana, ce
lahko v njej vsako kroznico zvezno (ne da bi jo pretrgali) stisnemo v tocko.
Krivulja je izmerljiva, ¢e ima konéno dolzino.

Zapisimo Se poseben primer:

dz
= 2mi.
}é o (3)

Pri tem je C pozitivno orientirana enostavno sklenjena izmerljiva krivulja ki
objame tocko a in ne poteka skoznjo. Pripomnimo Se, da je fc z)dz =0
za vsako enostavno sklenjeno izmerljivo krivuljo C v odprti in enostavno
povezani mnozici D C C, na kateri je funkcija f holomorfna (Cauchyjev
integralski izrek).

Za kompleksno analizo obstaja zelo obsirna in bogata matemati¢na litera-
tura, na primer [6].

Lema 2. Naj bo

n

= 1(2) :
z z) =
(z—21)(z—22) (2 — 2zm)
okrajsana racionalna funkcija, n nenegativno celo stevilo in z1, z2, . . ., Zm NE

nujno razlicna kompleksna stevila, pri cemer je m —n > 1. Potem veljata

enakosti
ZRes fs2r) ff

kjer je C poljubna enostavno sklenjena izmerljiva krivulja, ki objame tocke

21,22, .-, 2m in ne poteka skozi nobeno od njih.

Dokaz. Integrirajmo funkcijo f po krozmici |z| = R oziroma z = Re',

0 < ¢ < 27, pri ¢emer vzamemo poljuben R > max{]z1|,|zg\,...,|zm|}.

Naj bo rp = Res(f, zk), k = 1,2,...,m. Po izreku o residuih imamo enakost
1 2" dz

7’1+7’2+--~+7ﬂm:

2mi lyen G 20)(z — 22) - (2 — 2m)

in oceno
ritre+. | =
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L / u R7e™% - Re'%i dp
21 Jo  (Re™ — z1)(Re — 2z3) -+ - (Re™ — zp,)
1 Rn+1 dg@

27
SQWA R~ ) (B |z2]) (R~ Jom])
Rn+1

S Rl BE= e (B—lom])’

Naredimo limitni prehod R — oo, upostevamo pogoj m > n + 1 in dobimo
rm+ro+...+ry,=0.

To tudi pomeni, da je

7{ 2z 2mi(r1 +re+ ... +rm) =0
= 47T, T9 e T =
¢ o= 2) (o) "
za vsako enostavno sklenjeno izmerljivo krivuljo C, ki objame 21, 2o, ..., 2m
in ne poteka skozi nobeno od njih. m

Primer 3. Vzemimo racionalno funkcijo iz primera 2. Zanjo velja Res(f, )+
Res(f,—i) = 2 # 0. Nasli smo racionalno funkcijo, za katero vsota residuov
ni enaka 0.

Primer 4. Kombinatoriko lahko vc¢asih uporabimo tudi v kompleksni ana-
lizi. VpraSajmo se na primer, najve¢ koliko razliénih vrednosti ima lahko
integral

y{ dz

¢ G m) (o)

kjer so z1, 22, ..., 2z, med seboj razli¢cne tocke v ravnini kompleksnih Stevil,
C pa je v tej ravnini pozitivno orientirana enostavno sklenjena izmerljiva
krivulja, ki ne poteka skozi nobeno od nastetih tock. Stevilo vrednosti
integrala je odvisno od tock z1, 29, ..., 2, in od tega, katere od njih krivulja
C objame.

Ce je n = 1, ima podintegralska funkcija enostaven pol v tocki z; in sta
2 moznosti: ali C objame z; in integral je enak 27 ali pa te tocke ne objame
in je integral enak 0.

Kadar je n > 1, pa lahko C objame vsako podmnozico mnozice polov
podintegralske funkcije, to je mnozice {z1, 22, ..., 2, }. Takih podmnozic pa
je 2", vkljuéno s prazno mnozico. V slednjem primeru je integral enak O.
Toda integral je 0 po lemi 2, tudi ko C objame tocke z1,z9,...,2,. Zato
ima dani integral pri n > 1 lahko kve¢jemu 2" — 1 vrednosti. To Stevilo je
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vcasih dosezeno, véasih ne, odvisno od medsebojne lege tock z1,29,..., 2,
v ravnini kompleksnih stevil. Oglejmo si to na preprostih primerih.
Pri n = 2 ima lahko integral

J{ (z — Zlc)lé - 22)

22 1 = 3 vrednosti. Ce C objame z;, ima vrednost 27i/(z1 — 22), Ce objame
zo, vrednost 27i/(z2 — z1). Ce pa C hkrati objame z; in 2y ali pa ¢e tega
sploh ne naredi, ima integral vrednost 0.

Pri n = 3 se zatne zapletati. Residui v polih podintegralske funkcije
integrala

dz
fe= 7€ (e =)z — 2)(z — )

so stevila 1/(z1 — 22)(21 — 23),1/(22 — 21)(22 — 23) in 1/(z3 — 21)(23 — 22),
vsota katerihkoli dveh od teh pa je enaka njihovim nasprotnim vrednostim
—1/(z1 — 22)(21 — 23), —=1/(22 — 21) (22 — 23) in —1/(23 — 21)(23 — 22), ker je
vsota vseh treh residuov enaka 0. Integral ima najve¢ 23 — 1 = 7 razliénih
vrednosti. Preprost ra¢un nam pokaze, da se to zgodi natanko tedaj, ko
hkrati velja z1 + 20 # 223,21 + 23 # 229,20 + 23 # 2z1. Noben od polov
podintegralske funkcije ne sme biti na sredini med preostalima dvema.

Za n > 4 so razmere prezapletene in presegajo namen tega clanka. Za-
dovoljimo se kar s posebnim primerom. Pokazimo, da za z; = —1,29 =
0,23 = 1 in z4 = 2 integral ne zavzame vseh 2% — 1 = 15 vrednosti. Residui
v polih podintegralske funkcije integrala

dz
Je = 757 GCr)ele—1)(z=2)

so £1/6 in +1/2, njihove vsote po vseh kombinacijah pa 0,+1/2,+1/3,+2/3
in £1/6. Nasteta Stevila, pomnozena z 27i, dajo samo 9 razli¢nih vrednosti
integrala J¢, ne pa 15.

Stirlingova Stevila druge vrste v integralski obliki

Da bi Stirlingovo stevilo druge vrste S(n, m) izrazili s kompleksnim integra-
lom, vzemimo poljubno nenegativno celo stevilo m in obe strani relacije (2)
delimo s produktom z(z — 1)(z — 2)...(z —m). Dobimo izraz

ZTL

- =2)...(—m) :kzos(”’k%@(zvk’m)v (4)
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pri ¢emer smo oznagcili

2z=1)(z=2)...(z—k+1)
2(z—=1)(z—=2)...(z —m)

o(z,k,m) =

za k>11in
1

2(z=1)(z2=2)...(z—=m)’
Naj bo C poljubna enostavno sklenjena izmerljiva krivulja, ki objame tocke

0,1,2,...,m v ravnini kompleksnih stevil (z) in ne poteka skozi nobeno od
njih. Potem velja relacija

@(27 07 m) =

1
©(2,0,0)dz = %:1

27 Jo 2 Jo 2

in po lemi 2
1
— ,00m)dz=0
omi f P12, 0im) dz
zam > 1.
Za k > 1 pa se v izrazu za (2, k, m) doloceno stevilo faktorjev v stevcu
in v imenovalcu pokrajsa. Ce je kK > m, dobimo polinom spremenljivke z,

torej na C holomorfno funkcijo, in tedaj je

1

— k.m)dz = 0.
5 Ccp(z, ,m)dz

Za k < m ostaneta v imenovalcu vsaj dva faktorja, Stevec pa je enak 1, zato
je po lemi 2 spet

1
— k dz = 0.
Ce pa je k = m, dobimo
1 1 dz
, R d = — — 1
2me CSO(Z m,m) dz 2mt Jo z—m

Ugotovitev lahko strnemo v preprosto formulo

1

— k dz=9§
270 C@(Za am) z k,ms

kjer je 0x,m Kroneckerjev simbol. Zato dobimo z integracijo iz izraza (4):

21

1 Z"dz
S(”vm>:jiz(z—l)(z—Q)”'(z_m).
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Funkcije pod integralskim znakom, to se pravi

Zn

F(,n,m): 2z F(z,n,m) = 2(z—=1)(z—2)---(z—m)’

kjer sta stevili n in m nenegativni in celi, vaamemo kot funkcije z morebitno
odpravljivo singularnostjo v tocki z = 0. Hitro se da preveriti, da za vsak
n > 0 in vsak m > 1 velja enakost

F(z,n+1,m) =mF(z,n,m)+ F(z,n,m — 1). (5)

Funkcije z — F(z,n,m) po vsem, kar smo videli, lahko uporabimo za
novo, integralsko definicijo Stirlingovih stevil druge vrste (¢lanek [2]). Zanje
lahko tudi povsem na novo, neodvisno od njihove kombinatori¢ne definicije,
izpeljemo glavne lastnosti. Oblikujmo izrek.

Izrek 3. Za poljubni nenegativni celi stevili m in n ima integral

1
— ji F(z,n,m)dz, (6)

21

S(n,m) =

kjer je C poljubna enostavno sklenjena izmerljiva krivulja, ki objame tocke
0,1,2,...,m v ravnini kompleksnih Stevil (z) in ne poteka skozi nobeno od
njth, naslednje lastnosti:

1. 5(0,0) =
2. 5(n,0) =0 za vsakn > 1;

3. 5(0,m) =0 za vsak m > 1;

4. S(n+1,m)=mS(n,m)+ S(n,m—1) za vsak m > 1 in za vsak n > 0;
5. 8(n,m)=0zam>n>1;

6. vsa Stevila S(n,m) so nenegativna in cela.

Dokaz. Za integracijsko krivuljo integrala v izreku lahko vzamemo na primer
Cm, to je ograjo pravokotnika R,,, ki ga kaze slika 1. Glede na to, kako
je definirana funkcija F'(.,n,m), je lahko tocka z = 0 vselej znotraj tega
pravokotnika, kot je razvidno iz poteka dokaza.

1. Zan=m=20 je
1 d
S0,0) = — ¢ = =1.
21 Je, 2
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(2)

Rm

Cm

Slika 1. Integracijska krivulja.

. Zan >1in m = 0 imamo po Cauchyjevem integralskem izreku

1
S(n,0) = ?{ 2" ldz =0,
Co

271
saj je tedaj podintegralska funkcija na pravokotniku Rg regularna.

. Zan=0inm > 1 je prav tako po lemi 2

1 dz
5(0,m) = QM?{; oG- (eem)

. Za vsak m > 1 in za vsak n > 0 je

2ri(mS(n, m)+S(n,m—1)) = m% F(z,n,m) dz+?{ F(z,n,m—1)dz
C77L c

m

= f (mF(z,n,m)+ F(z,n,m—1))dz =

m

:j([ F(n+1,n,m)dz=2miS(n+1,m).

m

Pri tem smo uporabili enakost (5). Po krajsanju s faktorjem 27 dobimo
iskano rekurzijsko zvezo.

. Zam >n > 1 dobimo po lemi 2

1 2z
) e e R

. Da so vsa stevila S(n,m) nenegativna in cela, lahko sklepamo induk-
tivno na podlagi pravkar dokazane rekurzijske zveze.

S tem smo izrek v celoti dokazali. n
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7 rekurzijsko zvezo
S(n+1,m) =mS(n,m)+ S(n,m-—1),
ki velja za m > 1 in n > 0, so pri robnih pogojih S(0,m) = 0 za m > 1,
S(n,0) = 0zan >11in S(0,0) = 1 Stirlingova stevila S(n,m) natancno
dolo¢ena. Zato imamo (6) res lahko za njihovo integralsko definicijo.
Primer 5. Izrek 1 in izraz (6) nam pomagata razviti Se eno formulo za
Stevilo surjektivnih funkcij iz mnozice A, ki ima n elementov, na mnozico

B, ki ima m elementov. Vemo zZe, da jih je m!S(n,m). Sedaj pa lahko
zapisemo

m
m!S(n,m) =m! ZRes(F(.,n, m), k).
k=0
Najprej obravnavamo primer n > 1,n > m > 1. V polu z = k, kjer je

k=1,2,...,m, je tedaj

n

Res(F(.,n,m),k):;i_rf}fz(z_1)”_(2_]{4_1)(;;—]@—1)...(z—m)'

Po poenostavitvi dobimo

B (_1)m—kkn
Res(F(.,n,m), k) = T —h)
Dobljeni izraz je pravilen tudi za n = 0 in k = 0, ¢e v njem privzamemo, da
je 00 = 1. Nazadnje dobimo:

“ m “ m
m!S(n,m) = Z(—l)m—kk”<k> => (=1)f(m - k)"(k)

k=0 k=0
Zgornji izraz se da izpeljati tudi popolnoma kombinatori¢no z uporabo pra-
vila o vkljucitvi in izkljucitvi.

Stirlingova in Bellova Stevila imajo Se veliko drugih lastnosti, posplositev

in povezav. Nastopajo Se marsikje v matematiki, zlasti v kombinatoriki,
verjetnostnem rac¢unu in teoriji Stevil.
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