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Predstavimo Kleejev problem umetnostne galerije in Fiskovo elegantno resitev. Nato
si ogledamo Stevilne zanimive izpeljanke in kon¢amo s sorodnim in trenutno Se neresenim
problemom vsiljivca.

ART GALLERY PROBLEM

Klee’s art gallery problem and Fisk’s elegant solution are presented. We then explore
several variations on the original problem and conclude with a somewhat related and
currently unsolved Evasion Problem.

Uvod

Probleme, ki si jih bomo ogledali, bi lahko motivirali s pripovedko o rav-
barjih, ki Zelijo s plenom pobegniti na varno, in zandarjih, ki jih zelijo pri
tem ujeti. Mi se bomo seveda postavili na stran pravice, ampak da ne bo
vse skupaj preve¢ suhoparno, bomo raje ostali zvesti zgodovinskim formu-
lacijam, tako da bodo zandarje enkrat zamenjali pazniki, drugi¢ pa vitezi
ali senzorji. Le nepridipravi bodo ostali nepridipravi, in v zadnjem primeru
bomo za trenutek sami prestopili na temno stran.

Najprej si oglejmo problem, ki se je znaSel v naslovu tega ¢lanka in ki je
bil tudi zgodovinsko prvi.

Denimo, da moramo v prostore na sliki 1 namestiti paznike tako, da
bodo lahko nadzorovali prav vsako tocko. Pazniki vidijo 360° okoli sebe
(lahko se vrtijo na mestu), ne morejo pa videti skozi zidove, prav tako pa se
ne smejo sprehajati naokrog. Vsak paznik nas nekaj stane, zato jih seveda
zelimo najeti ¢im manj.

Hitro opazimo, da lahko drugi prostor nadzorujemo z enim samim spre-
tno postavljenim paznikom, medtem ko sta za vsakega od preostalih dveh
prostorov potrebna po dva. Kaj pa, ¢e so tlorisi prostorov, ki jih zelimo
nadzorovati, Se bolj zapleteni?

Naslednji problem je avgusta leta 1973 na konferenci v Stanfordu zastavil
ameriski matematik Victor Klee [7]:

Problem 1. Tloris umetnostne galerije ima obliko (ravninskega) mnogoko-
tnika z n ogliséi. Najmang koliko paznikov potrebujemo, da bo vsako tocko v
galeriji nadziral vsaj eden?
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Slika 1. Kam naj postavimo paznike, ¢e Zelimo nadzorovati ves prostor, pri tem pa
uporabiti ¢im manj paznikov?

V osnovni razli¢ici problema pazniki ves ¢as stojijo vsak na svojem mestu
in vidijo 360° okoli sebe. Na sliki 2 sta dva primera postavitve, pri ¢emer
smo vsaki¢ osencili obmocje, ki ga paznik nadzira.

Slika 2. Kaj vidi paznik?

Za zacetek predpostavimo Se, da galerija nima notranjih dvoris¢. Tedaj
je mnogokotnik, ki predstavlja tloris galerije, enostavno povezan, tj. brez
lukenj. V splosnem bo odgovor moc¢no odvisen od geometrije tlorisa, ampak
problem nas sprasuje po zgornji meji za Stevilo paznikov, ki bodo zagotovo
lahko nadzirali vso galerijo. Zelimo torej univerzalni odgovor, ki bo odvisen
le od stevila oglis¢. Seveda bo vcasih, ko bo geometrija prostora dovolj lepa,
dovolj ze manj paznikov.

Naloga 1. Na sliki 1 oznaci, kam moramo postaviti paznike.

Naloga 2. Narisi tloris galerije, ki ima 8 oglis¢, pa jo vseeno lahko nadzo-
rujemo z enim samim paznikom. Nato narisi Se tloris galerije z 8 oglisci, za
katero nujno potrebujemo vsaj dva paznika.
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Zadostno stevilo paznikov dobimo tako, da stevilo oglis¢ delimo s 3 in re-
zultat zaokrozimo navzdol:

Izrek 1 (Problem umetnostne galerije). Za nadzor mnogokotnika z n
oglisci brez lukenj vedno zadoséa L%J paznikov.

Zgornjo trditev je prvi dokazal Vasek Chvétal [2] leta 1975, leta 1978
pa je Steve Fisk [5] nasel krajsi in nadvse eleganten dokaz, ki si ga bomo
ogledali tudi mi.

Dokaz. Mnogokotnik najprej trianguliramo (da triangulacija obstaja, lahko
pokazemo z indukcijo na Stevilo oglis¢), nato pa njegovih n oglis¢ pobarvamo
s tremi barvami (recimo rde¢o, modro in zeleno) tako, da ima vsak trikotnik
natanko eno oglisée vsake barve. Ce zelimo dokazati, da tako barvanje
obstaja pri n > 4, se moramo najprej prepricati, da vsaj eden od trikotnikov
v triangulaciji, oznac¢imo ga s T, vsebuje tri zaporedna oglis¢a mnogokotnika
(in torej natanko dve stranici mnogokotnika in eno diagonalo). To ni ¢isto
trivialno (glej [4, Corollary 1.9]). Nato lahko spet uporabimo indukcijo na
stevilo oglise, da konstruiramo iskano barvanje. Ce namre¢ izvzamemo tisto
oglisce trikotnika T', ki pripada stranicama, potem lahko preostala oglis¢a
po indukcijski predpostavki pobarvamo s tremi barvami. Ker je to oglisce
povezano le z dvema sosednjima oglis¢ema, ga gotovo lahko pobarvamo s
tretjo barvo (sosednji ogliici sta razlicnih barv, ker sta povezani z diagonalo).

Po Dirichletovem principu zagotovo obstaja barva, ki ne more biti na
vec kot L%J oglis¢ih. Recimo, da smo pri barvanju najmanjkrat uporabili
rdeco. Ni tezko videti, da tedaj zadoSc¢a postaviti strazarje v rdeca oglisca,
pa bodo imeli pod nadzorom vso galerijo. Vsak trikotnik ima namre¢ vsaj
eno rdece oglisce in iz tega oglis¢a zagotovo vidimo ves trikotnik. "

Slika 3. Fiskova resitev: Paznike postavimo v oglis¢a, ki so pobarvana z najmanj pogosto
barvo.
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Ne smemo pozabiti, da je to samo zgornja meja in bo marsikdaj zado-
Stalo ze manj paznikov. Na posameznih primerih lahko z nekaj spretnosti
dolo¢imo minimalno Stevilo paznikov, ki jih potrebujemo za nadzor celo-
tnega mnogokotnika, in v nadaljevanju si bomo ogledali nekaj takih prime-
rov. Omenimo Se, da so algoritmi, ki bi doloéili minimalno Stevilo paznikov
za dani mnogokotnik, rac¢unsko zahtevni. Natan¢neje: Problem, ki za dani
mnogokotnik M in dano Stevilo k odloci, ali k£ paznikov zadoSca za nadzor
M, sodi med NP-tezke probleme. Ce bi nasli algoritem, ki bi ta problem
resil v polinomskem ¢asu, bi s tem pokazali, da je P = NP in si prisluzili
milijon dolarjev [3].

Naloga 3. Za prostora na sliki 4 pois¢i kaksno minimalno razporeditev

paznikov.

Slika 4. Poisci postavitev z minimalnim Stevilom paznikov.

Relativno enostavno pa se lahko prepricamo, da je zgornja meja iz izreka

1 v sploSnem res najboljsa mozna. Na sliki 5 je primer poligona s 3n oglis¢i,

za katerega potrebujemo natanko —” = n paznikov.

LA

Slika 5. Primer mnogokotnika, za katerega je zgornja meja dosezena.

Seveda so v resnicnem zivljenju prostori redko taki kot v tem ekstre-
mnem primeru. Stene se obi¢ajno stikajo pravokotno. Ce se omejimo na
n-kotnike, v katerih so vsi koti enaki 90° ali 270°, se izkaze, da vedno zado-
§Ca manj paznikov kot v posplosenem primeru. Naslednji izrek so dokazali
Jeff Kahn, Maria Klawe in Daniel Kleitman [8] leta 1980.
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Izrek 2 (Problem ortogonalne galerije). Za nadzor mnogokotnika z n
oglisci, v katerem se nosilke zaporednih stranic sekajo pod pravim kotom,
vedno zadoscéa L%J paznikov.

Kaj pa, ¢e paznikom dovolimo, da se sprehajajo naokrog? Denimo,
da se lahko vsak od njih premika po enem od robov n-kotnika in ima pod
nadzorom vse tocke, ki jih lahko vidi z vsaj ene tocke na tem robu. Jasno je,
da bomo v tem primeru za popoln nadzor potrebovali manj paznikov, vendar
natancna zgornja meja ni znana. Godfried Toussaint je postavil domnevo,
da za velike n za nadzor poljubnega n-kotnika zadosca L%J paznikov (glej
[4], str. 18, ali [9], 3. poglavje).

Naloga 4. Koliko potujo¢ih paznikov bi potrebovali za nadzor galerije s
slike 57

Ker pa smo se paznikov Ze malo navelicali, jih lahko zamenjamo z mo-
dernimi svetlobnimi plos¢ami, ki celotno steno spremenijo v vir svetlobe,
in se vprasamo, najmanj koliko takih plos¢ potrebujemo, da bomo lahko
osvetlili celotno galerijo.

Domneva 1 (Toussaint). Za osvetlitev galerije potrebujemo L%J svetlob-
nih sten.

Kaj pa, ¢e stene galerije prekrijemo z ogledali? Ni znano, ali takrat
zadosca ze en sam tockast vir svetlobe (upostevamo, da velja odbojni zakon).

Naloga 5. Premislimo, kaj se zgodi, ¢e ima galerija notranja dvorisca, ki
imajo prav tako kot galerija obliko mnogokotnika. Pois¢i zgornjo mejo za

ves, da za triangulacijo take galerije potrebujemo n + 2h — 2 trikotnikov.

Naloga 6. Koliko vitezov potrebujemo, da bodo nadzorovali prav vsako
tocko grajskega obzidja, prikazanega na sliki 6 (ne pa nujno tudi grajskih
dvorig¢)? Koliko lokostrelcev moramo razporediti po zunanjem robu ob-
zidja, da bodo nadzorovali vso okolico gradu (zunaj obzidja)? Koliko loko-
strelcev pa potrebujemo, ¢e zelimo, da nadzorujejo tudi notranji dvorisci?

Prejsnja naloga nas je pripeljala do sorodnega problema, kjer zelimo na-

mesto notranjosti nadzorovati zunanjost n-kotnika. V tem primeru poznamo
natanc¢no zgornjo mejo tudi pri nestacionarnih paznikih.

Problem trdnjave
Problem trdnjave sta neodvisno drug od drugega zastavila Derick Wood in

Joseph Malkelvitch. Zanima nas, koliko strazarjev potrebujemo, da bodo
nadzorovali zunanjost n-kotnika. O’Rourke in Wood sta leta 1983 pokazala,
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Slika 6. Koliko vitezov potrebujemo, da bodo nadzorovali vsako tocko grajskega obzidja?
Koliko lokostrelcev, da bodo nadzorovali vso okolico gradu?

da vedno zadosca (%W paznikov in da vcasih manj paznikov ni dovolj (glej
[9], 6. poglavje). Yiu in Choi [1] sta predlagala izpeljanko problema, kjer se
vsak paznik lahko premika po enem od robov n-kotnika, in dokazala, da je
v tem primeru natancéna zgornja meja {%] Yiu [10] je nato oba problema

posplosil:

Izrek 3 (PosploSeni problem trdnjave). Denimo, da lahko paznike po-
stavljamo tako, da se vsak lahko premika po k — 1 zaporednih robovih n-

kotnika. Tedaj za nadzor zunanjosti n-kotnika vedno zadosca {ki—&-l-‘ pazni-

kov.

Posledica 4 (Problem trdnjave). Za nadzor zunanjosti n-kotnika vedno
n

zadoséa [51 stacionarnih paznikov.

Naloga 7. Kaj nam posledica 4 pove za primer trdnjave s slike 6 v primeru
stacionarnih lokostrelcev? Primerjaj oceno z natanénim rezultatom iz na-
loge 6. Koliko lokostrelcev pa potrebujemo pri k = 2, tj. ko se lahko vsak od
njih premika vzdolz ene stranice? Primerjaj toéni odgovor z zgornjo mejo
iz izreka 3.

Problem ubeznika

Nazadnje si oglejmo Se bolj realisti¢no verzijo problema, v kateri se pazniki
lahko prosto premikajo po galeriji. V tem primeru bi seveda Ze z enim samim
paznikom lahko s primerno izbranim obhodom zagotovili, da bo vsaka tocka
galerije pod nadzorom vsaj enkrat med obhodom. Vendar pa lahko v vsakem
danem trenutku tudi pri uporabi ve¢ mobilnih paznikov obstajajo obmocja,
ki niso pod nadzorom.

Bodimo spet moderni in tokrat zamenjajmo paznike z mobilnimi sen-
zorji, n-kotnik, ki je predstavljal galerijo, pa s poljubnim ravninskim obmo-
¢jem D. Denimo, da se senzorji premikajo po obmoc¢ju D in da lahko vsak
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zazna vsiljivce, ki so od njega oddaljeni za najve¢ d. Medtem ko bodo nasi
senzorji potovali po obmoc¢ju D, bodo obstajali deli obmocja, ki ne bodo pod
nadzorom. Ta nenadzorovana obmocja zeli izkoristiti nepridiprav, ki hoce
pobegniti s plenom. Slika 7 prikazuje situacijo v nekem trenutku ¢. S casom
se slika spreminja, osen¢ena obmocja se lahko zdruzujejo, lahko izginjajo ali
pa nastajajo nova.

Slika 7. Ravninsko obmoc¢je D s senzorji. Osencena obmocja niso pokrita, v njih se lahko
neopazen zadrzuje vsiljivec.

Nepridiprav je ob ¢asu 0 v tocki xg, ki ni pod nadzorom, in zeli neopazen
v ¢asu 1 priti do tocke 1. Za vsak cas t € [0,1] naj bo P, podmnozica
obmocja D, ki je v tem trenutku pokrita s senzorji, medtem ko je Ny = D\ P,
nepokrito obmocje, v katerem je ob ¢asu t nas dolgoprsti kolega varen.
Situacijo lahko predstavimo graficno, ¢e os x predstavlja casovno, osi y in
z pa prostorski komponenti. Pri vsakem ¢ € [0, 1] nariSemo v ravnini x = ¢
obmo¢ji P; in N; in tako dobimo prostor

Dx[0,1]= |J (PRUN).
t€[0,1]

Ker bo pomembna samo topoloska informacija, lahko sliko nekoliko poe-
nostavimo. Obmoc¢je D zamenjamo z diskom, prav tako pa tudi vsak kos
nepokritega obmocja. Rezultat bo tedaj podoben kot v primeru na sliki 8.

Primer 1. Kot primer si oglejmo situacijo, prikazano na sliki 8. Ob casu
0 imamo tri nepokrita obmocja. Ob ¢asu t; se prvi dve obmod¢ji zdruzita
v eno, ob ¢asu ty iz tretjega obmocja nastaneta dve, ki se ob Casu t3 spet
zdruzita. Ob ¢asu t4 se prvo od obmocij spet razdeli na dve, ampak ena od
komponent ob ¢asu tg izgine. Ob ¢asu t5 nastane novo nepokrito obmocje,
ki obstane do konca. Ob casu 1 imamo tako spet tri nepokrita obmocja,
vendar je lahko vsiljivec le v dveh izmed njih. Ce je bil na zacetku varen v
prvem ali drugem nepokritem obmocju, potem je lahko na koncu neopazen
v prvem obmocju, ¢e pa je bil na zacetku v tretjem obmocju, potem lahko
konca v drugem. V tretjem kon¢nem obmoécju ne more biti, ne da bi ga
vmes zaznali senzorji.
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0 tity t3 tits tg 1t

Slika 8. Grafi¢ni prikaz spreminjanja pokritosti s ¢asom.

Med situacijama na slikah 7 in 8 je pomembna razlika. Na prvi sliki ob-
stajajo nepokriti kosi na robu obmocja D, medtem ko je v vsakem trenutku
t na drugi sliki rob dD vedno povsem pod nadzorom. V nadaljevanju bomo
predpostavljali, da je rob dD vedno pod nadzorom senzorjev, tj. 0D C P,
za vse t € [0, 1].

Vin de Silva in Robert Grist [6] sta nasla preprost kriterij, ki nam pove,
kdaj se vsiljivec zagotovo ne bo mogel izmuzniti.

Izrek 5. Ce obstaja topoloski disk B, ki v celoti lezi v pokritem obmodcju,
tj. B C Ute[o,l] P, z robom OB C 0D x I, potem pobeg ni mogoc.

Slika 9. (a) Obstoj diska, ki v celoti lezi v nadzorovanem obmocju, nam pove, da vsiljivec
ne more pobegniti. (b) Vsiljivec lahko pobegne po oznaéeni poti.

Preprost primer, ko tak disk B obstaja, je prikazan na sliki 9(a), kjer
oCitno vsiljivec nima moznosti za pobeg, medtem ko lahko na sliki 9(b)
vsiljivec pobegne po oznaceni poti.

Poudariti moramo, da obratna trditev ne velja. Lahko se zgodi, da to-
vrsten disk ne obstaja, pa vsiljivec vseeno ne more pobegniti, ker bi vsak
uspesSen pobeg vkljuc¢eval potovanje v preteklost. Taka situacija je ilustri-
rana na sliki 10. Kriterija, ki bi znal iz topoloske informacije o prostoru
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Ute[o,l] P, € D x I vedno odlociti, ali vsiljivec lahko pobegne ali ne, za zdaj
Se ne poznamo.

Slika 10. Pobeg ni mogoc¢, ker bi pri vseh moznih poteh morali na dolo¢enem odseku
potovati nazaj v Casu, vendar pa tudi disk iz izreka 5 ne obstaja.

Resitve nalog

Resitev naloge 1. Moznih postavitev je seveda veé, za vsak primer je na-
risana po ena na slkiki 11, kjer so pazniki oznaceni z zvezdicami. Vsak od
osencenih trikotnikov v primerih (a) in (c) mora vsebovati vsaj enega pa-
znika, ker sicer ne bi tmeli pod nadzorom oglis¢, oznacenih s krogci. Ker
sta v obeh primerih osencena kosa disjunktna, je jasno, da potrebujemo vsaj
dva paznika. Poleg tega moramo pri postavijanju tudi paziti, da oba paznika
skupaj vidita celotno nepokrito obmodje.

(a) (b) (c)

Slika 11. Resitev naloge 1: Vsako od osencenih obmocij mora vsebovati vsaj enega
paznika.

Resitev naloge 2. Prva dva primera na sliki 12 prikazujeta galeriji z 8
oglisci, ki ju lahko nadzoruje en sam paznik. V tretjem primeru sta ocitno
potrebna dva paznika, sicer nimamo pod nadzorom tock, oznacenih s krogci,
ki sta vidni samo z osencenth obmocij.

Resitev naloge 3. Vsako od osencenih obmocij na sliki mora vsebovati
vsaj enega paznika, sicer ne vidimo tock, oznacenih s polnimi krogci. V
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Slika 12. Resitev naloge 2: Vse galerije imajo 8 oglis¢. V prvih dveh primerih potrebu-
jemo le enega paznika, v tretjem primeru sta potrebna 2.

prvem primeru torej potrebujemo vsaj pet paznikov, v drugem vsaj tri. Hitro
se lahko prepricamo, da imajo pod nadzorom celotno galerijo, ¢e jih posta-
vimo na mesta, oznacena z zvezdicami.

—

Slika 13. Resitev naloge 3: Paznike postavimo na mesta, oznacena z zvezdicami.

e

Resitev naloge 4. Samo enega, seveda. Naro¢imo mu, naj se sprehaja
po najdaljsi vodoravni stranici. Za galerijo v obliki glavnika z n zobci torej
potrebujemo vseh n = L%”J stacionarnih paznikov (doseZe zgornjo mejo iz

izreka 1), vendar pa zadoSca Ze en sam potujoci paznik.

Resitev naloge 5. Preprost odgovor bi bil n + 2h — 2, saj je galerija go-
tovo pod nadzorom, ¢e dobi vsak trikotnik svojega paznika. Seveda se da to
zgornjo mejo precej izboljsati, vendar ne moremo slepo posnemati Fiskovega
dokaza, ker se lahko hitro prepricamo, da v tem primeru za barvanje oglisc
grafa, ki ga dobimo s triangulacijo, vcasih potrebujemo vec kot tri barve.
Dokazemo pa lahko, da zadoséa L"Jrth paznikov. Ideja je, da mnogokotnik
popravimo tako, da se s tem znebimo lukenj. Za vsako luknjo obstaja vsaj
ena diagonala mnogokotnika iz triangulacije, ki jo povezuje z zunanjim ob-
modcjem ali z drugo luknjo. Ce mnogokotnik prereZemo vzdolZ te diagonale,
dobimo nov mnogokotnik, ki ima eno luknjo manj, poleg tega pa dve novi
oglisci (in dve nowvi stranici). Preprost primer je prikazan na sliki 14. 7
nekaj truda lahko pokaZemo, da diagonale lahko izbiramo tudi tako, da pri
rezanju mnogokotnik ne razpade na veé kosov. Ko koncamo, dobimo mno-
gokotnik brez lukenj z n + 2h ogliséi, od koder z uporabo izreka 1 dobimo
rezultat.
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Slika 14. Resitev naloge 5: Mnogokotnik z luknjo lahko z rezom vzdolz ene od diagonal
spremenimo v mnogokotnik brez luknje in z dvema oglis¢ema vec.

Resitev naloge 6. V prvem delu naloge moramo spet poiskati ¢im vec
tock, ki jih lahko nadzorujemo samo iz disjunktnih obmodij. Tokrat nam
jih uspe najti 6, kar nam da spodnjo mejo za Stevilo vitezov. Hitro vidimo,
da je 6 vitezov tudi dovolj, ¢e jih postavimo v tocke, ki so na sliki 15 ozna-
cene z zvezdicami.

Slika 15. Resitev naloge 6: Viteze postavimo na mesta, oznacena z zvezdicami.

Zdaj pa poglejmo, kam postaviti lokostrelce, da jith bomo za nadzor okolice
trdnjave potrebovali ¢im manj. Spet poisc¢emo tocke, tokrat v ravnini zunaj
obzidja, ki jih lahko nadziramo le z majhnega kosa zunanjega robu obzidja.
Na sliki 16 smo jih oznacili s krogci, pripadajoce kose na robu obzidja pa
narisali z odebeljeno ¢rto. Od tu sklepamo, da bomo potrebovali vsaj 6 loko-
strelcev. Hitro se prepricamo, da jih 6 zadosSca, ¢e jih na primer postavimo
na mesta, ki so na sliki 16 oznacena z zvezdicami. Kaj pa notranji dvoriscéi?
Vsako od njiju lahko nadzorujemo z enim samim lokostrelcem, ki ga lahko
postavimo kamorkoli na rob dvoriséa, zato za nadzor celotnega obmocja sku-
paj potrebujemo 8 lokostrelcev.

Resitev naloge 7. Po posledici 4 potrebujemo kvecjemu (%W lokostrelcev,

ce je n Stevilo oglis¢. Hitro vidimo, da je n = 22, kar pomeni, da potrebu-
jemo nagve¢ 11 lokostrelcev. Pri prejsnji nalogi smo premislili, da jih v re-
snict potrebujemo le 6. Ce se lokostrelci lahko premikajo vzdolZ ene stranice,
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Slika 16. Resitev naloge 6: Lokostrelce postavimo na mesta, oznacena z zvezdicami.

n

potem jih po izreku 3 potrebujemo kvecjemu {g] = 7. V resnici zadosc¢ajo
trije. Do postavitve lahko hitro pridemo tako, da 6 odebeljenih lomljenk s
slike 16 razdelimo v tri pare tako, da sta v vsakem paru dve lomljenki, ki sta
na obzidju zaporedni. Lokostrelce lahko potem postavimo na tiste stranice,
ki povezujejo po dve lomljenki iz istega para.

(10]
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