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RALUNALNISTVO

O EVKLIDOVEM ALGORITMU

Pri reZevanju razli¢nih problemov se vetkrat sre€amo z iskanjem najvetjega
skupnega delitelja dveh naravnih ali v€asih dveh celih $tevil. Da bomo problem
dobro razumeli, si najprej oglejmo natan&ne definicije obravnavanih pojmov.
Pravimo, da celo $tevilo a deli celo Stevilo b, &e obstaja tako celo $tevilo k, da
je b = ka. Stevilu a pravimo tudi delitelj stevila b. Tako na primer 5 deli 235,
saj je 235 =547, medtem ko 7 ne deli 235, saj 2-3,5 ni celo Ztevilo. Prej¥nji
trditvi krajSe zapifemo tudi takole: 5| 235in 7 f235. Neposredno iz definicije
sledi, da imata tevili 2 in —a enake delitelje. Ker je po definiciji kvocient med
Stevilom in vsakim njegovim deliteljem celo &tevilo, so vsi delitelji nenitelnega
celega tevila a zajeti med Stevili —|a|, —|a|+1,..., |a] = 1,]a|. Izjema je le
Stevilo 0, ki je deljivo z vsakim celim Ztevilom, saj je 0 = 0 - a za vsako celo
Stevilo a.

Stevilu d, ki deli celi $tevili a in b, pravimo skupni delitelj &tevil a in b.
Ker ima po gornjem razmisleku vsako neni€elno celo 3tevilo le kon&no mnogo
deliteljev, imata poljubni razliéni celi ¥tevili a in b le kon&no mnogo skupnih
deliteljev (saj je vsaj eno od obeh Ztevil razlitno od ni). Ker pa vsaka
kon&na neprazna mnoZica celih Stevil vsebuje najvegje 3tevilo, obstaja tudi
najveéje Stevilo v (neprazni, saj 3tevili 1 in —1 delita vsako drugo celo $tevilo)
mnoZici skupnih deliteljev Etevil ain b. To %tevilo imenujemo najvedji skupni
delitelj Stevil a in b. V ratunalnikih krogih (v katerih prevladuje anglezko
izrazoslovje) se je za najvegji skupni delitelj Stevil a in b uveljavila pisava
ged(a, b). To je kratica za izraz greatest common divisor, ki v angles&ini
pomeni najve&ji skupni delitelj.

Konéajmo z definicijami in poglejmo, kako izrafunamo najve&ji skupni
delitelj dveh Stevil. Vzemimo poljubni naravni 3tevili a in b ter ju razstavimo
na prafaktorje:

a=pft . plk  in b=pPt P

kjer so p1,..., pk vsa razliéna prastevila, ki nastopajo v razcepu %tevila a, v
razcepu Stevila b ali pa v razcepu obeh, eksponenti aq, ..., oy in By, ..., Bk
pa so naravna $tevila ali Stevilo 0. Vrednost 0 moramo v takem zapisu dovoliti,
saj nekateri prafaktorji lahko nastopajo le v razcepu enega od ¥tevil a ali b.
Ponovimo, da je a° = 1 za vsako celo 3tevilo a. Tako imamo

882 = 21325972 in 270 = 21335170,
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Najvegji skupni delitelj tevil a in b potem lahko zapisemo v obliki

ged(a, b) = pTin{m"Gl} — pri"{a"'ﬁ"}

V zgornjem primeru je torej
ged(882, 270) = 21325%7% = 18

Vendar pa najvefjega skupnega delitelja dveh 3tevil obiajno ne is€emo
tako, da obe Ztevili razstavimo in izberemo skupne prafaktorje z ustreznimi
eksponenti, ampak si raje pomagamo z Evklidovim algoritmom. Kot nam
pove njegovo ime, so ga poznali Ze stari Grki. Omenjen je v sedmi knjigi
Evklidovih Elementov. Algoritem temelji na naslednjih preprostih dejstvih:

- Za vsako naravno Stevilo a je ged(a, 0) = a.

- Naj bo a= kb+r, kjer je 0 < r < b. Stevilo a torej delimo z naravnim
tevilom b, s k ozna&imo celotevilski kvocient, z r pa ostanek pri tem
deljenju. Potem je ged(a, b) = ged(b, r).

O veljavnosti prve trditve smo se ¥e prepri€ali. Skicirajmo %e dokaz druge.
Pokazali bomo, da so skupni delitelji Ztevil a in b ravno skupni delitelji Stevil
b in r. Potem pa bo tudi najve&ji skupni delitelj v obeh primerih enak. Naj
bo d skupni delitelj Etevil a in b, torej je a = kyd in b = kpd. Ker pa je
r=a— kb= (k — kky)d, 3tevilo d deli tudi Stevilo r. Dokaz, da je vsak
skupni delitelj Stevil b in r tudi skupni delitelj &tevil a in b, je skoraj enak,
zato ga prepu¥&am bralcu.

Iskanje najve&jega skupnega delitelja z Evklidovim algoritmom ilustriraj-
mo na zgornjem primeru:

882 =3-270 + 72
210 = 3-72 4 54
72= 1-54 + 18
54= 3-18 + 0

Najve&ji skupni delitelj Etevil 882 in 72 je tako zadnji neni&elni ostanek, v
naSem zgledu je to seveda Stevilo 18.

Z nekaj znanja programiranja lahko Evklidov algoritem zapiemo kot
kratek funkcijski podprogram v programskem jeziku pascal.



118

function GCD(a,b: integer): integer;
{ lzraZuna najve&ji skupni delitelj $tevil a in b z Evklidovim algoritmom. }
var
r: integer;
begin
while b<>0 do begin
ri=a mod b; { lzraéunamo novi ostanek. }
a:=b; { Prejsnje drugo 3tevilo postane novo prvo 3tevilo. }
b:=r; { Novi ostanek postane drugo 3tevilo. }
end;
GCD:=abs(a);
end; {GCD}

V reZitvi smo uporabili tudi v pascal vgrajeno funkcijo mod. Ta je tesno
povezana s funkcijo div, ki jo bomo potrebovali kasneje. Klic 2 mod b
vrne ostanek pri deljenju 3tevila a s Stevilom b. Predznak ostanka je enak
predznaku 3tevila a. Klic a div b vrne celoStevilski kvocient 3tevil a in b.
Kvocient je pozitiven, € imata Stevili a in b enak predznak, sicer pa je
negativen. Na primer:

5 mod 3=5 mod -3=2in-5 mod 3=-5 mod -3 =-2,
5 div 3=-5 div -3=1in 5 div -3=-5 div 3=-1,

Obe operaciji povezuje zveza a = (a div b) - b+ a mod b, ki velja za vsa
cela Stevila.

Gornji algoritem je tudi zelo robusten. Za pravilno delovanje ni potreb-
no, da je 3tevilo a po absolutni vrednosti vegje od ¥tevila b. Ce je %tevilo
b ve&je, potem prva ponovitev zanke while poskrbi za zamenjavo vrednosti
obeh spremenljivk. Prav tako ni nujno, da sta vrednosti obeh parametrov
nenegativni. Ce sta obe ¥tevili negativni, ratun poteka enako kot pri pozitivnih
podatkih, le da so tudi vsi ostanki negativni. Ker pa je rezultat funkcije GCD
absolutna vrednost zadnjega neni€elnega ostanka, ti predznaki ne vplivajo na
kon&ni rezultat. Ce pa sta vhodna podatka razlino predznaZena, se tudi
predznaki ostankov v algoritmu izmenjujejo.

Gornji podprogram lahko sprogramiramo tudi rekurzivno.

function GCDr(a,b: integer): integer;
{ Rekurzivni Evklidov algoritem. }

begin
if b=0 then
GCDr:=abs(a)
else

GCDr:=GCDr(b,a mod b);
end; {GCDr}
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Rekurzivna reditev je elegantnej3a, saj je skoraj dobesedno enaka mate-
matiénemu opisu algoritma s prejénje strani. Seveda pa ima tudi svoje sla-
bosti. Tako vsak rekurzivni klic porabi nekaj dodatnega prostora in asa za
oba parametra in "knjigovodstvo” ob klicu. Poskusi pokaZejo, da je gornji
rekurzivni podprogram pribliZno dvakrat poZasnej¥i od iterativnega.

In za kaj lahko uporabimo izraZunani najvegji skupni delitelj? Recimo pri
reSevanju linearne diofantske enatbe z dvema neznankama. Tudi take ena&be
so refevali Ze v antiki, svoje ime pa so dobile po matematiku Diofantu, ki
je Zivel okoli leta 250. Teorija pravi, da je pri izbranih celih 3tevilih a, b in
c enatba ax + by = c redljiva v celih Stevilih natanko tedaj, ko ged(a, b)
deli c. In kako v tem primeru poi¥€emo kakZno reditev? Pokazali bomo, da si
tudi tu lahko pomagamo z Evklidovim algoritmom. Z njegovo pomo&o bomo
poiskali taki celi $tevili xg in yp, da bo veljalo

axp + byp = ged(a, b).

Oglejmo si postopek na prejinjem primeru. Zadnji neni€elni ostanek Zelimo
zapisati kot celodtevilsko kombinacijo za&etnih Stevil a in b. To dosefemo
z zaporednim izraZanjem ostankov od zadnjega proti prvemu in vstavljanjem
dobljene zveze v prejinjo vrstico Evklidove sheme. Tako imamo:

18 = 72 — 54 54 =270-3.72
= 72 - (2710-3.72)
= =270+ 4-72 72 =882—-3-270
= —270 + 4-(882—3.270)
=4.882 — 13-270
Vzamemo xg = 4 in ygp = —13 in naloga je reZena.

Vendar pa je rafunanje s svinénikom in papirjem naporno in zamud-
no, pa tudi napake se rade prikradejo v na3e zapiske. Zato raje poskusimo
napisati podprogram, ki bo to “zoprno” in zamudno delo opravil namesto nas.
Tako dopolnjeni Evklidov algoritem bomo imenovali razsirjeni Evklidov algo-
ritem. Seveda pa moramo postopek sprogramirati tako, da bomo prepri¢ani,
da deluje pravilno, in da bomo znali to svoje prepri€anje tudi ustrezno uteme-
ljiti. Zato si najprej na prejinjem primeru oglejmo nekoliko drugaZen in bolj
pregleden zapis raz8irjenega Evklidovega algoritma:
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1-882 +  0-270 = 882

0-882 +  1.270 =270 /-3

1-882 + (—3)-270 = 72/-3
(-3)-882 + 10-270 = 54 /-1

4.882 + (—13)-270 = 18 /-3
(-15)-882 + 49.270 = 0

Prvi dve vrstici zgornje sheme trdita ofitno resnico o obeh vhodnih podat-
kih. Nato z desnimi stranmi enakosti opravimo obiéajni Evklidov algoritem:
izratunamo celoZtevilski kvocient med zadnjima dvema desnima stranema,
pomnoZimo z njim zadnjo enatbo in jo od3tejemo od predzadnje. Ko je desna
stran nove enatbe enaka 0, se ustavimo. Predzadnja enatba je iskani zapis
najvetjega skupnega delitelja kot celoZtevilske kombinacije za&etnih 3tevil a
in b. Mimogrede nam zadnja enaZba razkrije e najmanj3i skupni ve€kratnik
zatetnih 3tevil a2 in b. V prejinjem primeru je to 15882 = 49.270 = 13230.
Da je to vedno res, naj se bralec prepri¢a sam.
Zgornje sheme pa ni teZko zapisati v obliki podprograma v pascalu.

function razsGCD(a,b: integer; var x0,y0: integer): integer;
{Pois¢e najveéji skupni delitelj 3tevil a in b ter njegov zapis kot}
{celostevilsko kombinacijo stevil a in b s koeficientoma x0 in y0.}

var
x1,y1,k,t: integer;
begin
x0:=1; y0:=0;

x1:=0; yli=1;
while b<>0 do begin
k:=a div b;
t:=b; b:=a—kxb; a:=t;
t:=x1; x1:=x0—k=x1; x0:=t;
t:=yl; yl:=yO—k=yl; yO:=t;
end;
razsGCD:=a;
end; {razsGCD}

Poskusimo %e nekoliko analizirati Evklidov algoritem. Koliko deljenj
moramo opraviti v najslab¥em primeru, &€ z Evklidovim algoritmom i$€emo
najve&ji skupni delitelj naravnih Stevil a in b? Odgovor na to vpraZanje je
povezan s Fibonaccijevimi Stevili. To je zaporedje Stevil f1, 5, f3,... , ki je
dolo€eno takole. Prva dva &lena zaporedja sta enaka 1: torej 1 = f =
= 1, vsak nadaljnji €len pa je vsota predhodnih dveh: f,41 = f + 1 za
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n > 2. Zatetek zaporedja Fibonaccijevih Stevil je tako 1,1,2,3,5,8,13,....
7 indukcijo se zlahka prepritamo, da potrebujemo za izrafun najveljega
skupnega delitelja gtevil f,11 in f z Evklidovim algoritmom natanko n deljenj.
Ko namre& opravimo prvo deljenje, je ostanek ravno 3tevilo f,_1. Za izratun
najve€jega skupnega delitelja Stevil f, in f,_; po indukcijski predpostavki
potrebujemo n—1 deljen], skupaj torej natanko n. (Mimogrede tudi opazimo,
da sta zaporedni Fibonaccijevi Stevili tuji.)

Poka¥imo %e nekakZen obrat zgornje trditve. Naj bosta a in b naravni
&tevili, pri katerih je Evklidov algoritem potreboval natanko n deljenj za
izrafun njunega najvefjega skupnega delitelja. Privzeli bomo, da je a > b.
Ostanke, ki se pojavijo v algoritmu, ozna&imo z ry, ra, ..., rp = 0, kvociente
pa s ki, ky, ..., kn. Posebej definiramo r—y = ain rp = b. Pri izraunu
gcd(882,270) je torej zaporedje ostankov 882,270, 72,54, 18,0, zaporedje
kvocientov pa je 3,3,1,3. Ker so kvocienti in ostanki dobljeni z Evklidovim

algoritmom, za 1 < i < n velja ri_o = kjri—1 + ri. Z matematiZno
indukcijo bomo pokazali, da velja r; > f,_jzai=n—-1,n-2,...,0,—1.
Ker je zaporedje ostankov strogo padajofe, vsi Eleni razen zadnjega pa so
pozitivni, ocena velja pri i = n—1in pri i = n— 2. Opravimo %e indukcijski
korak. Prejinji ostanek rj_» je enak kjri_; + rj, to Stevilo pa po indukcijski
predpostavki ni manjse od fn—(r‘-l] + fpoj = fn—(i—?)- Pri oceni smo tudi

upoétevali, da so vsi kvocienti k; naravna %tevila, torej vegji ali enaki 1. Ocene
za velikost ostankov so s tem dokazane.

Ce v izpeljane neenakosti vstavimo i = —1 in i = 0, vidimo, da je
a > fog41 in b > f,. Zaporedni Fibonaccijevi Stevili f,41 in f; torej
tvorita najmanjgi par razliénih naravnih 3tevil, pri katerih Evklidov algoritem
potrebuje za izrafun najve&jega skupnega delitelja n deljenj.

Ozna&imo s ¢ razmerje zlatega reza, torej ¢ = 1—'5;@ PokaZimo, da
je fn > "2, Oceno dokaZemo z matematino indukcijo. Za n = 1 in
n = 2 trditev o&itno drZi. Izpeljimo Ze indukcijski korak. Privzemimo, da je
i =iph— 25n £, e 3 Potem pa je tudi fop1 = fn+ fa—1 > "~ 24
+9" 3 = "o +1) = "3 = """ l.saJJe—'tf@+l—(—'tf£)2

Gornji rezultat o Stevilu deljenj, ki jih potrebuje Evklidov algoritem, lahko
povemo tudi nekoliko drugaZe. Ker je a > f,41 > "1, z logaritmiranjem
dobimo log, 2 > n— 1. Stevilo deljenj n, ki jih opravi Evklidov algoritem, je
torej kveZjemu 1+ log,, a

Martin Juvan





