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OD INTEGRALOV DO OGRLIC!
BARBARA DRINOVEC DRNOVSEK

Fakulteta za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani
Institut za matematiko, fiziko in mehaniko

Math. Subj. Class. (2010): 26-01, 26A42

V ¢lanku obravnavamo nalogo, ki so jo reSevali madzarski Studenti matematike na
memorialnem tekmovanju Miklés Schweitzer.

FROM INTEGRALS TO NECKLACES

In the paper we consider a problem which was given to Hungarian students of ma-
thematics at the Miklés Schweitzer Memorial Competition.

Uvod

Madzarsko matemati¢no drustvo od leta 1949 organizira memorialno tek-
movanje Miklos Schweitzer, ki je namenjeno Studentom matematike na Ma-
dzarskem. Naloge na tem tekmovanju so zahtevne, Studenti jih resujejo 10
dni, pri reSevanju pa smejo uporabljati kakr$no koli literaturo. Naloge sodijo
v razli¢cna matemati¢na podrocja, ki jih Studenti spoznajo na univerzitetnem
in magistrskem Studiju: algebra, analiza, geometrija, kombinatorika, opera-
torska teorija, teorija mnozic, teorija Stevil, topologija, verjetnost in druga
[7]. Objavljene so na spletu [8] ter v knjizni obliki z resitvami [2, 5].
V ¢lanku bomo obravnavali nalogo iz leta 1995:

Naloga 1. Naj bosta f in g integrabilni funkciji na intervalu [0, 1], za kateri

velja
1 1
/0 f(:x)dmz/o g(z)dr = 1.

Pokazi, da obstaja tak interval I C [0,1], da velja

/If(x)dx—/lg(m) iz = %

V. Totik je v ¢lanku [6] napisal sedem razli¢nih studentskih resitev zgor-
nje naloge iz analize z uporabo zelo razlicnih matematic¢nih rezultatov, ki se-
gajo na podroc¢ja kombinatorike, geometrije in topologije. Predstavili bomo

!Del ¢lanka je avtorica predstavila udelezencem Seminarja za ucitelje matematike UL
FMF dne 20. 9. 2019.
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dve resitvi naloge 1, spoznali bomo problem ogrlice in ga s pomoc¢jo naloge
re§ili ter predstavili njeno ekvivalentno formulacijo.

V nalogi lahko uporabimo katero koli od obic¢ajnih definicij integrabil-
nosti: Riemannovo, Lebesguovo ali Riemann-Stieltjesovo.

Ce v nalogi vzamemo f = g, potem iz integrabilnosti funkcije f sledi,
da je integral kot funkcija zgornje meje, F'(z fo t) dt, zvezna funkcija
na intervalu [0,1]. Zato funkcija F' doseze vse Vrednostl med F'(0) =0 in
F(1) = 1, torej doseze tudi vrednost %, tj. obstaja x € [0, 1], za katerega
velja F(z) = 1 in interval I = [0, 2] resi nalogo.

Z uvedbo nove spremenljivke enostavno izpeljemo, da lahko interval [0, 1]
zamenjamo z drugim zaprtim intervalom. Ce vrednosti obeh integralov v
predpostavki zamenjamo z a € R, potem je treba v zakljucku % zamenjati
z 2.

’ Nalogo je dovolj resiti za kaksno gosto podmnozico integrabilnih funkcij,
npr. za zvezne funkcije ali za stopnicaste funkcije: denimo, da sta funkciji

f in g limitni funkciji zaporedij (fy,)n in (gn)n, torej da velja

lim/ |f(z) — fu(x)|dz =0, hm/ lg(x) — gn(z)|dx =0

/01 Ful@) do = /01 on(@) da = 1.

Ce je naloga resljiva za funkciji f,, in g, potem obstajata stevili a,, in by,
0 <a, < b, <1, za kateri velja

in denimo, da velja

bn bn, 1
fn(x)dx = / gn(z)dx = 3

Qn, Qn,

Ker sta zaporedji (ay,)y in (by,), omejeni, obstajata konvergentni podzapo-

redji (an,, )k in (bp, )k z limitama a in b. Z upostevanjem pravila o aditivnosti

domene in trikotniske neenakosti dobimo

b b,
/ f(z)de — fop () do

Ang,

b b

any, b
fyde — [ fu(@)de + / f@yde+ [ f(@)de

ank

/|f - fladat [ If(x)ldfﬂ+/bb 1£(2)] da.

"k

b
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Od integralov do ogrlic

Vsi trije ¢leni v vsoti konvergirajo proti 0, ko posljemo k proti neskoncno,
zato velja

b . by, 1
/a f(z)dx = kli)rgo Jnp(z) do = 3

ank

Ker enak sklep velja za funkcijo g, je interval I = [a,b] resitev naloge za
funkciji f in g.

Resitev z uporabo ovojnega stevila

Ovojno Stevilo orientirane sklenjene krivulje v ravnini, ki ne vsebuje izho-
diséa, presteje, kolikokrat krivulja obkrozi izhodisée. Ce je krivulja gladka,
ovojno Stevilo dolo¢imo tako, da prestejemo, kolikokrat krivulja orientirano
preseka poltrak skozi izhodisce, ki krivuljo seka transverzalno.

Formalno ovojno §tevilo definiramo takole: Naj bo «v: [a,b] — R?\
{(0,0)} zvezna preslikava, za katero velja vy(a) = 7(b). Potem je njena
zaloga vrednosti y(I) orientirana sklenjena krivulja v ravnini. Tocko ~y(t) za-
piSemo v polarnem zapisu z r(t) in ¢(t), pri cemer velja v(t) = (r(t) cos ¢(t),
r(t)sinp(t)). Spomnimo se, da tocka (t) doloca polarni kot ¢(t) do vec-
kratnika 27 natancno. Ker je v zvezna preslikava, lahko s pravilno izbiro
tega veckratnika dosezemo, da je funkcija ¢ zvezna na intervalu [a, b]. Ker
je v(a) = ~(b), je razlika ¢(b) — p(a) celostevilski veckratnik Stevila 27.
Ovojno stevilo vy je

p(b) — ¢(a)
2 '
1z zapisanega sledi, da je ovojno Stevilo preslikave v celo stevilo. Natanéno

definicijo ovojnega Stevila in izpeljavo njegovih osnovnih lastnosti najdemo
v [4].

Slika 1. Krivulji z ovojnima steviloma 1 in 2.
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Naj bo V zvezno vektorsko polje na D C R? in K C D orientirana
enostavno sklenjena krivulja, tj. orientirana sklenjena krivulja brez samo-
presecis¢é. Izberimo zvezno parametrizacijo v: [a,b] — K krivulje K, ki
dolo¢a dano orientacijo. Ce V nima nicel na K, je ovojno stevilo zozitve V.
na K ovojno §tevilo preslikave V o v in ni odvisno od izbire parametriza-
cije v. Ovojno stevilo zozitve zveznega vektorskega polja V' na K presteje,
kolikokrat se V' zasuka okrog izhodis¢a, ko potujemo po K v izbrani smeri.

Izrek 2. Naj bo V: D — R? zvezno vektorsko polje na zaprtem enotskem
disku, ki nima nicel na robu bD. Ce je ovojno Stevilo zozZitve V na bD
nenicelno, potem ima V niclo na D.

Dokaz. Denimo, da V nima nicle na D. Za r € [0,1] definiramo ~,.(t) =
V(re'), t € [0,27]. Potem je 7, parametrizacija orientirane sklenjene krivu-
lje v ravnini, ki ne gre skozi izhodis¢e. Ovojno stevilo . je zvezno odvisno
od parametra r in ima vrednosti v Z, zato je konstantno. Ker je ovojno
stevilo g enako 0, je ovojno Stevilo v, enako 0 za vse r € [0,1], kar je v
nasprotju s predpostavko. Dokazali smo, da ima V ni¢lo na D. "

Resitev naloge z uporabo izreka o ovojnem Stevilu:
S T oznac¢imo trikotnik {(z,y): 0 < z <y < 1}. Zvezno vektorsko polje
U: T — R? definiramo s predpisom

Ulz,y) = </:f(t)dt—;,/:g(t)dt—;>.

Ce je (x,y) € T nicla vektorskega polja U, potem interval I = [z,y] resi
nalogo.

Ker je trikotnik 7" homeomorfen zaprtemu enotskemu disku D, lahko
uporabimo izrek 2: Ce vektorsko polje U na bT nima nicle, potem ima U
nic¢lo v notranjosti 7', ¢im ima U na bT nenicelno ovojno stevilo. Zat € [0, 1]

po definiciji U izra¢unamo U(t,t) = (—%, —%) in
U(0,t)+U(t,1) = (0,0). (1)

Od tod ocenimo ovojno stevilo U na bT": Iz tocke (0, 0) potujemo po robu
bT v pozitivni smeri. Vektorsko polje U je na diagonali konstantno. Zasuk
U vzdolz horizontalne stranice od U(1,1) = (-3, —3) do U(0,1) = (3, 3) je
7 do celostevilskega veckratnika 27 natancno, kajti vektorja sta si nasprotno
enaka. Iz (1) sledi, da je zasuk U vzdolz vertikalne stranice, ko nadaljujemo
potovanje v pozitivni smeri, enak zasuku U vzdolz horizontalne stranice, ko
potujemo v pozitivni smeri (glej sliko 2). Polarna kota se sestejeta, torej je
zasuk vektorskega polja U vzdolz b1 enak 27 do celostevilskega veckratnika
47 natan¢no, zato je ovojno Stevilo U|bT nenicelno. S tem smo resili nalogo.
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Od integralov do ogrlic

Slika 2. Primer vektorskega polja U na bT'.

Resitev z uporabo Borsuk-Ulamovega izreka

Izrek 3. Naj bo T': S™ — R" zvezna preslikava iz n razseine enotske sfere.
Potem obstaja tocka x € S™, za katero velja T'(x) = T'(—x). Ce je preslikava
T liha, potem velja T(x) = T(—x) = 0.

Borsuk-Ulamov izrek v posebnem primeru pove, da obstajata antipodni
tocki na ekvatorju z enako temperaturo in antipodni tocki na Zemlji, ki
imata enako temperaturo in enak zra¢ni tlak. Dokaz bomo izdelali v primeru
n = 1, sploSen primer pa je bil obravnavan v Obzorniku [3].

Dokaz. Funkcijo f: [0,27] — R definiramo s predpisom f(z) = T(e'®).
Funkcija f je zvezna in velja f(0) = f(27). Zvezno funkcijo g: [0, 7] — R
definiramo s predpisom g(z) = f(7 4+ x) — f(x). Izracunamo ¢(0) = f(m) —
f(0) in g(m) = f(2m) — f(m) = f(0) = f(7) = —g(0). Bodisi je g(0) = 0
niclo x funkcije g velja 0 = g(z) = T(e®*+™) — T(e™®) = T(—e™) — T ().
Nasli smo antipodni tocki na S', v katerih T doseze enako vrednost. "

Resitev naloge z uporabo Borsuk-Ulamovega izreka:
Za (z,y,2) € S? naj bo

1

f(t)dt + sgn z/ f(t)dt,

2 +y2

2 +y2

1’2
X¢(z,y,2) :sgn:c/ f(t)dt—l—sgny/
0 x2

pri cemer smo s sgn oznacili funkcijo predznak, ki pozitivhemu Stevilu in
nicli priredi 1, negativnemu stevilu pa —1. Ce so vse komponente tocke
(z,y,2) € S? nenicelne, potem je Xy zvezna v tocki (z,y, z), ker je integral
zvezna funkcija svojih mej, funkcija predznak pa je v nenicelnih tockah
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zvezna. Ce je ena od komponent tocke (7,1, 2) € S? enaka 0, potem ustrezna
funkcija sgn sicer ni zvezna v 0, vendar je omejena in je pomnozena z zvezno
funkcijo, ki ima v 0 vrednost 0, zato je ustrezni ¢len v vsoti zvezna funkcija.
S tem smo dokazali, da je Xy zvezna funkcija na S?.

Preslikavo T': S? — R? definiramo s predpisom

T(CE, Y, Z) = (Xf(ﬂ?,y, Z)ng('rvy7 Z))

Ker sta funkciji Xy in X, zvezni in lihi, je preslikava T' zvezna in liha,
zato ima po Borsuk-Ulamovem izreku niclo. Oznaéimo jo z (z,¥, z). Med
Stevili Z, ¢ in Z imata natanko dve enak predznak: ¢e bi bila vsa tri enako
predznacena, bi po predpostavki o f sledilo, da je Xf(z,7,2) € {—1,1},
- 52
kar pa ni res. Ce imata ¢ in Z enak predznak, potem velja fox ft)dt =
1 .2 1 .ol 1

Jo2 f(O)dt in [§ g(t)dt = [, g(t)dt. Ker je [y f(t)dt = [; g(t)dt = 1,
sledi, da za I lahko vzamemo [0, Z2]. Podobno premislimo, da ¢e imata Z in
% enak predznak, lahko vzamemo I = [z2, 2% + 7?], ¢e pa imata Z in ¢ enak
predznak, lahko vzamemo I = [z% + 72, 1]. S tem smo reili nalogo.

Problem ogrlice

Problem 4. Pirata imata ogrlico, na kateri je v nakljué¢nem vrstnem redu
nanizanih 2k belih in 2k ¢érnih biserov. Doloci najmanjse Stevilo rezov, s
katerimi ogrlico pravicno razdelimo med pirata.

Istemo torej najmanjse Stevilo rezov, s katerimi razrezemo ogrlico in nato
vsakemu od piratov damo natanko k belih in k ¢rnih biserov. Z resitvijo
naloge bomo dokazali, da sta dovolj dva reza. Resitev problema ogrlice se
da izpeljati tudi direktno iz Borsuk-Ulamovega izreka [1].

Izberemo biser na ogrlici in ga indeksiramo z 1, nato se premikamo po
ogrlici v pozitivni smeri. Zaporedju belih in ¢rnih biserov priredimo funkciji
f,g9:[0,4k) — R takole: ¢e je m-ti biser bel, naj bo

fl[m—1,m)=1ing|[m —1,m) =0,
sicer pa
fllm—1,m)=01in g|[m —1,m) = 1.

Integral funkcije f po intervalu s celoStevilskima krajiséema presteje
bele bisere na ustreznem delu ogrlice, integral g pa presteje ¢rne bisere.
Zato velja f04k f(t)dt = 04k g(t) dt = 2k. Resitev naloge zagotavlja obstoj
intervala I C [0,4k], za katerega velja: [; f(t)dt = [, g(t)dt = k.
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Od integralov do ogrlic

belih, integral g po I pa presteje stevﬂo ¢rnih biserov, torej lahko ogrlico
pravicno razdelimo z dvema rezoma.

Denimo, da je I = [a,b], kjer je a = |a| + a in b = |b] + 3, pri ¢emer
je vsaj eden od a, B € [0, 1) neniceln. Sledi, da je a = f3, sicer vsaj eden od
integralov po I ni naravno §tevilo. Podobno sklepamo da je f(a) = f(b)
in g(a) = g(b). V tem primeru velja [, f(t) beJ t)dt in [, g(t)

J LLbJ t) dt, torej je na intervalu [|a] , |b]] natanko & belih in k érnih biserov.

Ekvivalentna trditev

Trditev 5. Dwa igralca meceta kovanec. Ce pade cifra, igralec dobi en evro,
sicer izqgubi en evro. Denimo, da sta oba igralca v nekem casovnem intervalu
dobila 2n evrov. Potem obstaja ¢asovni interval, v katerem sta oba dobila n
evrov.

Dokazali bomo, da sta trditev 5 in naloga 1 ekvivalentni.
Najprej pokazimo, kako trditev 5 izpeljemo iz naloge. Recimo, da sta

oba igralca dobila 2n evrov po k metih kovanca. Zaporedju metov prvega
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igralca priredimo funkcijo f: [0, k) — R takole: ¢e je pri m-tem metu padla
cifra, naj bo f|[m — 1,m) = 1, sicer pa f|[m — 1,m) = —1. Zaporedju
metov drugega igralca priredimo funkcijo g na enak nacin. Integral funkcije
f po intervalu s celostevilskima krajis¢ema je dobicek oziroma izguba prvega

igralca v ustreznem casu. Zato velja fok fo t)dt = 2n. Resnev
naloge zagotavlja obstoj intervala I = [a, b] za katerega velja [, f(t)dt =
J 7 9(t)dt =n.

Ce sta a in b celi stevili, potem smo dobili ustrezni ¢asovni interval.
Sicer lahko zapisemo a = |a] + « in b = [b]| + 3, kjer je vsaj eno od §tevil
a, B € ]0,1) nenicelno.

e Ce a # f3, potem vsaj eden od integralov funkecij f in g po I ni celo
Stevilo, kar je protislovje.

e Cejea =p# %, potem sta integrala funkcij f in g po I lahko ce-
lostevilska samo v primeru ko je fla) = f( ) in g(a) = g(b). V tem

primeru velja [; f(t)d fLa t)dt in [, g( = fLLabJJ g(t) dt, torej je
[la],|b]] ustrezni ¢asovni 1nterva1

e Denimo, da je « = 3 = %. Potem velja bodisi f(a) = f(b) in g(a) = g(b)
bodisi f(a) # f(b) in g(a) # g(b), kajti sicer bi bil en integral lih,
drugi pa sod. V prvem primeru lahko ponovimo sklep iz prejsnje tocke,
v drugem primeru pa velja: [; f(t)dt = beJH f@t)dt in [;g(t)dt =

J LLal]J 1 g(t) dt, torej smo v obeh primerih dobili ustrezni ¢asovni interval.
Dokazali smo, da trditev 5 sledi iz naloge 1.

Dokazimo Se obratno: denimo, da trditev 5 drzi. Nalogo 1 je dovolj
dokazati za zvezni funkciji f in g, ki ustrezata predpostavki. Ker sta zvezni,
sta omejeni, torej obstaja M € R, da velja |f(x)| < M in |g(z)| < M za vse
z € [0,1]. Funkciji

F(z M/f t)dt in G(z M/

sta zvezno odvedljivi in velja F'(z) = 17 f(z) ter G'(z) = £7g(x). Zato ve-
ljata oceni |F'(z)| < 1in |G'(x)] <1 za vse x € [0,1]. V nadaljevanju bomo
dokazali, da lahko funkciji F' in G enakomerno poljubno dobro aproksimi-
ramo z zveznima kosoma linearnima funkcijama, ki imata enaki vrednosti v
0 in 1 ter imata na vsakem linearnem delu naklon 1 ali —1.

Naj bo m € N. Za vsak | € {0,1,...,m} obstaja natanko en j €
Z, za katerega velja F(L) € [Z=1 1) in definiramo (L) = =1 po

m ’m m
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Od integralov do ogrlic

Lagrangeevem izreku velja [F(z + =) — F(z)] = L|F'(c)] < L za neki
¢ € [z, + L], od tod sledi pm(l%) — P
{0,1,...,m — 1}. Definiramo Se

A
m

D (2li1) _ { pm(é) + %7 pm(;—‘rﬁi) Zl%n(é)
m - .
am () — 5y Pm(EL) < pm(L)

1 .
F
D5
—
1

Slika 4. Aproksimacija funkcije F' s kosoma linearno funkcijo ps.

Za vse | € {0,1,....2m — 1} velja [pn(5)) — pu(5h)] = 2, zato

2m 2m
lahko py, razsirimo do zvezne kosoma linearne funkcije na [0, 1], ki ima na
vsakem linearnem delu naklon £1. Za vsak [ € {0,1,...,m — 1} in za vsak
z € [, L] 7 uporabo trikotniske neenakosti dobimo

|F(z) = pm(2)| < |F(z) = FGR)I+ [F(L) = pn () + [pm(55) — pm ()]
+ L4 L _3 (2)

m = m’

IN

141
m m

pri ¢emer smo pri oceni prvega ¢lena upostevali, da je |F’| < 1, pri drugem in
tretjem ¢lenu pa ocena velja po definiciji funkcije p,,,. Na enak na¢in funkciji

Funkciji p,,, priredimo izide 2m metov kovanca za prvega igralca takole:
¢e je naklon p,, na intervalu [ﬁ, %] enak 1, je rezultat cifra, sicer grb.
Na enak nacin funkciji ¢, priredimo izide metov drugega igralca. Ker je
Pm(0) = gm(0) in pp(l) = gm (1), igralca po 2m metih dobita enako. Ker
je stevilo metov sodo, je njun dobicek sodo stevilo 2n. Z uporabo trditve 5
dobimo ¢asovni interval [a,, by,], v katerem sta oba igralca dobila n evrov.
Na tem intervalu sta oba igralca vrgla enako cifer (in enako grbov), njun

dobicek na tem intervalu pa je bil enak polovicnemu dobi¢ku na koncu, zato
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velja

Pm(bm) — Pmlam) = gm(bm) — gm(am) = %(pm(l) — pm(0)).

Po definiciji funkcije F' velja

1
/0 f(@) dz = M(F(1) = F(0)) = M(pm(1) = pm(0) + 01),

pri Gemer z uporabo ocene (2) dobimo |o1| < £. Podobno izpeljemo

bm
f(@) de = M(F(bm) = F(am)) = M(pm(bm) — pm(am) + 02),

am
kier je |oo| < L. Sedaj izra¢unamo

bm
() dz = M (P (bm) — prm(am) + 02) = %M(pm(l) —pm(0)) + Moy

am

1t 1 1
:2/ f(x)dxf§M01+M02:§+M03,
0

kjer je |os| < %. Podobno velja za G in ¢,,. Sedaj nadaljujemo podobno
kot v zacetku uvodnega razdelka: v omejenih zaporedjih (ap,)m in (by)m
obstajata konvergentni podzaporedji in za njuni limiti a in b velja

/abf(x)dx:/abg(x)dm:;.

Torej smo resili nalogo.
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Kongruum je tako naravno stevilo N, za katerega obstajajo naravna Stevila z, y in
z, za katera velja y? — 22 = 22 —¢? = N. Pokazali bomo, da lahko pojem kongrua
posplosimo, ¢e kvadrate v definiciji ustrezno zamenjamo z veckotniskimi stevili.

CONGRUA OF POLYGONAL NUMBERS

Congruum is a positive integer N, for which there exist positive integers z, y, and z

such that y?> — 2% = 22 — y?> = N. We will show that the concept of congruum can be

generalized by replacing squares in the definition by the corresponding polygonal numbers.

Uvod

Besedo kongruum je v matematiko vpeljal Leonardo iz Pise (1170-1250) v
svoji knjigi Liber quadratorum, ki jo je dokoncal leta 1225 in je prevedena
tudi v angles¢ino. Njen prevod [2] je opremljen s Stevilnimi opombami in
komentarji. Latinska beseda congruus pomeni soglasen, skladen, primeren,
prikladen. V Liber quadratorum obravnava Leonardo nekatere probleme,
ki so povezani s kvadrati naravnih in racionalnih stevil. Eden od teh je
tudi problem kongrua, ki je bil v Leonardovem c¢asu ze zelo star, saj je ze
anti¢ni matematik Diofant v 3. stoletju v svoji knjigi Aritmetika obravnaval
podobne probleme, kasneje pa tudi perzijska matematika Al Hazin (900-
971) in Al Karadzi (953-1029). Po Leonardu so se s problemom spopadali
Se drugi, na primer Pierre de Fermat (1607-1665) in Leonhard Euler (1707-
1783). Problem Se do danes ni v celoti resen.

Naravno Stevilo N je kongruum, ¢e obstajajo naravna Stevila x,y in z,
pri cemer je z < y < z, tako da veljata relaciji

22+ N =y2 >+ N=22 (1)

Ce iz zgornjih enacb izlo¢imo N, dobimo enacbo x2 + 2% = 2y, iz katere
sklepamo, da sta x in z iste parnosti.

Pri tem se poraja glavno vprasanje. Ali pri danem N naravna Stevila
x,y in z, ki zados¢ajo enacbama v (1), sploh obstajajo in kako jih ucinko-
vito najti? Izkaze se, da ni vsako naravno stevilo kongruum. Ze Leonardo
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iz Pise je v [2] dokazal, da nobeno kvadratno stevilo ni kongruum. Dokaz ni
ravno preprost. Najdemo ga na primer v [3] pod iztoénico Kongruenéna Ste-
vila. Slovenski avtorji si pri tem niso enotni: nekateri uporabljajo pridevnik
kongruencen, nekateri pa kongruenten.

Do kongruov hitro pridemo s pitagorejskimi trojicami (a, b, c), kjer so
a,b in ¢ naravna Stevila, a < b in a? + b = 2. Stevili a in b sta kateti, ¢
pa hipotenuza ustreznega pravokotnega trikotnika. Uporabimo enakosti, ki
sledita iz zadnje relacije:

(b—a)® +2ab=c? ¢*+2ab=(b+a)’ (2)

Zaxr=b—a,y=c,z=>b+ain N = 2ab sta izpolnjeni relaciji (1).

Na ta nacin dobimo vse kongrue. Ce je namre¢ N kongruum, obstajajo
naravna Stevila z,y, z, pri ¢emer je x < y < z, tako da veljata enacbi (1).
Trojica (a,b,c) = ((z — 2)/2, (2 + x)/2,y) je pitagorejska, ker velja

1 1
a2+b2:§(22+$2):5(2/2+N+y2—N)=y2=c2.

Za pitagorejsko trojico (a, b, c) pa ocitno veljata enacbi (2).
Za najmanjso pitagorejsko trojico (a,b,c) = (3,4,5) dobimo x = 1,y =
5,z ="71in N = 24. Res veljata enakosti

12+24=5% in 5°+24="7%

Pitagorejska trojica (a,b,c) je primitivna, ¢e Stevila a,b in ¢ nimajo
skupnega faktorja. V primitivni pitagorejski trojici (a, b, c) je eno od Stevil
a in b liho, eno sodo, Stevilo ¢ pa je vedno liho. Primitivne pitagorejske
trojice (a, b, ¢) generiramo z dvema naravnima Steviloma p in ¢ s formulami

a=p*—q¢* b=2pq, c=p*+q°,

kjer sta si p in ¢ tuji Stevili razlicnih parnosti ter p > ¢. Ce se pri tem
zgodi, da je a > b, Stevili @ in b med seboj preprosto zamenjamo. Vsaka
pitagorejska trojica je produkt neke primitivne z nekim naravnim Stevilom
(glej na primer [4]).

Hitro pa vidimo, da je za vsako naravno stevilo \ stevilo A2N kongruum,
¢e je le N kongruum. Ze Leonardo iz Pise pa je v [2] dokazal, da je stevilo
24 najmanjsi kongruum in da je vsak kongruum deljiv s 24. Slednje je
ugotovil z obravnavo Stevila N = 2ab v (2), ki ga je vzel v razstavljeni
obliki N' = 4pq(p — q)(p + ¢)-

Neskon¢no zaporedje kongruov se zacne s

24,96, 120, 216, 240, 336, 384, 480, 600, 720, 840, 864.

Kongrue dobimo s formulo N = 2)A2ab z vstavljanjem katet a in b primitivnih
pitagorejskih trojic (a,b,c) in naravnimi stevili \. Kot smo ze videli, je 24
kongruum, zato je kongruum tudi 96 = 22 - 24.
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Primer 1. Pitagorejska trojica (5,12, 13) nam zaradi enakosti (2) da kon-
gruum 2 -5-12 = 120, in sicer za = 7,y = 13 in z = 17, kar nam prinese

724120 =13%> in 13%2+120=17%

Omenimo Se kongruentna Stevila. Naravno Stevilo M je kongruentno, ce
obstajajo pozitivna racionalna Stevila x,y in z, pri cemer je x < y < z, tako
da veljata relaciji

22+ M=1y% P+ M=22
Enakovredna definicija sloni na relacijah (2). Naravno §tevilo M je kongru-
entno, ¢e obstaja pravokotni trikotnik z racionalnimi stranicami in plos¢ino
M. Kongruentna Stevila so v tesni zvezi z eliptiénimi krivuljami. Ve¢ o tem
lahko preberemo na primer v [5].

Vsak kongruum je kongruentno Stevilo, vsako kongruentno stevilo pa
ni kongruum, pa¢ pa je produkt nekega kongruuma s kvadratom nekega
pozitivnega racionalnega Stevila. Neskon¢éno zaporedje kongruentnih Stevil
se zacne S

5,6,7,13,14,15, 20,21, 22,23, 24, 28.
Kongruentna stevila dobimo prav tako kot kongrue N, ki jih delimo z nji-

hovimi najve¢jimi moznimi kvadratnimi faktorji.

Primer 2. Pitagorejska trojica (9,40,41) nam da kongruum N = 2-9-40 =
720 = 122 . 5, zato je M = 5 kongruentno §tevilo. Za x = 31,y = 41 in
z = 49 veljata po (2) enakosti

312+ 720 = 412 in 412 + 720 = 49°.

Ce ju delimo z 122, dobimo

IV s (BY () s (Y
12 “\12 12 “\12) -

To je neposredni dokaz, da je 5 kongruentno Stevilo. Rezultat je poznal Ze
Leonardo iz Pise in ga uporabil na matematicnem tekmovanju leta 1225 v
prisotnosti cesarja Friderika II.

Veckotniska Stevila

Veckotniska (mnogokotniska, poligonalna) stevila Vn(k) SO povezana s pravil-

nimi k-kotniki in sestavljajo pri izbranem k neskonc¢no Stevilsko zaporedje,

ko n tece po naravnih stevilih. Zato Stevilom Vn(k) pravimo k-kotniska Ste-
vila. Uvedemo jih kot n-te delne vsote aritmeticnega zaporedja s prvim
¢lenom 1 in diferenco d = k — 2 (glej na primer ([1, 3])). Kot je znano, je
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n-ti ¢len takega zaporedja enak 1+ (n — 1)(k — 2). Vsota prvih n ¢lenov pa
je enaka produktu aritmeticne sredine prvega in zadnjega ¢lena s Stevilom
¢lenov, torej "
V posebnih primerih dobimo za k = 3 trikotniska stevila T,,, za k = 4
kvadratna @), in za k = 5 petkotniska P,:

2+ (n = 1)(k—2)). 3)

n(n+1)

Qn=V®=n% P :V(5):M.
2 9 n n ) n

T, =V® = ( 5

Veckotniska stevila Vrgk) za n > 1 klasi¢no ponazorimo kot Stevilo tock v
oglis¢ih in na stranicah n — 1 pravilnih k-kotnikov v skupni ravnini. Pri tem
njihove stranice narascajo v aritmeti¢nem zaporedju. Vsi k-kotniki imajo
skupno oglisce A, iz A izhajajoCi stranici pa lezita na skupnih poltrakih s
krajiscem v A. Oglis¢a mnogokotnikov oznac¢imo z debelejSo tocko, nato
na stranice znotraj kota med poltrakoma dodamo toliko takih tock, da bo
stevilo tock na vseh stranicah posameznih k-kotnikov enako. Stevilo vseh
tock take figure je Vrgk). Pri tem je Vl(k) =1in VQ(k) = n za vsak k > 3.
Na sliki 1 levo je predstavljeno Getrto petkotnisko stevilo. Stevilke na sliki
pomenijo, do kod je treba presteti tocke, da dobimo ustrezno petkotnisko
Stevilo. Prva §tiri petkotniska Stevila so 1,5, 12, 22.

Veckotniska stevila lahko ponazorimo tudi pahljacasto. Vzamemo pol-
traka s skupnim krajis¢em A. Poltraka naj oklepata primerno velik kot.
Nato v tem kotu med poltrakoma nacrtamo krozne loke s sredisé¢em v A,
njihove polmere pa izberemo v aritmeti¢nem zaporedju. Na prvi lok in na
poltraka v enakih razdaljah nanesemo 1+ (k—2) tock, na drugega 1+2(k—2),

.., na n-tega 1+ n(k — 2) tock. Vseh tock, skupaj z A, na taki figuri je
ravno V,fk). Na sliki 1 desno je pahljacasto predstavljeno ¢etrto petkotnisko
Stevilo.

7 veckotniskimi Stevili so se ukvarjali ze pitagorejci, v 1. in 2. stoletju
Nikomah iz Gerase, v 3. stoletju Diofant iz Aleksandrije, kasneje pa tudi
Fermat, Euler, Lagrange, Cauchy in drugi.

V nadaljevanju ¢lanka uporabljamo pahljacasto predstavitev veckotni-
gkih stevil, ki jo je za veCje k laze izdelati z racunalnikom kot klasi¢no, v
kateri uporabimo pravilne k-kotnike.

Kvadratna stevila 22, y? in 22 nastopajo v (1), to je v definiciji kongrua.
Sedaj pa v relacijah (1) nadomestimo kvadratna tevila u? z veckotniskimi
Vu(k) za u € {x,y,z} in k > 3, pri Cemer so z,y in z naravna Stevila, za
katera je < y < z. Stevilo N pa nadomestimo z nekim naravnim stevilom
N®). Dobimo relaciji

vk 4 Nk = Vy(k), Vy(k) + N®) =y ), (4)
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Slika 1. Klasi¢na in pahljacasta predstavitev Stevila Py = 22.

Ce taka naravna stevila z,y,z in N®) obstajajo, bomo stevilo N*) ime-
novali k-kongruum. Obicajni kongrui so 4-kongrui, ki smo jih definirali v
Uvodu. Videli smo, da le-ti obstajajo. Zastavlja se seveda vprasanje, ali ob-
stajajo k-kongrui za vse k > 3. Za 3 < k < 12 se da ob pomo¢i racunalnika
neposredno ugotoviti, da obstajajo.

Predpostavimo, da naravna stevila x, y, z in N®) v (4) obstajajo. Potem
se relaciji (4) z upoStevanjem formule (3) izrazata takole:

(24 (k—=2)(x — 1))+ N® =

N <

2+ *k-2)(y-1),

< [\CHR

S+ (k-2 - 1)+ N =S+ (k—2)(z - 1)),

Ce ju preuredimo in odpravimo ulomke, dobimo enakovredni relaciji

20k —2)x — (k —4)? +8(k —2)N®) = (2(k — 2)y — (k — 4)),

20k —2)y — (k—4))? +8(k —2)N®) = (2(k — 2)z — (k — 4))%.
Ker je k > 3 in x > 1, so Stevila
X=2k-2)x—(k—4), Y=2(k—2)y—(k—4), Z=2(k—2)z— (k—4)
in

M®) = 8(k —2)N®)

naravna in zadoScajo sistemu diofantskih enacb

X244 M® =y2 y24 Mk = 22,
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Pri tem je X <Y < Z in M® obicajni kongruum. Ce izlo¢imo M®*) iz
zgornjih enacb, dobimo diofantsko enacbo

X+ 7% =2v"

Enacba ima trivialno resitev X =Y = Z = n za vsako celo stevilo n. Ta ne
pride v postev. Vemo pa tudi, da morata biti X in Z iste parnosti. Enacbo
pomnozimo na obeh straneh z 2 in jo zapiSemo v obliki

(Z-X)+(Z+X)*=(2Y)~

To pa pomeni, da morajo stevila Z — X, Z + X, 2Y sestavljati pitagorejsko
trojico. Zato obstaja primitivna pitagorejska trojica (a,b,c), kjer je a < b
in a® + b = ¢?, in naravno §tevilo A, tako da veljajo zveze

Z-X=Xo, Z+X =2\, 2Y =)

Ker je v primitivni pitagorejski trojici (a, b, c) Stevilo ¢ vedno liho Stevilo,
mora biti A sodo stevilo: A = 2u. Stevilo i je naravno. Potemtakem lahko
zapisemo

Z —X =2pua, Z+ X =2ub, Y = pc.

Iz prvih dveh enacb izrazimo X in Z. ZapiSimo po vrsti:
X=pb-a), Y=mpc, Z=pub+a).
To so naravna Stevila. Ustrezni kongruum je
M®) = y2 _ X2 = 2( — (b—a)?) = 2p2ab,
ki je tudi naravno Stevilo. Nazadnje imamo

pulb—a)+k—-4  pc+k—4

_pbta)+k—4
S AT A Ty e €

Tu pa nastane tezava, ker Stevila x,y in z niso vedno naravna.

Da dobimo resitev problema, je treba izbrati primitivno pitagorejsko
trojico (a, b, ¢) in naravno stevilo u tako, da bodo z,y in z naravna Stevila.
Pripomnimo, da so b—a, b+a in c¢ liha Stevila. Za k-kongruum N (%) dobimo
preprost izraz

2ab
N MPab 6
4(k —2) (6)
Stevilo M®*) = 8(k — 2)N®) = 22ab je obicajni kongruum.

Pogoj, da je 8(k —2) N kongruum, je zato potreben pogoj, da je naravno

Stevilo N k-kongruum. Pogoj pa ni zadosten. Stevilo 12 ni 3-kongruum,
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Geprav je 8-12 = 96 kongruum, saj je 22+96 = 102 in 102496 = 14%. Ce bi
Stevilo 12 bilo 3-kongruum, bi morala veljati relacija (6), to je p?ab/4 = 12
oziroma p? = 48/(ab), pri cemer je u naravno $tevilo, a in b pa tuji si kateti
primitivnega pitagorejskega trikotnika. To pomeni a > 3,0 > 4 in ab < 48.
V postev pride samo a = 3 in b = 4, kar nam da g = 2 in po (5) necele z,y
in z. Zato 12 ni 3-kongruum.

Primeri

Iskanja k-kongruov si ne moremo zamisliti brez uporabe ustreznih ra¢unalni-
skih programov. Napisati je treba program, ki nam bo iskal pri danem k&
naravna Stevila x,y in z po zgoraj razvitih formulah. Generiranje primi-
tivnih pitagorejskih trojic (a,b,c) s parametroma p in ¢ ne dela tezav. V
program vklju¢imo tudi parameter p. Vse tri parametre spreminjamo do
neke, morda precej visoke vrednosti, in prej ali slej nam le uspe najti na-
ravna Stevila x,y in z. To je sicer groba metoda, ki pa nam za manjse k le
da rezultate. Oglejmo si nekaj izbranih primerov.

1. Za trikotniska stevila T}, je 3-kongruum 7' = N®) = p2ab/4 in pri
naravnih Stevilih z, vy, z, kjer je x < y < z, mora veljati
T,+T =T, T,+T="T,.
Za neko primitivno pitagorejsko trojico (a, b, ¢) in naravno Stevilo p morajo
biti Stevila

pb—a)—1 pe —1 ub+a)—1
T = = z2 ="
2 ? y 2 Y 2 Y

ki jih dobimo iz (5), naravna. Faktor x4 mora biti liho stevilo. Za primitivno
pitagorejsko trojico (a,b,c) = (8,15,17) in u = 1 dobimo =z = 3,y = 8,2z =
11 in T = 30. Stevilo 87 = 240 je obi¢ajni kongruum. Grafiéno ponazo-
ritev predstavlja slika 2. Slika tudi ponazarja, kako bi v grkem anti¢nem
gledalis¢u lahko posedli 30 v rdece in 30 v modro oblecenih oseb, pri cemer
Stevilo sedezev z viSino narasca za 1, pri tem pa v rdece obleCene osebe
polno zasedajo nekaj zaporednih vrst, takoj za njimi pa v modro oblecene
osebe polno zasedajo nekaj nadaljnjih zaporednih vrst.

Do takega problema pridemo tudi, ¢e v zaporedju naravnih stevil is¢emo
Stevila

z+1l,z+2,...,y5y+1L,y+2,...,2,

za katera velja
+D)+@+2)+ - +y=@w+H+H+2)+ - +2
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o
o o T3=6
o

Slika 2. T3 + 30 = Ts, Tg+ 30 ="Ti;.

Najmanjsi tak primer je 1,2;3zax =0,y =2inz =3, ker je 1 +2 = 3. Ta
izjema je v skladu s 3-kongruum, ¢e privzamemo, da je Ty = 0.

Za pitagorejsko trojico (a, b, ¢), v kateri je b—a = 1, je lahko x katerokoli
naravno stevilo ali 0. Za (a,b,c) = (3,4,5) vzamemo p = 2z + 1 in dobimo
y = 5x+2in 2z = Tr+3. Ustrezni 3-kongruum je T' = 3(2x+1)2. Prav tako
z (a,b,c) = (20,21,29) za p = 2z + 1 dobimo 3-kongruum 7' = 105(2z + 1)
in y =29z + 14 ter z = 41z + 20. Stevila 8T so, kot smo ze videli, obi¢ajni
kongrui. To se pravi, da so stevila 24(2x + 1)? in 840(2x + 1)? obicajni
kongrui.

Opazimo, da je v teh primerh 3-kongruum 7T deljiv s 3. Ni pa tezko
dokazati, da je vsak 3-kongruum deljiv s 3. Neskonc¢no zaporedje 3-kongruov
se zacne s 3,15,27,30,42,75,90,105,135, 147,165, 243, 252.

2. Za kvadratna stevila Q,, je 4-kongruum Q = N® = p2ab/8 in pri
naravnih Stevilih x, vy, z, kjer je z < y < z, mora veljati

Qz+Q:Qy7 Qy+Q:Qz-

Za neko primitivno pitagorejsko trojico (a, b, ¢) in naravno stevilo x4 morajo
biti stevila
plo—a) ~_pe _ pdta

4 9 y - 4 9 - 4 9
ki jih dobimo iz (5), naravna. Faktor u mora biti deljiv s 4. Za primitivno
pitagorejsko trojico (a, b, ¢) = (3,4,5) in 4 = 8 dobimo z = 2,y = 10,z = 14
in Q = 96. Grafi¢no ponazoritev predstavlja slika 3.

3. Za petkotniska ali pentagonalna stevila P, je 5-kongruum P = N®) =
©2ab/12 in pri naravnih §tevilih z,v, z, kjer je z < y < 2, mora veljati

P.+P=P, P,+P=FP.
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o

Qs =196
Q=96

o
O Qy=4
Slika 3. QQ + 96 = Qlo, Q1o + 96 = Q14.
Za neko primitivno pitagorejsko trojico (a, b, ¢) in naravno Stevilo x4 morajo
biti stevila

pub—a)+1 _pe+1 Z_,u(b+a)+1
6 7 67

ki jih dobimo iz (5), naravna. Faktor g mora biti liho stevilo. Za primitivno
pitagorejsko trojico (a,b,c) = (33,56,65) in x = 1 dobimo z = 4,y =
11,z = 15 in P = 154, ki je najmanjsi 5-kongruum. Obicajni kongruum je
Stevilo 24P = 3696. Graficno ponazoritev predstavlja slika 4.

# >

Pi5 =330
P =154 00O
OO OO o OO OO P =176
P =154 O O

O 00 O
050 P=n

Slika 4. Py + 154 = P117 P11 +154 = Pis5.

211-220 219



Marko Razpet

4. Tako lahko nadaljujemo s kongrui v nedogled. Za primere vze-
mimo SestkotniSka ali heksagonalna Stevila Vn(G) = n(2n — 1), sedemko-
tniska ali heptagonalna Stevila v = n(5n — 3)/2, osemkotniska ali ok-
tagonalna Stevila Vés) = n(3n — 2), devetkotniska ali eneagonalna Stevila
v = n(7n—>5)/2, desetkotniska ali dekagonalna Stevila V0 = n(4n—3),
enajstkotniska ali hendekagonalna Stevila vt = n(9n — 7)/2 in dvanajst-

kotniska ali dodekagonalna Stevila Vn(12) = n(bn—4). V tabeli navajamo po
en primer za 4 < k < 12. Dobljeni so ob pomoc¢i racunalnika. Ve¢ primerov
bi zahtevalo veliko daljsi ¢lanek.

k (a,b,c) (x,y,2) | w NG
1 (3.4,5) 1,5,7) | 4 24
51 (3356,65) | (411,15) | 1| 154
6| (2021,29) | (1,2231) | 6| 945
71 (65,72,97) (1,10,14) | 1| 234
8 (33,56,65) (8,22,30) | 4 1232
9 | (133,156,205) (2,1521) | 1] 741
10 | (88,105,137) | (11,86,121) | 10 | 28875
11 | (279,440,521) | (63,203,280) | 7 | 167090
12 | (95,168,193) (15,39,53) | 4 6384
Za konec

Problemi v zvezi s k-kongrui so priblizno enaki kot s klasi¢nimi kongrui. Ali
obstajajo k-kongrui za vsa naravna Stevila od 3 naprej? Katera stevila so
k-kongrui? Kako jih ucinkovito najti? Kako poiskati ustrezna stevila x, y
in z7 Ali imajo k-kongrui neko uporabnost?

Za najvztrajnejSe pa Se splosna naloga. Za naraScajocCe aritmeti¢no za-
poredje (ay)72, z diferenco d, kjer so aj, naravna Stevila, izdelajte metodo
za iskanje indeksov z,y in z (v <y < z), za katere velja enakost

zi1+ Qg2+ -+ ay = ayy1 +aypo + -+ a,.
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James Stewart, Calculus, Early transcendentals, Eight Edition,
International Metric Version, Cengage Learning 2016, 1182 strani.

Zajetni ucbenik, ki sijajno zdruzuje te- s s sTE R
orijo in prakso (tj. matematiéne vsebine
in njihove aplikacije), je premisljeno za-
snovan tako, da Studentu predstavi tako
uporabnost kot lepoto infinitezimalnega
racuna. Sledi najnovejsim pedagoskim
usmeritvam, ki vkljuc¢ujejo tudi razno-
vrstno uporabo racunalnikov, od vizu-
alizacije do numeri¢nega in graficnega

eksperimentiranja. Ne posveca se zgolj

Z
D
%)
(a4
L
>
(;)‘
(a4
e
ol
=

razvoju tehni¢nih kompetenc, osredotoca

se na konceptualno razumevanje, ki ga
razvija predvsem s skrbnim izborom problemov, v skladu z maksimo, da je
umetnost poucevanja umetnost pomagati Studentom pri odkrivanju oziroma
raziskovanju dolo¢enega podroc¢ja. Tezavnost problemov se v vsakem poglav-
ju pocasi stopnjuje, v razponu od taksnih, ki preverjajo zgolj razumevanje
osnovnih konceptov in usvajanje osnovnih racunskih vescin, do zahtevnejsih
problemov, ki vkljuc¢ujejo aplikacije in dokaze.

Po besedah avtorja je uébenik napisan v skladu s t. i. Cetvernim pravilom
(angl. Rule of four), ki priporoca, da je snov predstavljena geometrijsko,
numericno, algebraicno ter verbalno. Opremljen je s Stevilnimi barvnimi
diagrami, slikami, fotografijami ter podprt z dodatnimi materiali, dostop-
nimi na spletni strani stewartcalculus.com. Poleg obilice standardnih,
racunskih in dokazovalnih nalog, ki so vecini tradicionalno Solanih Studen-
tov najbolj domace, ponuja tudi nestandardne samostojne ali timske izzive
oziroma projekte: aplikativne projekte (ki naj bi posebej ugajali studen-
tovi domisljiji), laboratorijske projekte (ki vkljuéujejo uporabo tehnologije),

raziskovalne projekte (pri katerih Student prepoznava vzorce ali raziskuje
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dolocene vidike geometrije) in pisne projekte (pri katerih je treba napisati
kratek esej, npr. o tem, kako je prislo do nekega matemati¢nega odkritja
v zgodovini matematike). Tak pristop seveda omogoca razvoj neprimerno
ve¢ Studentovih kompetenc kot tradiconalni pristop, ki poudarja predvsem
racunske in dokazovalne ves¢ine in nagrajuje zlasti zmoznost pridnega ucenja
metod in postopkov, ne postavlja pa v ospredje konceptualnega razumevanja,
ne razvija veselja do samostojnega in timskega eksperimentiranja in razisko-
vanja (ne zgodovine matematike ne novih matematiénih podrocij) in ne
spodbuja razvijanja studentovih kompetenc ustne in pisne ubeseditve mate-
matic¢nih vsebin, ki na dolo¢eni stopnji, npr. ko je treba zaceti pripravljati
seminarje ali pisati znanstvene ¢lanke, postanejo prav tako nepogresljive.
Knjigo zaokrozajo Stevilni dodatki, od diagnosti¢nih testov za preverjanje
predznanja studentov (potrebnega za razumevanje infinitezimalnega racuna)
do seznamov formul in vpraSanj za preverjanje konceptualnega razumevanja
za vsako od dvanajstih poglavij. Ta poglavja so: 1. Funkcije in modeli, 2.
Limite in odvodi, 3. Pravila odvajanja, 4. Uporabe odvodov, 5. Integrali, 6.
Uporabe integralov, 7. Integracijske tehnike, 8. Nadaljnje uporabe integralov,
9. Diferencialne enacbe, 10. Parametricne enacbe in polarne koordinate, 11.

Zaporedja in vrste, 12. Vektorji in prostorska geometrija.

Med stevilnimi odlikami knjige je vredno izpostaviti nekaj primerov,
kako zna avtor poudariti bistveno in pritegniti bral¢evo pozornost. Tako
npr. v uvodnem poglavju Pregled infinitezimalnega rac¢una (angl. A Preview
of Calculus) predstavi nekaj osnovnih problemov in konceptov (problem
racunangja ploscéin, problem iskanja tangent, pojem hitrosti, pojem [imite
zaporedja in pojem vrste), ki so po eni strani vodili k razvoju infinitezi-
malnega rac¢una, po drugi strani pa Studentu omogocajo hitro osnovno ori-
entacijo po podroc¢ju in razumevanje temeljnih idej, saj se da njihovo vsebino
dovolj jasno predstaviti Se pred uvedbo natanénih definicij; te so se tudi v
zgodovini matematike tako ali tako pojavile Sele z dolgoletnim zamikom,
potem ko so jih matematiki dolgo uporabljali nerigorozno, brez skrbi za

strogost definicij.
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Avtor v vsakem poglavju jasno poudari nekaj temeljnih resnic, ki lahko
Studentu zelo olajsajo razumevanje sicer zahtevne in obsezne snovi. Tako
npr. eksplicitno pove, da so temeljni objekt, s katerim se ukvarja infinite-
zimalni racun, funkcije. Ker se da s funkcijami modelirati najrazli¢nejse
pojave in procese v naravi in druzbi, je potrebno, da jih znamo analizirati, na
razli¢ne nacine ra¢unati z njimi, pa tudi proucevati, razvijati in interpretirati
matemati¢ne modele, v katerih nastopajo. Pri studiju funkcij je nepogresljiv
pojem limite, na katerem temeljijo tudi pojmi zveznosti, odvoda in integrala.
Avtor meni, »da bi dejansko lahko definirali infinitezimalni racun kot tisti
del matematike, ki se ukvarja z limitami« (str. 8).

Za primerjavo omenimo, da je v knjigi Sterling K. Berberian: A First
Course in Real Analysis, Springer-Verlag, 1994, na strani 80 podan pre-
cej drugacen pogled: » V elementarnem kalkulusu sta koncepta zveznost in
odvodi naslikana z istim copicem in ta copic¢ se imenuje slimites; to je do-
bro, da se pokaZe enotnost v procesih infinitezimalnega racuna. Vendar, ko
pogledamo ta koncepta natancneje, vidimo, da sta precej razlicna: zveznost
ima opraviti z interakcijo med funkcijami in odprtimi mnoZicami, medtem
ko diferenciabilnost vkljucuje Se algebraicno strukturo obsega realnih Stevil
(nenehno imamo opravka z sdiferenénimi kvocienti<)«.

Poglavje o diferencialnih enacbah uvaja misel, da matematiéni model
pogosto privzame obliko diferencialne enacbe. Ceprav pogosto ni mogoce
najti eksplicitne formule za resitev diferencialne enacbe, pa lahko grafi¢éni in
numeri¢ni pristop omogocita vsaj kvalitativno razumevanje raziskovanega
procesa, ki ga modelira dana enacba.

Knjiga, ki je napisana zelo jasno in je tudi pregledno urejena, bo ugajala
vsem Studentom in uciteljem matematike, ki si zelijo infinitezimalni racun,
tudi ¢e o njem ze vedo zelo veliko, spoznati na drugacen, modernejsi nac¢in, z
veliko poudarka na konceptualnem razumevanju, nazornosti razlage, Stevil-

nih zanimivih zgledih ter prakti¢nih aplikacijah in privla¢nih projektih.

Juriy Kovic
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VESTI

Zoisova nagrada za zivljenjsko delo akademiku Josipu Globevniku

Akademik prof. dr. Josip Globevnik, zasluzni profesor Fakultete za mate-
matiko in fiziko Univerze v Ljubljani, je v letu 2019 prejel Zoisovo nagrado
za zivljenjsko delo na podro¢ju matematike, natancéneje, kompleksne ana-
lize. To naravno ponujeno priloznost zelim izkoristiti za kratko predstavitev
njegovega zivljenja in dela.

Josip Globevnik je bil rojen v Ljubljani. Matematiko je Studiral na Uni-
verzi v Ljubljani, kjer je diplomiral leta 1968. Zatem je leta 1971 magistriral
na Univerzi v Zagrebu pri prof. dr. Svetozarju Kurepi z delom Ulomljene
potence operatorjev, leta 1972 pa je doktoriral iz matematike na Univerzi v
Ljubljani pri prof. dr. Ivanu Vidavu z disertacijo Analitiéne funkcije s kon-
stantno normo. Po doktoratu se je intenzivno usmeril v raziskovalno delo
na podro¢ju kompleksne analize (del matemati¢ne analize) in je kot prvi
Slovenec po akademiku Josipu Plemlju navezal vrsto tesnih stikov s tujimi
raziskovalci na tem podrocju; ve¢ o tem v nadaljevanju. V letih 1968-73 je
bil asistent za matematiko, v letih 1973-78 docent, 1978-83 izredni profesor
in od leta 1983 do upokojitve leta 2012 redni profesor na Univerzi v Lju-
bljani. Do leta 1988 je pouceval matematiko na Fakulteti za arhitekturo,
gradbenistvo in geodezijo, od 1988 dalje pa na Fakulteti za naravoslovje in
tehnologijo ter kasneje Fakulteti za matematiko in fiziko. Leta 2013 je bil
imenovan za zasluznega profesorja Univerze v Ljubljani. V letih 1979-86 je
bil predstojnik Oddelka za matematiko na Institutu za matematiko, fiziko
in mehaniko v Ljubljani, v letih 1993-95 pa je bil predstojnik Oddelka za
matematiko na Univerzi v Ljubljani. V tem obdobju se je izpod okrilja Fa-
kultete za naravoslovje in tehnologijo oblikovala vrsta neodvisnih fakultet,
med njimi Fakulteta za matematiko in fiziko. Pri njenem ustanavljanju je
skupaj s prof. dr. Martinom Copicem, ki je tedaj vodil Oddelek za fiziko,
Globevnik odigral kljuéno vlogo.

Vse od svojega doktorata v letu 1972 dalje je bil Globevnik vodilni slo-
venski strokovnjak na podro¢ju kompleksne analize. Njegovo raziskovalno
delo je bilo pionirske narave na ve¢ pomembnih podrocjih, ki so na kratko
opisana v nadaljevanju, in je vodilo v nove smeri raziskovanja, ki so danes
zelo aktualne. V ¢asu svoje kariere je bil na vrsti daljSih gostovanj na po-
membnih tujih univerzah in raziskovalnih ustanovah, se posebej v ZDA. Bil
je gostujoci docent na University of Kentucky (ZDA, 1973/74) in gostujoci
profesor na University of Washington v Seattlu (ZDA, 1978/79, dva trime-
stra v 1984, dva trimesta v 1989/90, en trimester v 1996), na University
of Wisconsin v Madisonu (ZDA, prvo polletje 1985/86), na University of
California v San Diegu (ZDA, en trimester v 1992, en trimester v 2004)
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Slika 1. Josip Globevnik

in na University of Michigan v Ann Arborju (ZDA, prvo polletje 2001/2).
Krajsi cas je gostoval na Universidade Federal v Riu de Janeiru (Brazilija),
na Trinity College v Dublinu (Irska), na Univerzi Bar-Ilan v Ramat Ganu v
Izraelu, na Institutu Mittag-Leffler v Stockholmu (Svedska) in na Université
Paul Sabatier v Toulousu (Francija). Z vabljenimi predavanji se je udelezil
dolge vrste mednarodnih konferenc o razliénih podro¢jih kompleksne ana-
lize. S predavanji je obiskal ve¢ univerz v Evropi, ZDA, Izraelu, Koreji in
na Kitajskem. Od leta 1974 dalje je ¢lan American Mathematical Society.

Globevnik je vseskozi sledil novim raziskovalnim trendom in je delal na
zelo raznovrstnih problemih. V stevilnih od njih je vpeljal nove metode,
ki so jih kasneje zaceli uporabljati tudi drugi raziskovalci. Vselej sta mu
bili najbolj pomembni kakovost in popolnost dosezkov; ni¢esar ni zelel ob-
javiti, dokler ni imel natanko izdelanih vseh podrobnosti in je bil povsem
preprican, da je njegova resitev pravilna oziroma da, kot je pogosto rad de-
jal, »drzi vodo«. V tem pogledu je Globevnik nadaljeval tradicijo vrhunskih
slovenskih matematikov Ivana Vidava in Josipa Plemlja, torej svojega mate-
maticnega oceta in deda. To zavzetost za vrhunsko kakovost in inovativnost
raziskovanja je prenasal tudi na svoje Studente in znanstvene sodelavce. Vse-
lej je poudarjal, da odli¢na znanost in Se posebej matematika lahko nastaja
kjerkoli in ne samo v pisarni, najboljSe ideje pa se v resnici le redko kdaj
pojavijo ob sedenju za pisalno mizo ali ob ra¢unalniku. Vsa svoja znan-
stvena dela je najprej izjemno vestno lepopisno napisal z nalivnim peresom
na papir v toliko iteracijah, da je nastal konéni izdelek, ki ga je Sele nato
obdelal ra¢unalnigko.
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V svoji karieri je Globevnik objavil 116 originalnih znanstvenih del, sko-
raj vse v mednarodnih matemati¢nih revijah, od tega vecino v visokokako-
vostnih revijah, ki po kriteriju faktorja vpliva sodijo v prvi kvartil. Vrsta
njegovih del je bila objavljenih v najelitnejsih matemati¢nih revijah, kot
so Annals of Mathematics (2 objavi, od tega ena v letu 2015), Inventiones
Math., American J. Math., Math. Annalen, Transactions of the American
Math. Soc., Crelle’s J. in drugih. V svojih delih je obravnaval probleme iz
komplekse analize in sorodnih podrocij, med njimi zaloge vrednosti vektor-
skih holomorfnih funkcij, robne lastnosti holomorfnih funkcij ve¢ spremen-
ljivk in analiti¢nih mnozic, prave holomorfne vlozitve obmoc¢ij v kompleksni
ravnini v dvorazsezni kompleksni evklidski prostor, integralske karakteri-
zacije holomorfnih funkcij ene spremenljivke in integralske karakterizacije
robnih vrednosti holomorfnih funkcij ve¢ spremenljivk, analiticne diske z
robovi v maksimalno realnih podmnogoterostih in karakterizacije robnih
vrednosti holomorfnih funkcij s principom argumenta. Leta 2015 je z ele-
gantno in presenetljivo konstrukcijo kompletne kompleksne hiperploskve v
enotski krogli evklidskega prostora poljubne dimezije ve¢ od 1 podal po-
polno resitev problema Paula Yanga iz 1977; ta rezultat je bil objavljen v
eni izmed najelitnej$ih matemati¢nih revij Annals of Mathematics in je bil
izbran med najboljSe dosezke slovenske znanosti na podro¢ju naravoslovja
in matematike v Sloveniji po izboru ARRS v letu 2015.

Kljub temu da je do leta 1988 pouceval matematiko na Fakulteti za ar-
hitekturo, gradbenistvo in geodezijo, je bil Globevnik Ze v svojem zgodnjem
obdobju znanstveno in kot mentor prisoten tudi na Oddelku za matematiko
tedanje Fakultete za naravoslovje in tehnologijo, kamor je nato prisel kot re-
dni profesor leta 1988. Zatem je dolgo vrsto let predaval temeljna predmeta
iz matemati¢ne analize v 1. in 2. letniku Studija matematike ter osnovni
predmet iz kompleksne analize. Obc¢asno je predaval tudi podiplomske o0zi-
roma doktorske predmete iz analize. Bil je zelo priljubljen predavatelj, saj
je predaval izredno nazorno in zavzeto, z njemu lastno energijo in karizma-
ticnostjo. Vselej se je osredotocal na bistvene ideje, ki jih je na koncu daljsih
dokazov rad ponovno povzel in posebej poudaril.

Z namenom razvoja kompleksne analize in sorodnih podrocij v Slove-
niji je ze leta 1975 ustanovil Seminar za kompleksno analizo na Oddelku
za matematiko, ki deluje brez presledka vse do danes. Okrog njega se je
postopoma oblikovala raziskovalna skupina za kompleksno analizo, ki je da-
nes osrednja in najbolj aktivna skupina na podro¢ju matemati¢ne analize
v Sloveniji in predstavlja jedro programske skupine Analiza in geometrija
pri ARRS. Podpisani sem bil njegov prvi §tudent s podroc¢ja analize funkcij
ve¢ kompleksnih spremenljivk, vendar me je po enem letu usmeril na na-
daljevanje doktorskega Studija k svojemu sodelavcu, profesorju Edgarju Lee
Stoutu na University of Washington v Seattlu, ZDA, kjer je bil Globevnik

226 Obzornik mat. fiz. 66 (2019) 6



Zoisova nagrada za Zivljenjsko delo akademiku Josipu Globevniku

gostujoci profesor v letu 1978/79 in Se veckrat kasneje. Njegovi naslednji
Studenti, sedanji ¢lani skupine za kompleksno in harmoni¢no analizo, so bili
Miran Cerne (magisterij 1989, doktorat pri meni leta 1994 na University of
Wisconsin-Madison, ZDA), Darja Govekar Leban (doktorat 1999), Oliver
Dragicevi¢ (diploma 1998, magisterij 2001, doktorat 1. 2003 pri Alexandru
Volbergu na Michigan State University, East Lansing, ZDA), Barbara Dri-
novec Drnovsek (magisterij 1996, doktorat 2003), in Marko Slapar (diploma
1997, doktorat 1. 2003 pri Johnu Eriku Fornaessu na University of Michigan
v Ann Arbor, ZDA). Poleg navedenih je Globevnik pomagal vrsti slovenskih
Studentov z razlicnih podroc¢jih matematike pri iskanju ustreznih kontaktov
in moznih mentorjev v tujini ter pri pisanju priporoc¢ilnih pisem. Tudi pisec
pricujocega prispevka je med tistimi sre¢nezi, ki jih je Globevnik s svojo
modrostjo in dobrim nasvetom v pravem trenutku usmeril na dobro pot in
jim tudi kasneje stal ob strani.

Za svoje znanstveno delo je Globevnik prejel vrsto nagrad in priznanj.
Prva med njimi je bila leta 1975 nagrada za raziskovalno delo na matema-
ticni balkanijadi v Bolgariji. Leta 1976 je prejel nagrado Borisa Kidrica za
vrhunske znanstvene dosezke (enakovredno sedanji Zoisovi nagradi). Leta
1985 je bil izvoljen za izrednega ¢lana Slovenske akademije znanosti in ume-
tnosti (SAZU), leta 1989 pa je postal njen redni ¢lan. V letih 2008-14
je opravljal funkcijo tajnika III. razreda SAZU za matematicne, fizikalne,
kemijske in tehniske vede. Leta 2017 je bil izvoljen za rednega ¢lana medna-
rodne inzenirske akademije v Moskvi (naslednica inZenirske akademije Sov-
jetske zveze). Kot je bilo ze uvodoma omenjeno, je leta 2019 prejel Zoisovo
nagrado za zivljenjsko delo.

Za zakljucek naj Se enkrat poudarim, da je bil Josip Globevnik med
prvimi matematiki v Sloveniji, ki so v 70. letih kljub tedaj zelo skromnim
sredstvom za znanstveno delo na podro¢ju matematike bistveno prispevali k
odprtju nase dezele v svetovne tokove raziskovanja na tem podroc¢ju. To je
zelo velika stvar, ki jo je tezko povsem razumeti v lu¢i danasnjih, bistveno
ugodnejsih razmer. Stevilnim mladim matematikom je irokogrudno poma-
gal odpirati vrata v svet z vzpodbujanjem in s priporocili za Studij na dobrih
tujih univerzah. Ta njegov prispevek k razvoju matematike v Sloveniji je po
mojem mnenju prav tako pomemben kot njegovi prvorazredni raziskovalni
dosezki, ki bodo ostali viden del svetovne zakladnice znanja na podroc¢ju
matemati¢ne analize.

Ob prejemu Zoisove nagrade za zivljenjsko delo profesorju Josipu Glo-
bevniku, nasemu dragemu Pikotu, v svojem imenu ter v imenu sodelavcev
programske skupine Analiza in geometrija iskreno ¢estitam ter mu zelim Se
naprej veliko zadovoljstva z matematiko.

Franc Forstnerié
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