MATEMATIKA

Posebno zaporedje rombov
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Vzemimo pozitivni realni Stevili p in g, pri Ce-
mer je p < q. Njuna sredina je na sploSno vsako
Stevilo S(p,q), ki je s p in g natan¢no doloCeno in
zanj velja relacija p < S(p,q) < q. Najenostavnejsa
sredina Stevil p in g je njuna aritmeti¢na sredina
A(p,a) = (p+4q)/2, ki je napravi sredini med p in q.
potem je A(p,q) kar njegovo srediSce. Prav tako je
pomembna geometricna sredina G(p,q) Stevil p in
q, ki jo definiramo z relacijo G(p,q) = ./pq. Ocitno
sta Stevili A(p,q) in G(p,q) s p in g natanc¢no dolo-
Ceni. Ker je A(p,q) =p+(@—-p)/2=q-(q-p)/2,
veljap < A(p,q) < q. 1z p? < pq < q° pa dobimo Se
p=Gp,q) =q.

Pomembna je relacija G(p,q) < A(p,q), v kateri
velja enacaj natanko takrat, ko je p = q. To vidimo
iz zapisa

= 0<(Ja-p)’=p+a-2pa
=2(A(p,q) - G(p,q)).

Primer p = g oc¢itno ni zanimiv, zato bo v nadalje-
vanju p < q, ko velja p < G(p,q) < A(p,q) < q.
Oznatimo p; = G(p,q) in q1 = A(p,q). Ker je
p1 < qi, velja p1 < G(p1,q1) < A(p1,41) < q1 tako
kot prej za p in g. Ce oznacimo p» = G(p1,q1) in
a4z = A(p1,q1), velja p2 < G(p2,q2) < A(p2,q2) <
q2. Ta postopek lahko nadaljujemo v nedogled. Ce
vzamemo po = p in qo = q in pr+1 = G(pn,qn)
in gn1 = A(pn,qn) zan = 0,1,2,..., dobimo ne-
skoncni zaporedji
1)

" po,P1,P2,.-.- In qo,q1,4q2,..-,

pri Cemer je

B p=po<pPL<Pr<...<Pn<...<qn<...

<q2<q1<qo=q. (2)

Brez tezav vidimo, da velja
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Za dovolj velik indeks n se zato p, in g, poljubno
malo razlikujeta. Prvo zaporedje v (1) je narascajoce
in omejeno navzgor, drugo pa padajoce in omejeno
navzdol. Cleni obeh zaporedij se priblizujejo z nara-
ScajoCim indeksom n natanc¢no dolo¢enemu Stevilu
u(p,q), vsako s svoje strani. Zaporedji konvergirata
proti Stevilu u(p,q) (glej na primer [2]). Za vsako
naravno Stevilo je

" p<pn<up,q <qn<q.

Stevilo u(p,q) je ena od sredin Stevil p in g, imenu-
jemo jo aritmeticno-geometricna sredina Stevil p in
q. ZapiSemo jo lahko kot limiti: u(p,q) = limp, =
lim g,,. Stevilo u(p,q) se s p in q ne izraza prepro-
sto, ampak z elipticnim integralom (glej na primer

(1D).

Za p = q bi dobili v (1) konstantni zaporedji, v
(2) pa povsod enacaj in s tem G(p,p) = A(p,p) =
u(p,p) = p.

Posebna lastnost zaporedij (1) je njuna hitra kon-
vergenca. Za ilustracijo vzemimo primer p = 8 in
q = 24. Rezultate vpiSimo v tabelo 1, ki ji dodamo Se
ostre notranje kote o, = 2 arctan(p,/q») rombov.

Na 11 decimalk je u(8,24) = 14,90893426595.

Hitro konvergenco bomo pojasnili v oceni, ki jo
bomo izpeljali. Najprej je

" gn+1 — Pn+1 = AP, dn) — G(Pn, qn)
+
= P2 pndn
(\/Qn - \/pn)z
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Pn

an
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B ow o= o S

8,000000000000
13,856406460551
14,889677745633
14,908928043965
14,908934265958

24,000000000000
16,000000000000
14,928203230275
14,908940487954
14,908934265959

36,869897645844
81,786789298261
89,851944781240
89,999952177126
89,999999999995

TABELA 1.
Zaporedje rombov.

Ra

Ri

Ro

Zadnji kvocient razsirimo:

. (= )’
2

(V@ = /Pn)” (/@ + /Pn)°
2 (\m + pn)z
_ (an — pn)z
2 (\m + pn)z.
Za vsoto korenov v zadnjem imenovalcu velja:
" Jan +Pn
= 2A(Pn,an) > 2G(\/Pn,JaAn)

= 23pnan > 24p? = 24/p.

Ce upoStevamo vse dobljene relacije, imamo naza-
dnje oceno

(an — Pn)2

8p )
To pomeni, da se v zaporedjih (1) Stevilo prvih uje-
majocih se cifer Stevil p, in q4, pri prehodu na p; 11
in gn+1 vsaj podvoji.

" dn+1 — Pn+1 <

SLIKA 1.
Zaporedje rombov.

Za popestritev je smiselno nacrtati zaporedje rom-
bov Ry, R1,Ro,..., Kjer ima R, diagonali p,, in gu.
Diagonali se v vsakem rombu sekata pravokotno, se
razpolavljata in razpolavljata kote. Na sliki 1 je za-
Cetek tega zaporedja. Z rasto¢im »n rombi prehajajo
v kvadrat z diagonalo u(p,q). V tabeli 1 in na sliki
1 lahko opazujemo tudi, kako se pri tem koti «;, pri-
bliZujejo pravemu kotu.

Namesto rombov lahko vzamemo pravokotnike s
stranicami p, in g, ali pa elipse z osmi p, in gu.
Pravokotniki konvergirajo proti kvadratu s stranico
u(p,q), elipse pa proti krogu s premerom u(p, q).
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