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Cinleitung,

§ 1. Durd) die Wahrnehmung mehrerer Dinge, weldhe ald gleich-
artig angejehen werden, entteht der Begriff der Menge. Jeded eingelite
Ding einer Menge wird eine Cinheit genannt.

Bwei Mengen find gleid), wenn jeder Einbeit der einen Menge eine
Einbeit der anberen jugeordnet werben fann. Jndem man jeder Einbeit einer
gegebenen Menge einen Finger, ein Stibdhen oder jdriftlich einen Punft,
einen Strid) zuordnete, entjtanden die natiivliden Jahlbilder. Dieje
wurden fpdter durd) viel Fivzere Beichen erfept. Jedes Fahlzeichen erbielt
einen Namen, bagd Jahlwort. Name und Jeichen bejtimmen die Jahl.

Die Wijjenjdhaft von den Jahlen und ihren BVerbin-
bungen heift Avithmetif.

§. 2. Miengen von der Vejdaffenbeit, dajd bdie erjte aud einem
eingelnen Dinge befteht, jede folgende aber eine Cinbeit (ein Ding) mehr
enthilt al3 die vorangehende, entfprechen der Reihe nad) die Jahlen: Cins,
Bwei, Drei,.... Diefe Sahlen bilden die natiirliche Sahlenreihe.
Diefelbe beginnt mit 1 und fann ohne Enbde fortgejest werden.

Man fann die natiicliche Sahlenveihe bildlich darftellen, indem man
auf einer geraben Linie von eimem Punfte aud nacd) einer Dbeftimmten
Richtung gleiche Streden auftrigt; die Cndpuntte diejer Stveden entjprechen

bent aufeinanderfolgendben Jahlen.
1 2 3 4 5 6

° . ° ® = - >
Ciue foldpe Linie foll Jahlenlinie heifen.

§. 8. llm eine gegebene Neenge a1t 3ahlen, orduet man die Cinheiten
derjelben den aufeinanderfolgenden Jahlen ber natiivlichen Jahlenveihe zu.
Die der lepten Einfeit zugeordbnete Jabhl ift die gefuchte Sahl der Menge.

Wird beim Bihlen die vt der Cinbeit gang unbeviickfichtigt gelaffen,
jo Deifen Die Daduvd) gebilbeten Sahlen unbenannte Jahlen; wird
aber beim Jihlen aud) die Art der Einbeit audgedriicdt, jo entjtehen be-

‘nannte Jahlen.

§. 4. Bu gleichen Mengen gehort diefelbe Jahl (§. 1). Bwet Sahlen
find baher gleidh, wenn jeder Ginfeit Der einen Zahl eine Einbeit der
anderen Jahl zugeordnet werden fann.

Die Gleidhjepung weier gleicher Sahlen oder Jahlenverbindungen
feift eine Gleihung. Man fhreibt a = b und nennt die verglichenen
Grifen Seiten der Gleidung.

Bwei Bablen find ungleid), wenn nidht jeder Einbeit der einen
Bahl eine Cinbeit der anbdeven ugeorduet werden famn; und zwar ijt jene

Do init-Nenmann, Lehrh, b. Arithmetit u. Algebra f. b. obeven €L b. Mitteljd), 25, Auil. 1
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Baphl bie grifere, von welder nad) der Suordnung nod) eine oder
mebrere Cinbeiten iibrig bleiben, die anbere hingegen die Fleinere. Dafd
a grifer ald b, jomit b fleiner a8 a ift, driift man duvd) bdie Un-
gleidgung a > b aud (Seiten der Ungleichung).

§. 5. LBon gegebenen Jahlen durch vorgejchriecbene Berbinbiung der-
felben zu einer anbern gefuchten Babl itbergehen, Deift vedynen. Die
Bapl, su weldjer man gelangt, heift dad Rejultat der Redhnung. Tede
Redhenvoridhrift verlangt eine Opervation an der Jahlenreihe.

§. 6. Jebes Dejondeve Bahlzeichen ftellt eine bejtimmte Bahl bder
Bahlenveibe bar. Um aber die allgemeine Giltigheit der Nechengejepe
nachweifen zu fonnen, Hat man ald allgemeine Jahlzeichen die Budy-
ftaben eingefiihrt. Cin allgemeined Jahlzeichen ftellt ecine beliebige, aber
innerhalb derfelben Rechnung tmmer diefelbe Jahl dar.

Je nachpem die Avithmetif nur bejondere ober aud) allgemeine Jafhlen
in Betracdht zieht, Dheifit fic die bejonbdere ober die allgemeine
Arvithmetif.

PBei Euklid werben allgemeine Sahlen durd) Streden bezeidjuet. Diophantus (4. Jaheh.
. €hr.) gebrandjte Budftaben fiir die in einer Gleidhung vorfommenden unbefannten Saflen.
Dentlidere Anfinge ber Budftabenredinung zeigen fid) bei Regiomontanus (1436—1476) und
* Dei Stifel (f 1567). Bei Vieta (1540—1603) tritt diefelbe in grifiever Ausdehmung anf.

§ 7. Die Arithmetif ftigt ihre Lehren auf Definitionen, Grund-
fige und Lehridse.

Die Definition gibt an, wie ein newer Beqriff aud anderen vovaus-
gegangenen Begriffen zujammengefest wird.

Der Grunbdiap ift eine Husjage, die infolge der gemadyten Wahr-
nehmungen al8 ridhtig anerfanut wird, aber aud) anbderfeitd nicht bewiejen
werden famn. :

Der Lehriap ijt eine Ausjage, deven Nichtigteit ausd andeven Dereitd
alg wahr anerfannten Séigen mittelit bed Beweijed hergeleitet wird. Dev
Beweid wird divect gefithrt, wenn man aud der BVorausdjepung durd
Sqliiffe die BVehauptung ableitet; indirect, wenn man aud der BVer=
neimumg der Behauptung durd) Sliifje die Verneinung der BVoraudjesung
oder eined anderen bereitd ald wabhr erfannten Saped ableitet.

Arithmetijdhe Grundjipe.

§. 8. 1. Jebe Babhl it fich jelbft gleich.

Folgefoh. Dad Gange ijt grofer al3 ein Theil.

2. ®leiche Sahlen fonnen fiiv einander gejeht werden, (vhne dajs die
Ridtigleit einer Ausdjage geftort wird).

Solaefal. Sind gvei Jahlen einer dritten gleidh), jo find fie aud
"unter einanber gleidh.

3. Die NReihenfolge ded Jahlens ift fiir das Ergebnis gleichgiltig.



Erfier Ab[dmitt.

Addition und Subfraction.

Die Redynungsarien der evfen Stufe.

L Addifion mit abfoluten ganjen 3abhlen.

§ 9. Crhlirnmg. Ju ciner 3ah( a cine Jahl b adbieren
heift, eine ahl ¢ jucdhen, welde jo viele Cinheiten enthilt,
aldaund b gujammen. Nan jdreibt a + b =c (4 gelefen ,plus")
und nennt bdie gegebenen Bahlen a und b dbie Summanden und die
gejuchte Bahl a + b bie Summe.

Ansfiithrung. W die Addition a + b audgujiihren, fdhreitet man
in Der Bahlenveihe von a audgehend um jo viele Einfeiten vorwirts, als
b enthilt; bie 3ahl, 3t der man gelangt, ift die gejuchte Summe.

Bufife. 1. Die Summe ift grofer ald ein Summanbd.

2. Die Summanden und die Sunume find unbenanunt oder gleid)-
fenanut.

§. 10. Soll mit der durdy eine Jahlenverbindbung davgeftellten Sahl
weiter gevechnet werden, fo mujd diefelbe im allgemeinen in eine Klammer
eingejchloffen werden.

Erklarnng. Unter der Summe mehrerver Jahlen verjteht man
pie Sumne, welde evhalten wird, indem man zu der Summe der beiden
crften Safhlen die dritte, zu de¥ meuen Sunume die vievte Sahl, u. §. w.
abbiert. €3 ift demmnad)-

a+b+c+d=([a+4+hb) +ec + d

Bufaf. Jede Bahl a ijt eine Summe von aEinbeiten.

= [ B B e

§ 1. Der Wert einer Summe bleibt unverdnbdert,
wenn man die Summanden unter einandervertaunjdt. ' (Das
Commutationsdgejep der Addition.)

a+b=D>D+ a

a4+b+e=atec+b=b+t+atec=b+ec+a=.
folgt aus dem 3. Grundjage (§. 8).

Snfolge bed Commutationdgejeled erhielten beide gegebene Jahlen
den gemeinfdjaftlichen Namen Summand.

1=



Redyenaefeke.

§.12. 1. Buciner Summe fanneine Jahladdiert werden,
indbem man diefelbe 31 einem Sumuranbden und zu der er-
Haltenen Summe dDen andern Summanden addiert.

@+b)+e—=(@+c+b=a+®+c
ober a4+b4ec=at+c+b=a+4 (b4 e

2. B einer Bahl fann eine Summe addiert werden, in-
pem man die Summanden in beliebiger Reihenfolge nad
einanber addiert.

a+b+e)=(@+b+c=(@+ec)+Db
ober at+b+e)=a+b+t+e=a-4c-+ Db

Die Ridtigleit diefer zwei Sipe, weldje die Ajjociationsdgefete
ber Addition Dbilden, folgt unmittelbar aud dem Commutationdgejete
& 11

§. 13. Erklirung. Gine Sunuue, weldje entfteht, indem man bie-
jelbe allgemeine Bahl Bfters ald Summand fept, wird abgefiivzt dadurd)
bezeichnet, Dafd man die allgemeine Jahl, Hauptgrife, nur einmal an-
jreibt und vor diefelbe die Safhl, Coefficient genannt, feht, weldpe
angeigt, wie viemal die allgemeine Bahl ald Summntand vorfommt; 3. B.

at+ata-tata=>ba

Der Coefficient 1 wirh nidyt gejchrieben.

Ausdritcfe mit derfelben Hauptgrdofe Heifen gleidhnamig, mit ver-
jdhiedenen Hauptgrofen ungleihnamig.

Gleidnamige Augdriicke werden addiert, indem man bdie
Sunme ihrer Coefficienten vor die gemeinjome Hauptgrife jept.

ma 4+ na = (m + n) a.
b1 4
Soweis. ma Fna—(af'a+.... L aepatat ...

n m m\_{—/l m\—l_—/n
+a=at+a-4...4+at+a+ .... +a=(m-4 na
3. 8. a+3a+4a=(1+4+ 3 + 4 a = 8a.

Decbindung von Gleidyungen und Ungleidynngen durd) die Addition,

§ 14. 1. Gleidhesd su Gleidhem addiert gibt Gleidhes.
Bor. ai= Beweid. a + ¢ = a + ¢ (1. Grundj.)
¢c=d folglih: a 4+~ ec=b 4+ d (2. Grundj)
Belh. a+4c=D>b-d.
2, Gleidhed 3u Grdfervem abbiert gibt Griferes.
3. Grifperes 3u Grdoferem abbiert gibt Griferes.




4. Groferes zu Kleinerem addiert qibt ein unbeftimmted Nefultat.

2. Bor. a>b 3. a>b 4, a<<b
] ei=="d ¢ >
Beh. afec>b4d atece>h-4d >
afe=h-4d

<
Beweis zu 2.). €3 fei w die Jahl, weldhe man u b abdieven muis,
um a zu erhalten, aljo a=>b + w, fo ift nach) 1. a 4~ ¢ = b +
+w4+d= b+ d + w, folglih a + ¢ >Db 4+ d (§ 9).
Sn gleicher Weife wird der BVeweid zu 3. gefithrt.
MWie (auten die obigen Ungleichungen von red)ts nac) (infs gelefen,
und wie der 2. Sap bei BVertaujchung dber Summanden ?

II. Subfraction mif abfolufen ganjen aflen.

§. 16, Die dburch Abdition gewonnene Gleihung b + ¢ = a fiihrt
su Den Deiden neuen ufgaben, 1. aud a und b die unbefannte Jahl c,
2. aud a und ¢ die unbefannte Zahl b zu Deftimmen. Dieje Aufgaben
werden durd) die gweite Necdhuungsart, die Subfraction, geldst, welde
peshalb die Umfehrung ober inverje Operation der Adbition beifst.

Ecklarung. Bon einer Jahl a eine Zahl b jubtrahieren
heiBt, aud a als der Summe zweier Jahlen und b als dem
einen Summanden den andern Summanden juden. Man
nennt die gegebene Summe a den Minuend, den gegebenen Summanden
b den Subtrahend und den gefuchten Summanden die Differen;
und begeichnet die lepteve mit a — b (— gelefen , minug”).

Die Diffeveny zweier Jahlen ift aljo diejenige dritte
Bahl, welde gum Subtrahend addiert den Minuend gibt.

Aunsfiiprung. 1. a — b ift al8 erfter Summand biejenige Baph,
welche um b vermehrt a gibt. Bu diefer Bahl gelangt man, wenn man
in der Japlenreihe vom Minuend a aud um fo viele Cinbeiten zuviic-
jchreitet, wie Der Subtrahend b angeigt.

2 a — b ift ald jweiter Summand bdiejenige Jahl, um welde b
permehrt werden mufs, um a zu erhalten. Wenn man daher vom Sub-
trafend b in der Sahlenveihe um jo viele Cinheiten vorwdrtd jchreitet, big
man jum Minuwend a gelangt, jo ift bie Jahl der hingugezihlten Einbeiten
die gejudhte Differens.

Wegen bed Commutationdgejetied der Abbdition fommt man in beiben
Fillen zu demjelben Rejultate. Die Addition hat daher nur eine inverje
Redhnungsdart, die Subtraction.

Bufige. 1. Die Subtraction ift nur ausfithrbar, wenn der Minuend
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al3 Gumme grifer ift al3 der Subtrahend. Died wirb bei den folgenden
Siigen vorliuflg voraudgejept.

2. Minuend, Subtrahend und Differens find unbenannte oder gleich-
benannte SBafhlen.

§. 16. Aus dem Vegriffe der Subtraction ergeben fich) nachftehende
Solaefike. 1. (Definitionsformel.) Addiert man zu der Differeny
sweier Bahlen ben Subtrafhend, fo erhdalt man den Minuend.

(a—Db)+b=a; b+ (a —b) =a

2. Gubtrahiert man von dem Minuend die Differeny fo

erhalt man den Subtrahend. :
a— (a—b)=Dh

3. ©ubtrabhiert man von ber Summe zweier Jahlen den

einen Gummanden, jo erhalt man den weiten Summanden.
(a 4+ bh) — a = b; (a+b) —b = a.

Bufal. Aus 1. und 3. jolgt: Cine Bafhl a bleibt unverdnbdert, wenn
man in beliebiger Meifenfolge eine Bahl b zu ihr addiert und von dem
Nejultate diefelbe Jahl jubtrabhiert.

a=a -+ b — b; a=a—b-4+h

Die Adbbdition und Subtraction {ind bemnad) einanber entgegengefest.

§. 17. Formverdnderung einer Diffeveny. Der Wert einer
Differens bleibt unverdndert, wenn man ju dem Minuend
und dem Subtrahend diefelbe Jahl addiert oder von beiden
piefelbe Bafhl jubtrafhiert.
lL.a—b=@+4+m—(b4+m); 2d—e=(d—m)— (e — m)

Beweis. 1) a — b =c¢; folgli a = b + ¢

und a + m = (b + m) + ¢ (§ 12, 1);

fomit ¢=a—b=(a+ m — (b 4 m).
2. Der gpweite Theil folgt ald Umbehrung ausd dem erjten.
Redjenaefehe.

§. 18. Loneiner Summe fann eine Jahl jubtrafhiert wer-
bem,indemmandiefelbevoneinemSummanden jubtrahiertund
3u derevhaltenen Differens den andern Summanden addiert.

@a4+b) —e=(@aa—¢c +b=a+ (b—ec)

Beweis. a) Soll (a — ¢) 4+ b bdie ridhtige Diffevens der Bahlen
a -+ b und e fein, fo muj8 man, wenn man zu ihr den Subtrahend ¢
abdiert, den Minuend a 4 b erhalten (§. 15). Nun ift wirlich
{a—o+bte={a—0+c}+bE121)=2+b(. 16 1)

b) Ebenio ijt
at+b—chte=a+4{b—c) +c (§121)=a-+h(8 16 1)

§ 19. Bu einer Differenz Faun eine Jahl adbdiert
werden, indem man diefelbe zu dem Minuend abdbdiert und
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Den @Subtrahend beibehdlt, oder indem man den Minuend
beibehdlt und die Bahl von dem Subtrahend fubtrahiert.
@a—b+e=@+ec)—b=3a—(b—e)

Beweis. Dev exfte Theil ift die UmTehrung von §.18,a). Der pweite Theil
folgt aud bem erften, indem man vom Minuend und Subtrahend c fubtvabiert.
§. 20. Bon einer Differens fann eine Jahl jubtrahiert
werdben, inbem man diefelbe von dem Minuend jubtrahiert
und den Subtvahend beibehdalt, oberindem manden Minuend
beibehdlt und die Jah!l ju dem Subtrahend abbiert.
(@a—Db) —ec=(a—c¢) —b=2a— (b4 e
Beweis,
a) (@a—c)—Db+e={a—c+c—b(§1)=a—D>(§ 16 1)
b) a—(+e)}+ec=a—{btec)—c(§19=a—Dh(§ 16 2).
§. 2L 1. Bon einer Jah!l fann eine Summe fubtrahiert
werden, indem man die Summanden in beliebiger Reifhen-
folge nacheinander jubtrahiert.
a—Mb+ec)=@@—b —c=(a—ec — b
Crgibt fich durch) Umfehrung der in § 20 bewiefenen Gleichungen
2. 3u einer 3ahl fann eine Differenz addiert werben, in-
dbemman in beliebiger Neihenfolge den Minuend addiert und
von Dem Refultate den Subtrahend jubtrahiert.
a4+ b—c¢)=@-+Db —c=(a—c¢) 4+ b
Folgt durd) Umfehrung der Gleichungen in §. 18
3, Bon einer Jahl fann eine Diffevens fubtrabhiert
werden, indem man in beliebiger Neihenfolge den Minuend
jubtvabhiert und zu dem Refultate den Subtrahend addiert.
a—(b—¢=(@—D»h +ec=(@-+¢c)—h
Grgibt fich durc) Umkehrung aus §. 19.
§. 22 Gleidhnamige Ausdriicte werden jubtrahiert, indem
man die Differens ifrer Coefficienten ald Coefficienten vor die gemeinjame

Hoauptgrofe jebt.
ma — na = (m — n) a.

Beweis, ma—na—=[na-+ (m—n)a]—na(§13)=(m —n)a
(§ 16, 3). B. B.ba —2a= (5 — 2) a=3a.

§. 23. Gollen in einer durch die Beichen - und — vorgejdricbenen
Berbindbung von Bahlen die dabdurd) angezeigten Operationen in der Reifen-
folge, wie dieje Bahlen mit ihren Beichen von linfs nad) vedhts vorfommen,
vollzogen werden, jo Tann man die Klammern weglajjen.

[(a—b) +e¢—d=a—b+c—d
- Gin Bahlenausdbrucd, welder mehreve durch Addition und Subtvaction
verbundene BVeftandtheile enthilt, heift ein mehrgliedriger Ausdrud
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oder ein Polynom. Die eingelnen Beftandtheile Heiffen Glieder, und

swar die mit dem Beidhen -+ verfehenen bdie abdbditiven, bie mit bdem

Beichen — perfehenen bdie jubtractiven Glieder ded Ausdbrucdes. Das

mit feinem Beichen verjehene erfte Glied wird al3 abbditiv angefehen.

Cin zweigliedriger Ausdrud wird ingbejondere ein BVinom, ein drei-
gliedriger ein Trinom genannt. Ein Ausdbruck, welder nur ein Glicd
enthilt, heifst ein eingliedriger Auddrud oder ein Monom.

Folgefake. 1. Jn einem mehrgliedrigen Ausdrucde ift die
Neihenfjolge der adbitiven und fubtractiven Glieder gany
willfiirlid). :

Folgt aus § 11, § 18 und §. 20.

2. Jeber mehrgliedrige Yuddrud [(dj3t jid) in eine
Differeny verwanbdeln, bderen Minuend die Summe aller
abbitiven, und berven Subtrafhend die Summe aller jub-
tractiven Glieder ift.

a+b—¢c+d—e=at+b+d—c—e
— (&b -+ d — (c+ o (§20)

Bufa. Der 2. Folgefap dient zur Reducievung gleidhnamiger Aus-
briide. 3. B.
6a — ba — 3a 4 8a — 2a — (6a-+ 8a) — (ha + 3a 4 2a)

= 14a — 10a = 4a.

§.24. Da man jeded Polynom in ein Binom verwandeln fann, fo
reichen Die entwicelten Lehriage auc) sur Addition und Subtraction von
Lolynomen hin. Die Amwvendung derfelben fithrt su folgenden Rechenvegeln :

1. Nad) dem Jeichen -+ fann man eine Klammer ohueweiters weg-
laffen (aufléfen) ober jepen. '

2. Nach dem Beichen — fann man eine Klammer weglafen (auflifen)
ober fepen, wenn man jedem Gliede innerhulb dber Klammer dad entgegen-
gefepte Beichen gibt (31 jenem, welded e8 vor dem Aufldfen oder Sehen
Der Klanmmer Hatte).

38 a4+b—ct+d=a+f+hb—ct+d =a—(c—b—4d
a4+ b—(c—d]=a+b—(¢—d =a-+b—c+4 d
Derbindung von Gleidpungen wud Ungleidhyungen durdy die Subtraction.

§ 25. 1. Gleiches von Gleidhem jubtrahiert gibt Gleiches.

Jta=>bunbe=4d joita—c=Dhb —d

Begriindung wie in §. 14, 1.

2. Gleihes von Griofevem jubtrahiert gibt Griferes.

Bor. 3 =D Beweis,. a=>b -+ w
C:;-d c=d
Beh a—e >b—d a—c¢ = (b—d)+w(§ 18)

folgl, a — ¢ > bh — d.
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3. Grifiered von Gleihem fubtrabhiert gibt Rleineres.

Bor. a=obh Beweis. a=b
6= c=d -+ w
Belh. a—e << b—d a—e=(b—d)—w( 21,1

folgl. a — e << b — d.
4. Rfeinerved von Groferem jubtrahiert gibt Griferes.

Bor. a >b Beweis. a— b4 x
o=t 4’ c=d—y
Beh. a—e¢ > b—d a—c¢ = (b—d)+(x+y) (& 21,38

folgl. a — e << b — d.
5. Qleinered pon Groferem jubtrahiert gibt ein unbeftimmtes
Rejultat.

- o
Sta>bunhe< d fpita —e="b— d.
Fas

II1. Grfte étweiferuug 0es Bahlengebietes.
1. flull und negative Bahlen.

§. 26. Die Diffeveny a — b bhat gemdf der Definition nur eine
Bebeutung, wenn der Minuend a ald Summe groger ift ald der Sub-
trabend b. Demnad) ftellt die Differeny a — b fiiv die beiden Fille,
b = a und b > a cine bebeutungsloje Vereinigung von Jahlzeichen vor.
Nun wiren ywei Wege miglich. Man fann derartige Differengen iiber-
haupt ausicdlieen, weil fie mit der Definition nidh)t vereinbar find. Died
hitte den grofen Nachtheil, dajs man vor jeder Hedynung mit einer
Differeny uerft unterfuchen miijdte, ob Dder Minuend grifer ift ald der
Subtrahend. Deshalb geht man in anderer Weife vor. Man rechnet aud)
mit Differenzen, deren Subtrahend gleid) oder grofer ift als der Minuend
und trifft suglei) die Feftjesung, dajd aud) fiix dervartige
Differenzen die Definitionsformel (a — b) b = a Giltig-
feit behalte. Jnfolge deffen gelten fiivdiejelben jammtlide
Gejepe der Subtraction.

Dieje Diffevengen ftellen, da fie in dev NReihe der natiivlichen Jahlen
nid)t enthalten find, neue Bablformen bdar, fiir welde auc) neue Be-
nennungen und Sabhlzeichen eingefiihrt ywurden.

Erhklitung. a —a=b —b=1—1= 0 (gelefen ,null").

Rull ift die Diffevens gweier gleicher Fahlen.

Solaefike. 1. (Definitionsformel) a + 0 = a (§. 16, 1).

D = ="a (8 16 2)
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Cine Zahl bleibt ungednbdert, wenn man zu ihr Rull
abbiert oder von ihr Null fubtrahiert.

Erhlirung, a — (@ +n)=b—(b4+ 1) =0—n= —n
(gelefen ,,minu3 n').

— n with eine negative Fahl genannt. Diefelbe hat dad Vor-
geicdhen — und den abfoluten Wert n,

Gine mnegative Zahl ift aljo ecine Differenz Dderen
Minuend RNull und deven Subtrahend ihr abjoluter Wert
ift. Jede Diffevenz, deven Subtvahend um n grofer ift ald der Minuend,
hat den Wert — n.

§. 27. Grweiterte Bafhlenreihe. Durd) die Definition ber
newen Saflen ift auc) bereitd ihre Stellung in der Babhlenreihe gegeben.
0=1—1 muf3 der Zahl 1 vovausgehen; ebenjo mujd —1 =0 — 1
ber Bahl 0, — 2 = 0 — 2 der Bahl — 1 poraudgehen u. §. w. Die
fo erweiterte Sahlenreife hat weder einen Anfang nod) ein Ende.

....... —b5 —4, —3, —2, —1,0,1,2, 8 4,5, ......

Sn Mbereinftimmung mit biefer Bildung der Bahlenveihe erhilt man
ben der Bafhl O entfprechenden Punft der Jahlenlinie, wenn man von
pem der Jahl 1 entjprechenden Punfte um eine Stredeneinbeit zuriic-
fhreitet. Cbenjo erhilt man den der Bahl — n entjprechenden Punft,
went man von dem Punfte 0 um n Streceneinfeiten zuvitcdjdreitet.

Die Bahlenlinie evftrectt fich nunmehr nach beiden Ridjtungen in bad
Unenbdlicde.

St 2 ] 0 1 2 3 4 5

§. 28, Erklarnng, JIm Gegenjape zu Der megativen Jahl — a,
weldhe durd) Subtraction von O entfteht (— a = 0 — a), wird bie
natiirfiche Bahl a, weldhe durd) Addition s O entjteht (a = 0 -+ a),
eine pofitive Jahl gemannt und in analoger Weife durd) Weglafjung
ver Null mit 4 a (gelefen ,,plus a) begeichnet. (Vorgeidhen, abjoluter
Wert.) ;
Die mit BVorzeiden verjehenen Bahlen werden rvelative ober
algebraifde 3afhlen genannt, im Gegenjage zu den Sahlen ohne LVor-
seicgen, weldhe abjolute Jahlen Geifsen.

Dag Borgeiden | bilegt man a8 felbftverftindlidy dort wegaulafjen, wo e8 ofne
Stirung ve8 Sinnes und bes Jujammenhanges einer Redinung gejdjehen fanm. '

Aus der Definition 0 — n = — n oder aud) O — (+n) =—n
folgt: (+ n) + (— n) = 0.

Cine pofitive und eine negative 3ahl mit gleichen ab-
foluten Werten geben zur Summe Null. Dedhalb beiBen zwei
berartige Sahlen entgegengejefht.
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2. Addition und Sublvaction mit algebraifden gamen Bahlen.

§. 29. Durd) dbie mwvendung bder NRechengefebe auf die durcd) die
negative Sabhl dargeftellte Diffevens gelangt man zu folgenden Lehriigen:

1. Cine negative Sahl wird addiert. indem man ihren
abjoluten Wert jubtrabhiert.

Peweis. at(—b)=a+0—b)=a-+4+0—p=a—h

2, Gine negative Jahl wird jubtrahiert, indem man
ihren abjoluten Wert addiert. :

Beweis, a—(—b)—a— 0—b)=a—0+b=a-+h

Bufah. Da nad) 1. a — (+ b) = a 4 (— b) ift, jo faun der
sweite Sap aud) lauten: Cine algebraijche Jahl wird fubtvabhiert, inbem
nan die entgegengefebte Jahl abdiert.

§. 30. Die UAnwendung bdiefer Deiden Sibe fithrt u folgenden
Redhenvegeln itber die Addition algebraifcher Sahlen.

1. Bwei gleid) bezeidhnete Jahlen werdben addiert, indem
man der Summe ihrer abjoluten Werte dag gemeinjame BVorzeichen gibt.
+a)+ Fh=+@+b=a+h
(—a)+(=b)=0—a—b=0—(@+h=—(@+h)

2 Bwei ungleid) bezeihnete Jahlen werben abdbdiert,
indem man der Differeny ihrer abjoluten Werte dad Borgeichen ded groperen
abjoluten Werted gibt.

(+a) +(—b)=a—b + (a — b) fiit a >,
— (b —a) , b>a

C(—a)+H)=0—2a)+b=04b—a=+(b—a) fiirt >3,
=-—(a—Db) ,, a>bh,
Bufoh. Die negative Jahl — a ift cine Summe von a uegativen
Cinfeiten. "

|

—a= (=D =1+ + (1)

§. 31. Gine Gumme, deven Summanden algebraijde Jahlen find,
heifit cine algebraijde Summe; 3. B.

G+ )+ b+ 9+ (4 (D

us den voraudgegangenen Sipen folgt unmittelbar:

1. Sedber mehrgliedrige Ausdrud fann in eine alge-
braifdje Summe verwandelt werden, indem man die Redjmings-
seicdhen af3 Borzeichen Detrachtet und dann die Jahlen al38 Summanden
annimm.

a—b—c+d=(+a)+ (=b+(—09+(+d

2. Umgefehrt: Jede algebraijde Summe Fann in einen
mefhrgliedrigen Ausdrud verwandelt werden, indem man die
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Additiondzeichen und die Klammern wegldfst und dbann die BVorzeiden al3
Rechnungszeichen anfieht.

G Bt gt D =a— b ot

Sufolge deffen ift man iibereingefommen, bet algebraijhen Summen
bie Abditiongzeihen und die Klammern filr die eingelnen Summanden
wegzulafien, fo dajs ein Polynom und eine algebraijche Summe fich nur
in der Uuffafjung, nicht aber in der Schreibweije und im Werte unter-
{cheiben.

§. 32. Nunmehr erhalten die beiden Sdpe itber die Addbition und
Gubtraction einer Summe mit Ridfiht auf § 29 folgenden Wortlaut.

1. Bu einer Bahlwird eine algebratfde Summeaddiert,
inbem man ihre einzelnen Summanden mit unverdnderten BVorzeichen nach-
einanber abdiert (Gu der Jahl hingufiigt).

2. Bon einer Zahl wird eive algebraijde Summe jub-
trafiervt, indem man ifre eingelnen Summanden mit entgegengejebten
Borzeichen nadjeinander adbdiert (zu dber Jahl hinzufiigt).

§. 83. Da bei abjoluten Bafhlen a— (b +n)<Ja—b<<(a--c¢)—b
ift, jo mufs, wenn wir a = b fepen, die Ungleichung beftehen:

—n<0< +ec

1. Jede negative Bahl ift fleiner ald Null, uud Null ift
fleiner al8 jede pofitive Jahl

Da fiiv abjolute Bahlen a — (b 4~ m 4 n) < & — (b + m)
ift, jo folgt, wenn a = b ift:

— (m 4+ 1) < — m

2. Bon zwei negativen Jahlen ift jeme die fleinere,

fwelde dDen grioperen abjoluten Wert hat

" §. 34. Gtatt die abjoluten YWerte entgegengejest benannter Babhlen,
wie Bermbgen — Schulden, Gewinn — Verluft, nad) entgegengefesten
Ridhtungen zuriicgelegte Wege, Heiten vor und nacdh) Chrifti Geburt,
Temperaturen fiber und unter dem Nullpuntte u. dgll durd) Ubdition und
Gubtraction 3u verbinden, faun man bdie eine derjelben af3 pofitive, die
anbeve al8 negative Bahl in Redhnung ziehen und beide duvd) die gleich-
artige Rechmmg verbinden. Davausd erwichst der weitere Bortheil, dajs
pa3 Vorzeidjen ded NRefultated die Venennung angibf, ober eine der Yuf-
gabe entjprechende Deutung zuldjst.

Die BVenennungen ,pofitiv” und ,negativ” rithren von Vieta fer. Die Griedjen
fonnten feine wegativen Rahlen. Vei Descartes (f 1650) it zuerft umter eimer all=
gemeineit Bahl a eine pofitive ober negative Bafhl verftanden. Die Beidhen + und —
fommen guerft bei Leonardo da Vinei vor; vor ihm twurben die Anfangsbuditaben p unbd
m gebraud)t, Das Gleichheitszeidhen wurde eingefiibrt von Recorde (1552), bie Ungleid)-
Deitgseidien von Harriot, die Slammer bon Girard (1629),
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Sweiter -lh[djuitt.

WMultiplication und Divifion.

Die Redynungsarten der jweiten Stufe.
L 2%ultiplication mif gangen Balilen.

§. 35. CErklirung. 1. Gine Jafhl a mit einer Jahl b multi-
plicieven heifit, a {o vielmal ald Summand fegen, ald b Ein-
heiten enthdalt. Man nennt a den Multiplicand, b den Multi-
plicator und die gefudhte Sahl bag Product. Dad Probuct ijt demnad
cine GSumme gleidjer Summanden; der Multiplicand ift einer diejer gleichen °
Summanden; Dder Multiplicator hingegen ift die Anzahl bder gleichen
Summanden.

Der Multiplicand fann eine benanute Jahl fein; der Multiplicator
ijt immer eine abjolute (pofitive) unbenannte Sahl. Dad Product pHat
eventuell die Benennung ded Multiplicands. Jm folgenden werden nur
Producte unbenanuter Fahlen betradhtet.

Dad Product aud bem NMultiplicand a und bem Multiplicator b
Degeichnet man durc) a X b, obder a.b (b i. a bmal), oder bei allge-
meinen ZBahlen aud) blofy durch a b

Dasd Product gweier ganger Jahlen wird and) ein Bielfadhes bdes
Multiplicands genannt. J. B. 12 = 4.3; 12 ift dad 3facdhe von 4.

Folgefibe. a) Jit ber Multiplicand 1, fo ift Dad Product
pem Multiplicator gleid. :

b) Jjt dber Multiplicand 0, fo ift aud) dag Product 0.

a) la=14+1+4 .... +1=a12

b) 0.a=04+0 -4 ... 4+ 0=0.

Grhklirung. 2. Unter bem Producte mehrever Jahlen verfteht
man dag Probuct, weldhed erhalten wird, indem man das Product Dder
beiden erften Bafhlen mit der Dritten, das neue Product mit der bvierten
Bahl, u. §. w. multipliciert. Hiernad) ijt

a.hocr— (ah).o,
a:h.c.d = [(a b).c].d. &

§ 36. Gine Summe fann mit einer Jahl multipliciert
werben, indem man jeden Summanden mit diefer Fahl
multipliciert und die Theilproducte abdiert.

(a 4+ b).m = am -+ bm.
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geutis, (2 +B)m = (2 +b) + @+ D)oo @ 0

=(at+at...} a ) (b—{~b—|—.—}—b)(§.11}ﬁa.m+b.m.

Diejer Sap ift vorlaufig Hilfsjas und wird fpdater fhjtematijd) ein-
geveiht.

§ 37. 1. Dev Wert einesd Producted bleibt unverdndert,
wenn man den Multiplicand und Multiplicator vertaujdt.
(a3 Commutationggefes der Multiplication.)

ath:=—ih.a.

Bimetoiva b — (1 1 By e
(590 unb 8 35) — h.a.

Bufike. 1. Jnfolge bes Commutationsgejeses erhalten Multiplicand
und Multiplicator den gemeinjamen Namen Factor. '

2. Yus bdiejem Gejebe folgt die Bevechtigung, den Coefficienten,
welcher gemdf bder Definition bder Multiplicator der Hauptgréfe ift, an
erfter Stelle zu jdreiben.

3. Um bie bebeutungglofen Producte a.1 und a.0 beizubehalten,
mujd Denjelben” der duvd) dbad Commutationdgejes verlangte Wert gegeben
terdelt,

e ael— 1.8 a b) 2.0 —"10.5 =-0.

Diefe beiben Siibe {owie die Deiden Folgefige in §. 35 erhalten
folgenden gemeinjanten Wortlaut:

a) Jft ein Factor 1, fo ift Dad Product gleidh dem an-
deren Factor.

b) Jit ein Factor O, jo ift auch) dasd Product 0.

2. Der Wert eined Probducted von drei ober mehr
Factoven bleibt ungedndert, wenn man die Reihenfolge dex
Factoren beliebig dnbert.

Aud dem Commutationdgefepe fiiv zwei Factoven folgt nuv:

{aih).e— (b.a).e — ¢e.(a.b) = ¢.(b.a).
©% bleibt noch zu beweifen:
(ashive — (aie). bi— a.(b.e)
b

fewels. a) @.b)e=( Fa - .... + a)e
b
— ac -+ ae 4 .. 4 ac (8 36) = (ac).b,
b) (a.b}.e = (b.a).c = (be).a (nad) a) = a.(be)
Jnbem man ein Product von vier und mehr Factoren ald ein joldes

bon drei Factoven betrachtet (abed = (ah).c.d), fann durd) Anwendung
ber beiven Sige jeber Factor an eine Deliebige Stelle gebracht werden.
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Rechengefedse,

§ 38. 1 CinProductfann mit einer Bahlmultipliciert
werben, indem man (nur) einen Factor mit der Jahl und das
erhaltene Product mit dem andern Factor multipliciert.

(8.b).e.= (ac). b =:a.(be)

2. Cine Zahl fann mit einem Producte multipliciert
werden, indem man diefelbe mit bem einen Factor und dag
erhaltene Product mit dem andern Factor multipliciert.

a.(be) = (ab).c = (ae).bh:

Dieje aivet Sipe, twelhe die Ajfociationsdgefepe der Multi-
plication Beifen, folgen unmittelbar aud dem Commutation3gejese.

§ 39. Cin Product, beffen Factoven einander gleich find, wird
abgefiirzt dbabuvch) begeichnet, dajd man nur einen Factor anjdreibt und
thm rechtd oben die Bahl beifept, weldhe anzeigt, wie vielmal derfelbe vor-

fommt; 3. B.
23580

Cin Product gleicher Factoven Peifst eine Potens Der wiederholt
gefepte Factor Heipt bdie Bafid obder Grunbdzahl, die Angahl der
gleichen Factoren beift der Potenzerponent, aud) blof Crponent.
Sn der Poteng a™, weldhe gelefen wirdb: ,a zur mten (Potens erhoben)
ober ,a mit m potenziert’, ober fury ,a hodh) m*, ift a die Bafiz, m
der Grponent. Die pweite Poteny a? nennt man insbefondere aud) das
Quabdrat, die dritte a® den Cubus von a.

Wenn in einem mehrgliedrigen Ausdructe mehrere Potengen derfelben
Bafis vorfommen, jo pilegt man wegen der leichteven Uberficht die eingelnen
Glieder nad) den Potengerponenten zu ordnen, indem man entweder mit
ver hochjten Poteny anfingt und dann immer niedrigere Potenzen folgen
[d}8t, ober indem man von der niedrigiten Poteny der gemeinjamen Bafiz
st tmmer Hiheven Potengen iibergeht. [m erften Falle Beift der Aus-
orud nad) fallembden, im zweiten mnach jteigenden Potemjen bder
gemeinjamen Bafid geordnet. So ift 3. B. der Augbruc

xt — 4x%y 4 6x2y? — 4xy® 4 y*
nach fallenden Potengen von x, und zugleih nach jteigenden Potengen von
¥ georduet.

§ 40. Potenzen derfelben Bafid fann man multi-
plicieven, indem man die gemeinjame Bajid mit der Summe
bDer Grponenten potengiert.

gm gl — gm-n,
m n
Beweis. a™.a" — (a.a.8 .o a). (88 s
m mn

I
.
®
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Bufeh. Da nad) ber Definition ar.a = a*+! {ft, fo muf8, damit
ber vorftehende Lehriat aud) fiir dag Probuct ar.a Giltigleit bebilt,
2. ==-at e

Die erfte Poteng einer Jahl ift diefer Zahlielbijt gleid.

§ 41. 1. Gine Summe fanun mit einer Jahl multi-
pliciert werben, inbem man jeden Summanden mit diefer
3ahl multipliciert und die Theilproducte addiert.

(a 4+ b).m = am - bm.

Wieberholung des §. 36.

2. Gine Differens fann mit einer Bahl multipliciert
erben, tndem man den Minuend und den Subtrahend mit
biefer Bahlmultiplicievtund dbasd zweite Product vom exrften
fubtrabiert.

s (@ —b)m=am — bhm.

Der Beweid wird dhnlich wie zu § 41, 1, gefiihot.

§ 42. 1. Gine Jabhl fann mit einer Summe multi-
pliciert werden, indbem man diefelbe mit jedem Summanden
multiplicert und die Theilproducte addiert.

a.(m 4+ n) = am + an.
Beweis. a.(m +1n) = (m +n).a (§. 37) = ma -+ na (8§41, 1)
; = am -+ an (8§ 37).

2. Gine Fah!l fann mit einer Diffeveny multipliciert
werden, indem man Ddiefelbe mit dDem Minuend und dem
GSubtrahend multipliciert und von dem evjten Producte das
gweite fubtrafhiert.

a.(m — n) = am — an.

Der Beweid ijt dem vovigen analog.

Die in den §§. 4142 angefiihrten Siipe Heifen die Disdtribu-
tiondgejepe ber Multiplication. Diefelben erftvecen fich aud) auf
ben Fall, bafg der eine Factor eine Jahl, der andere ein Polynom ijt.

§. 43. Umkehrungen. 1. Bwei Producte, welde einen ge-
meinjamen Factor Haben, ESnnen abbiert werden, indem
man die Summe der nidt gemeinjamen Factoren mit dem
gemeinjamen Factor multipliciert.

am + bm = (a ++ b).m.

2. Bwei Producte, welde einen gemeinjamen Factor
haben, fonnen fubtrahiert werben, indem man die Differeny
ber nidht gemeinfamen Factoren mit dem gemeinjamen
Factor multipliciert.

am — bm = (a — b).m,
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Diefe Dbeiden DOperationen nemnt man dad8 Hevausdheben Ddes
gemeinfamen Factors.

§. 44. Bwei Polynome werden multipliciert, indem man
jebed Glied de3 einen Polhynomd mit jebem Gliede ded amberen multi-
pliciert und bie eingelnen Producte abdditiv ober fubtvactiv zujammenftellt,
je nachdem die Dbeiiglichen Factoven gleidhe oder veridhiedene Redhnungs-
seichen haben.

@-+Db)(c4d =(@+b e+ (a+bd=ac-4be+ad- bd.
(@ab)(e—d)y=(@+be—(a+t+b)d=ac+bec—(ad +bd)=
ac 4+ be — ad — bd
(@ —b)(e4+d =(@—Db) e+ (@a—hb)d=ac—be-+ad—bd
(a—Db)(e—d)=(—b)e— (a—b)d=ae—be— (ad — bd) =

a¢ — be — ad | bd. i

§. 45. Bei mehrgliedrigen Ausdriiden, welde nad) den
Potengen derfelben Bafis fortjdhreiten, erhdlt man, wenn bdie-
felben gleichartig georduet finbd, dburd) bie Multiplication ded Multiplicands
mit den eingelnen Gliebern desd Multiplicators Theilproducte, weldhe ebenjo
georduet find. Man fchreibt biefe Theilproducte, um fie leichter su vedu-
ciever, o an, bdaig ibre gleichnamigen Glieder unter einanbder ju ftehen
fommen. 3. B.

4a®* — 3a — 4 NMultiplicand
3a? — Ta -+ 5 NMultiplicator
12a* — 9a® — 12a?
— 28a® | 21a®* | 28a
+ 20a? — 15a — 20
12a* — 37a® + 2922 -+ 13a — 20 Producl.

Bufab.  Jusbefondere exhilt man:

lL.a+ b?2=(+Db) (a+ b)=a2-+ 2ab 4 b2 und

2. (a—b2=(a—bhb) (a—Db)=a?— 2ab 4+ b*; b. ).
Dasd Duadrat der Summe oder der Diffeveny yweier Bahlen
ift gleid) ber Summe der Quadrate diefer Jahlen beziiglid
vermehrt oder bevmindert um dad doppelte Product der-
jelben.

3. (a4 b) (a— b) = a® — b%; b. h.

Dad Product ausd der Summe und der Differeni zweiex
Babhlen ift gleich) ber Diffeveng ihrer Quadrate.

4. (@ + b)® = (a® 4 2ab + b?) (a + b) = a® + 3 a*bh }
3ab? 4 b2

5 (a— b)® = (a® — 2ab + b)) (8 — b) = ad— 3a'h +
3ah® — bt

Moénit-RNenmann, Lehrb. d, Avithmeti? u. Algedra . 0. oberen €L, b, Mitteljd. 26, Aufl, 2
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Perbindung von Gleidungen und YUngleidyungen durd) die Multiplication.
§. 46. 1, Gleiched mit Gleidjem multipliciert gibt
Gleidyes.
Jjt a = Db und ¢ = d, jo ift ac = bd. Bewei3 wie in §. 14, 1.
2 Gleidhes mit Grofevem multipliciert gibtGroferes.

Bor.a=Db Beweis, a=~>»
G>d Av— d+W
Beh. ac = bd. ac =bd + bw

folgl. ae > bd.
3. ®rofiered mitGroferem multipliciert gibtGroferes.
St a > b und ¢ > d, jo ift ac > bd.

Der Beweid ift dem vorigen analog.

4 Grofered mit Rleinerem multipliciert gibt ein unbe-
ftimmtes Rejultat. .

Sitfai>biundie <7 d, foitjt ae— bd.
<<
Aultiplication mit algebraifdhen gangen Ballen.

§. 47. Jjt der Multiplicator eine pojitive Bahl 4+ n, alfjo gleid)
per abjoluten Babhl n, jo erqibt fich jhon ausd ber allgemeinen Crildring
ber Multiplication in §. 35:

4 a) . (+ 1) = + an :
(—a). )=+ —)+....+(2)

= — a4+ a4+ ....... +a) = — an

Dagegen Hat die Multiplication mit einem negativen Multiplicator
— n nad) ber obigen Grflirung feinen Sinn. Wenn nun eine Recen=
operation evweitert werden joll fiiv Safhlen, auf welde die urfpriingliche
Definition fich nicht erftrecdt, gewinnt man bdie neuwe Definition durd) dad
allgemeine Princip der Fortdauer der Vpervationdgefepe. Da
bie negative Bahl eine Differeny ift, fo Hat man ben Lehriab §. 42, 2
anjwwenden.  Man exhdlt dann:

(+a).(—n)= (4 a).(0 — n) = 8.0 — an = 0 — an-= — an,
ub (— a).(— n) = (— a).(0o — n) = — a.0 — (— a.n) = 0 —
(—an) = o + an = -+ an.

Erklivung. Mit einer mnegativen Bahl multiplicieven
heift Demnad) dad Entgegengefeste Ded Multiplicands mit
bem abjolnten Werte Ded Multiplicatord multiplicieven,

Die voranitehenden Crgebuifie

(+ 8).(4+ n) = -+ an, (— a) (L m)= ~ an
(—a).(—1n) =+ an,  (+a).(—n=—an

fann man in den folgenden Sap ujammenfafjen:
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Bwei gleid) bezeidhnete Factoven geben ein pojitives,
zwei ungleich bezeichnete Factoren geben ein mnegatives
Broduct. :

Solgefige. 1. Dasd Product zweier algebraifdher Jahlen
Dleibt ungedndert, wenn man Ddiejelben unter einanbder
pevtaujdt.

2. Gine gerade Anzahl negativer Factoren g¢ibt ein
pofitived Product; eine ungerade Anzahl negativer Fac-
toren giost ein negatived Product.

3. Cine gervadbe Potens mit negativer Bajisd ift pofitiv.
Cine ungerabde Potenz mit negativer Bajig ift negativ.

Ii. Divifion mit ganjen Sahlen.

§. 48. Die dburd) die Multiplication gewonnene Gleihung b.c = a
fiihrt au den betben newen Aufgaben, 1. aud a und b die unbefannte
Bapl ¢, 2. aud a und c die unbefannte Jahl b zu judjen. Diefe Auj-
gaben werden durc) die vierte Rechnungdart, die Divijoun, geldst, welde
infolge deflen die Umfehrung oder inverfe Operation der Multiplication Beifst.

Erklirung. Cine Jahladurdeine Jahlbdividieren heift,
aug a af3 dbem Producte zweier Sahlen und b ald dem einen
Factor den andeven Factor juden. Man nennt da3 gegebene
Product a den Dividend, den gegebenen Factor b den Divijor, den
geintﬁtut Factor den Quotienten, und beeichuet den (epteven mit a: b
uber - gelefenn: a (bivbidiert) durd) b.

‘DerD.uotientg,meierga[)[euifta[io bicjenigedritte3afl,
welde mit bem Divijor multipliciert den Dividend gibt.

Bu jeber Multiplication laffen fich wei Umfehrungen bilden. Bei
per erften Umfehrung, dem Mefjen, ift dag Product und der Multiplicand
gegeben, wihrend der Multiplicator gefucht wird. Der Quotient gibt dem-
nach an, wie oft der Divifor in dem Dividend enthalten ift. Dividend
und Divijor find unbenannte oder gleichbenannte Jahlen; der Quotient
ift unbenannt. 3. B. 15 K : 3 K = 5,

Bet der zweiten Wmtehrung, dem Theilen, ift dad Product und
oer Multiplicator gegeben, wihrend der Multiplicand gefucht wird. Der
Quotient it jener Theil, weldjer jo vielmal genommen, wie der Divifor
angeigt, den Dividend Hervorbringt; der Divijor ift in diefem Falle eine
unbenannte Jahl, der Dividend fann auch eine %cuenunq haben, welde
dann auc) der Quotient erhilt. J. B. 15 fl. : 3 = 5 L.

Ansfilhrung. Dem entfprechend (djst fich die Divifion in doppelter
Weife ausfithren.

k
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1. Man jubtrahiert ben Divijor guerft vom Dividend, dbann von dem
jebesmal erhaltenen Nejte jo oft ald moglich; bie Jahl, welde anzeigt, wie
vielmal die Subtraction vervidhtet werden fanm, ift der Quotient.

2. Man fudht in der Bahlenveihe diejenige Sahl auf, weldhe jo viel-
mal gefest, wie der Divifor angeigt, den Dividend gibt. :

Wegen ded Commutationdgefetes der Multiplication erhilt man bei
unbentannten Bahlen in beiden Fallen bdenfelben Quotienten. Die Multi-
plication Hat aljo nur eine inverfe Rechnungdart, die Divifion.

Bufa. Die Divifion ift nur dann ausfithrbar, wenn der Dividend
gemif der Definition ein Vielfadjed ded Divijors ift. Dicd wird bei den
folgenden Sdpen vorlinfig voraudgefest.

§. 49. Folgefake. 1. (Definitionsformel.) Multipliciert man den
Quotienten zweier SJahlen mit dbem Divijor, jo erhdalt man
den Dividend.

{2 7:b)ib = a; bE@s ) =t

2. Dividiert man den Dividend durd den Quotienten,

foerhialt man den Divifor.

a
Q.ng

3. Dividievt man dad Product gweier Jahlen durd) den

cinen Factor, jo erhdalt man den andern Factor.
abia =0 abesab — i

Bufo. Aus 1. und 3. folgt:

Cine Baphl a bleibt unverdndert, wenn man bdiefelbe in beliebiger
Reihenfolge mit einer Sahl b multipliciert und dag Rejultat durch bdiefelbe
Bahl dividiert.

8 —t(a:b)': b; aa=—=t{a" b b

Die Multiplication und bdie Divifion find demnach einander ent-
gegengefeft.

Auz a. 1 = a folgt:

oo cai=—"1 2k T ie—="g

4, Jede Bahl dburd) jid) jelbijt dividiert gibt 1 3um Quo-
tienten.

b, Jebe Zahl dbuvch 1 dividiert qibt jich Jelbft um Duo-
tienten.

Aug 2.0 = O folgt:

14058 =0 2.0:0 = a, wo a eine beliebige Sahl bedeutet.

6. Gin Quotient, befjen Dividend Rull, nnd dejjen Di-
pifor von RNull verfdieden ift, ift gleich Null

7. €in Quotient, deffen Dividend und Divijor ANull
find, ift unbeftimmt.

Der Ausdruc % ift daber ein Symbol der Unbeftimmtfheit
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8. Gin Quotient, beffen Divibend vonNull verfdieden,
und deffen Divijor Null ift, ift unmdglid.

a: 0 ober 4 ift, wenn a nicht Joull ift, unmbglich; demn s gibt
teine Babhl, weldhe mit O multipliciert dad Product a gibt.

§. 50. Formberdnderung eined Duotienten, Der Wert einesd
Quotienten bleibt unbvervdndert, wenn man den Dividend
und ben Divijor mit derjelben Fahl multipliciert ober
beide Durc) diefelbe Bahl dividiert.

a a.m d d:m
e e e
Deweid. 1. % = ¢, folgli) a'= be,
und am = (bm).c (§. 38, 1); .
¢ a am
jomit ¢ = S
2. Der pweite Theil folgt ald8 Umfehrung ausd dem erften
Redyengefese.

§ 51. Gin Product fann durd) eine Jahl dividiert
werden, indem man einen Factor dburd) die Jahl divibiert
und den erhaltenen Quotienten mit dem andern Factor
multipliciert. Ab i e T

(4] (¢} c

Boweis. ) Sit =.b der ridjtige Duotient der Bahlen ab und ¢,
jo mujs er, mit dem Divijor ¢ multipliciert, den Dividend a b geben
(§ 48). un ift wirtlich

2 {2, '}e*{ie}h(§.98,1)=ab(§ 49, 1),

b){a.—}c——a }(§ 88 1) ——a.hi(8 49 1).

§. b2, Cin D.nottent fann mit einer Jahl multipliciert
werden, indem man ben Dividend mitder Jahl multipliciert
und ben Divijor beibehalt, oder indem man den Dividend
beibehalt und den Divifor durd) die FJahl dividiert.

a ac a

R R

Beweis. a) ift die Umfehrung ded Sabesd §. 51, a. b) folgt aus
a) inbem man Dividend und Divijor durd) e dividiert.

§ 53. Gin RQuotient fann durd) eine Jahl bdividiert
werden, indbem man den Dividend durd) die Bahl dividiert
und den Divijor beibehdalt, ober indem man den Dividend
beibehalt und den Divifor mit der Jahl multipliciert.

L T T L

bl b be’
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Beweis, ) ate, _ 0100 g 5y — 2 (549, 1),

b) folgt aud a nad) §. 50.

§ 54. 1. Cine Bahl fann durd ein Product dividiert
werden, indem man diefelbe durd) den einen Factor und den
erhaltenen Quotienten dburd) den andern Factor dividiert.

a a a
. . b

Dol b < ool
Grgibt fich durd) Umfehrung der im §. 53 bewiefenen Gleichungen.
2. Gine 8ahl fann mit einem Quotienten multipliciert
werden, indemman diefelbeinbeliebiger Reihenfolgemitdem
Dividend multipliciert und dad Rejultat durd) den Divijor
bividiert. gk dabe sa R
C [ (4]
Folgt durd) Umfehrung der Gleichungen in §. 5l
3. Cine Bahl fann durd) einem Quotienten divibiert
werden, indem man diefelbe inbeliebiger Neihenfolge burd
Den Dividend dividbiert und dad Refultat mit dbem Divijor

multipliciert. gk ac

T

a
e A

Grgibt fid) durch) Wmbehrung aus §. 5H2.

Solgefah. Wenn mehrere Opervationen der weiten Stufe auf ein-
ander folgen, fo ift deven Rethenfolge gleidhgiltig.

Die voraujlehenden Siite iiber die Divifion §§. H0—54 find gang analog den Siifren
iiber die Subtraction §. 17—21.

§. 55. Potenzen derjelben Bajid fann man dividieven,
tndem man die gemeinjfame Bajisd mit der Differenz derx
Crponenten dDed Dividend3d und Divijors potengiert.

G Y s

Beweis. Damit hier die Divifion nad) § 47 ausfihrbar fei, mujs
poraudgefest werden, daj8 m grifer ald n jei. Man jepe m = n 4 w,
pdet m — n = w, Dann ift -

am s oaf — gilw . gn — gn gw . gn (& 40)
— gW (§ 49, 3) = gh—n

§ 56. 1. Gine Summe fann durd) eine Jahl dividiert
werben, indem man jedben Summanden durd) die Jahl divi-
Dievt und die Theilquotienten adbiert.

a-b a b
= nhg

Srwtis. [ 2+ 2l m=2m + D m§. 41, D—a+b(§49,1),
2. Mmgefehrt: Bwei Quotienten mit gleidem Divijor
fonnen addiert werden, indem man die Summe ihrer Divi-

Denden durd) ben gemeinjamen Divifor dividiert.
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8.57. 1 GineDifferens fann duvd eine Jah{ dividiert
werden, indem man ben Minuwend unbd bden Subtrabhend
buvc) diefelbe Dividiert und von dem evjten Quotienten den
siweiten jubtrabhiert.

a—b

)
m m

Brweis. {> — Eb}m =2 m— 2 m(§g41,2)=a—1(§49,1).

2. Wmgefehrt: Bwei Quotienten mit gleichem Divijor
fonnen jubtrahiert werden, indem man die Diffevens ihrer
Dividenben dburd) den gemeinjamen Divijor dividiert.

Bufak. Bei der Divifion eined Polynomsd durd) eine Jahl
fommen biefe Lehriage wiederholt zur Wmwendung.

§. b8. Divijion zweier Polynome. €3 jei Dder Quotient
5+ o A und“B melrglicdrige, und zwar gleichartig georbnete nsddriicke
bebeuten, zu entwideln. Da der Dividend A die Summe der Probucte it,
welde duve) Multiplication ded gangen Divijors B mit den eimzelnen
Giliedern des Quotienten entjtehen, jo ift dad erfte Glied in A dag Pro-
puct aud dem erften Gliede in B und dem erften Gliede im Quotienten.
Man findet dabher bad erfte Glied q ded Quotienten, indem man dag erfte
Glied De3 Dividends durd) dad erfte Glied ded Divijord dividiert. Nady-
bem man dad Product aud bem gangen Divijor und dem eriten Glicbe
beg Quotienten von dem Dividend fubtrabhiert Hat, ift dasd erjte Glied bdes
Nejtes entjprechend ber Entjtehungsweife von A das Product augd bdem
erften Glicde Ded Divijord und dem weiten Gliede bed Quotienten. Nian
findet Daher Dicjes pweite Glied, indem man dad erjte Glied des Hejtes
burc) dag erfte Glied de3 Divijord bdividiert, u. | f.

3. B.: (Ba? — 4ab — 4b% : Ba 4 2b) = a — 2b

JAkLh
-

3a? - 2ab
tiGah —lhe
== hahi— 4 h?
+ 4
0

Bufak.  Snsbejondeve erhilt man:
(a® — b?) : (a -+ b) =4a — b, und
(@ — b?) : (@ —b) =a 4 b; b. h.
Die Differenz der Quadrate jweier Jahlen dividiert
durcd) bie Summe ober dDie Diffevens diefer Jahlen gibt be-
jitglid) die Differenz ober dDie Summe derjelben Jahlen.
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8. 59. Erhlirung, Wenn der Dividend a fein Bielfached bed Divi-
ford b ijt, jomit wijchen zwei auf einanber folgenden Bielfachen von b liegt,
b.g<<a<<b(qg+4+1)

bann ift a = bq 4 r, wo r < b ift.

Su dicjem Falle nennt man die Sahl q, weldje angibt, wie oft man
b von a jubtrahieren fann, den unvollftanbdigen Quotienten und
die Bahl r ben Divijiongreft.

l. r=a— bg; 2 a——Fhqi-rir

1. Der Divifiondreft wird erhalten, wenn man von dem
Dipidend dasd Product ausd demunvolljtdndigen Quotienten
und dem Divifor jubtrahiert.

2. Der Dividend wird erhalten, wenn man 3u dem Pro-
Ducte aud dem unvollftindigen Quotienten und dbem Sbmnnr
pen Divifiondreft adbdiert.

Derbindung von (ﬁlsidynngen und Ungleidyungen durd) die Divifion.
§. 60. 1. Gleidyed durch) Gleiched dividiert gibt Gleiches.
Jfta =D umd e =d, foift ==L Beweis wie §. 14, 1.
2. @rofered durd) Gleidhed dividiert qibt Griferes.

Bor. a>Db Beweis. a=Db+4+ w
ci—d 6 — d

a b a b W

SRy S d
b

folglicy = > —
3. Oleiches burd) Grifered Dividiert gibt Rleineres.
St a=Dbud e > d, ioift%<%_

Beweis. Wive = = 2 fo mifste in beiden Fllen 2.0 > 2.4
(§. 46, 2 und 3), dbaher a > b (§. 49, 1) fein, was gegen die BVoraus-
fepung ift.

4 Grifered dburd) Kleinered dividiert gibt Grifered.

ft a>b wnd ¢ < d, fo ift = > 1.

Boweis, Wire = S 3, o miijgte in Deiden Fillen %.c == %.d
(§. 46, 2 und 4), daher a << b s. 49, 1) fein, wad gegen die Voraus-
feung ijt.

O. GroBered burd) Groferes Dividiert gibt ein unbe-
ftimmte3d Rejultat.

Sfta>Db und ¢ >d, foift - b

E.

NIV



25

Divifion mit algebraifden gangen Sahlen.

§. 61. Bwei gleid) beseidynete Bahlen geben einen
pojitiven, gwei ungleich bezeidynete Sahlen einen negativen
Quotienten.

+a):dhD=44qg (—a:HbH=—qg
(4 a) : =D= =4 (*"a'):(“"b)=+qr
wo q den abjoluten YWert bed Quotienten barftellt.

Beweis. It der Dividend (dad Product) pofitiv, fo mitffen der
Divifor und der Quotient (die beidben Factoven) gleich begeichnet fein; alfo
it (+a): (b =+ qumdb(+a):(—h=—p

St ber Dividend negativ, o miiffen Divifjor und Duotient ver-
ichiebene Borzeichen Haben; alfo ift (— a) : (- b) = — q und (— a)
: (— b)) = 4 «q.

§. 62. Die Sipe iiber die Multiplication und Divifion mehr-
glicbriger Yusbriice gelten auch fiir algebraijche Summen; nur mifjen die
additiven und fubtractiven Glieder hier al8 pofitive und negative Summan-
Den Dbetrachtet ywerden.

III. 3Baflenfyfteme.

Bahlenfyfteme iiberhaupt.

§. 63. lnter einem Sahleniyftem verfteht man eine jolche Dar=
ftellung bder befonberen Jahlen, mittelit weldjer nad) einem beftimmten
Gefepe durc) verhiltnidmifig wenig Jahhwdrter und Sabhlzeichen jede
beliebig grofe Sahl audgedriicft werden fann.

S dbem Babhlenfyfteme mit der Bafid b ift jede Jahl bdargeftellt
alg eine Summe von Gliedbern, welde nach fallenden Potenzen bder Bafid
b geordbnet find, und bdeven Coefficienten fleiner al8 die Bafis find.
Gomit ift die allgemeine Form fiir ivgend eine ganze Bahl in dem
Baplenfyfteme mit der Bafid b:

N =g bty b Lo b0 b Lab e,

Darin onnen die Coefficienten a,, a,, . . . bid an—, Dbdie Werte
0,1, 2...0bi8 b—1, a, bie Werte von 1 big b—1 Haben.

Die aufeinanbder folgenden Potengen von b heifen entfpredyend bdem
Gyponenten Einheiten der evjten, zweiten, drittem, . ... Drb-
nung oder auch ded erften zweiten, dritten, . . . . Ranges, wibhrend
pie natiivfiche Cinbeit aud) Cinheit der nullten Drdnung (des
nullten Ranged) genannt wird.

Um nun in biejem Syfteme alle beliebigen gamgzen Sabhlen zu be-
nennen, miffen einerfeitd die Bahlen von O bi3 b—1, anberfeitd die
Einheiten der veridjiedenen Orbnungen bejondere Namen erhalten.



26

Um biefe Bahlen hriftlid) barguftellen, wird nadh bem indi-
fdhen Pofitiond-Syfteme folgender Grundjab befolgt. €3 werben
nur die Coefficienten der eingelnen Glieber inclufive O gejchrieben, wahrend
pag Beidhen - fowie die Potengen der BVafis nidht gejdricben werbden.
Gomit bedarf ed nur bejonderer Beidhen (Jiffern) fiiv die Jahlen, welde
fleiner al8 b find, und bes Beichens 0.

Sufolge diefer BVereinbarung fommt jeder Jiffer aufer threm Jiffer-
werte nod) ein bejonderer Stellenwert zu; und zwar hat die Cinbeit,
wenn {ie an der nten Stelle von red)td angefangen fteht, den Stellenmwert
b=t ober fie ift eine Cinheit der (n — 1)ten Ordnung.

©o bebeutet 5342, im Syfteme der Grundzahl 6 gejchricben, wad
wir durd) H342 [6] ausdriicten wollen,

5.6% 4+ 3.6* 4 4.6 + 2.

Jebe gange Babhl, die grifer ald 1 ift, fann als Bafis eines Jahlen-

pftems gewdfh(t werden. 3

Dekadifdyes Bahlenfyftom.

§. 64. Dasg gegemwirtiq allgentein gebraudyliche Sahlenjyitem ift bad
befabifdye, dejflen Bafis zehn (defa) ift.

I diejem driikt man die erften neun Jahlen, Einer, mit den be-
fonnten Jahhodvtern eing, pwei, drei, vier, fiinf, jed)s, fieben, adyt, neun
aud und nennt die Cinbeit ded erften, jweiten, dritten, vievten, . . Nanges
Deziiglich einen Jebhner, einen Huuderter, einen Taujender, einen
Behntaujender. . . . Verbindet man mit jenen Fahhvdrtern die Be-
nennungen der auf einander folgenden defadijdjen Einfeiten, jo fann dadurd
jebe Deliebig grofie Sahl benannt werden.

Bon diefer jhwerfalligen indijchen Methode weicht die gebriaudyliche
darin ab, Ddajd jedbe Bahl in Clafjen zu je 6 und Ordunungen zu je 3
Stellen eingetheilt wird. Jn jeder Claffe fpricht man die hihere Ordnung
mit ihrem RNomen Taujend, Ddann bdie niedrvigere ohue Namen und zulept
Dent Namen der Claffe aus.

W bie defadijchen Sabhlen jdyriftlich davzuftellen, geniigen die indijth-
avabifden Ziffern fiiv die erften neun Bahlen: 1, 2, 3, 4, 5, 6, T,
8, 9, su denen nod) die O fommt.

Begeidnet man mit a, b, e, . . . p, g, r ivgend eine der Sahlen
0,1,2 ...8 9, jo ift bex Yusbruc

r.10° 4 q.10=! + p. 202 4 . . . 4 ¢.10? + b.10 4 a
bie allgemeine Form einer defabdijhen gangen Jahl. Diefelbe wird ent-
fprecdjend den Vorjdhriften ded §. 63 abgefiivyt gejdhricben. 3. B.

35684 = 3.10* + 5.10% 4 6.10* 4+ 8.10 -+ 4, ober
= 30000 + 5000 + 600 + 80 - 4.
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Folgefahe. 1. Der Rangerponent der hichiten Jiffer ift um 1 fleiner
al3 bie Angahl der Jiffern.

2. Bebentet N eine defadifhe ganze Bahl, deren Hichfte Biffer den
Jlangerponenten n Hat, alfo eine (n 4 1) ziffrige gange Sabhl, fo ift

N =100 unb N < 104+,

§. 65. Die befannten BVorjdriften fiir das Nechnen mit defadijdhen
gangen Sahlen beruhen auf den Sipen, welde fiir dad Recdhnen mit melr-
qliedrigen Uuddriiden, die nad) den Potenjen Dderfelben Bafid geordnet
find, gelten, wobei jedoc) wegen ber einfacheren Davftellung der defadijchen
Sablen durch nebeneinander gejdhricbene Jiffern auf den Stellenwert
iefer Biffern ftetd Miickficht genommen werden mujs.

Auch die Nedhnungdoperationen mit nicdhtdefadijchen Sahlen werden
nad) den gleichen Gefepen, wie die mit defadijchen Bahlen audgefithrt.

@ransformation der Bahlen aus cinem Sabhlenfyfteme in cin auderes.

§. 66. Anfaaben. 1. Gine in einem nichtdefadijdhen Jahlen-
infteme gejdhriebene Bahl in bas defadifdhe Jahlenjyjtem zu
fibertragen.

Man bilde die auf cinanbder folgenden Einheiten ded gegebenen
Syjtems, multipliciere jede derfelben mit der Jiffer des betveffenden Ranges
und abddiere die Producte.

St 3. 9. 32013 [4] in da3 defadijhe Jahlenfyftem zu iibertvagen,
fo hat man

32013 [4] — 3.4+ + 2.4® + 0.4* + 14+ 3

— 3.256 - 2.64 4 1.4 + 3 = 903 (10).

2 Gine 3ahl bed defabifden Jahlenjyjtems in einnidt-
befadijhed Bahlenfyftem, defjen Bafis gegeben ift, 3u iiber-
fragei.

Nan bilbe die auf einander folgenden Einheiten ded neuen Syjtems.
Dann dividiere man die gegebene Jahl durd) die hidchite diejer Cinheiten,
weldje in ihr enthalten ift, den Mejt durdh die nicfttleinere Einleit, bden
neen Reft durd) die weiter folgende Einbeit, uw. §. f. Die gefundenen
Quotienten find die Biffern der gegebenen Bahl in dem neuen Syjteme.

St 3. B. die defabijche Sapl 487 in das Syjtem der Grunbdzahl 6

au dibertragen, jo hat man,

GOt 487 ; 216 = 2
Gl =g By e 36=1
62 = 36 O R
6% = 216 e =L

affo 487 [10] = 2131 [6].
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IV. Bheilbarheif dexr Bahlen,

§. 67. Gine Babl a Heifst durch eine andere Zafhl b theilbar,
wenn {ie durc) Ddiejelbe Ddividiert eine gange Sahl zum Quotienten gibt.
Der Dividend a Heifst in biejem Falle ein Vielfached (§. 35, 1) von b,
und b ein Vaf von a.

Cine Jabl, weldhe nur durd) die Cinbeit und durch fich jelbit theil-
bar ift, wird eine abjolute Primzahl, aud) blof Primzahl genannt;
jede anbere Bahl heifpt eine zujammengejepte Sahl.

Eine Babhl, durc) weldje swei oder mehrere andere Jafhlen theilbar
find, wird ein gemeinfames Map diefer Jahlen genannt. Unter dem
groften gemeinjamen MaBe mehrever Jahlen verfteht man Ddie
grofte Bahl, durd) welde bdieje Sabhlen thetlbar find. Sabhlen, iwelche
aufier der Ginbeit fein gemeinjamed Neaf Haben, feifen velative Prim-
sahlen ober theilevfrembde Bahlen.

Cine Jahl, weldhe durch zwei oder mehrere anbdere Jahlen theilbar
ift, beit ein gemeinjamed BVielfadjed Dbiefer Jahlen. Unter dem
fleinjten gemeinfamen Bielfaden mehrerer Jahlen verfteht man die
fleinfte Babhl, weldje durch alle jene Bahlen theilbar ift.

Gemeinfames Maf der Bahlen.

§. 68. 1. Jebed gemeinfame Maf 3weier oder mehrever
Bahlen ift aud) ein Maf ihrer Summe.

Beweis. €3 fei m ein Maf der Jahlen a, b. So ijt

a=—ma
b = m§B, wo ¢, B ganze Bafhlen bedeuten; folglid)
a4+ b=me+mp=nm @+ p,

fomit ift m, ba @ 4 8 aud) eine gange Bafhl ift, ein Maff von a 4 b,

2. Jebed gemeinfame Map zweier Bahlen ift aud) ein
Map threr Diffevens.

Der Beweid ift dem vorigen analog.

3. Jebesd Maf einer Bah! ift aud) ein Mafp jedbed Biel-
fadhen der Sahl.

Folgt unmittelbar aug Sap 1.

4. Jit eine Zahl durch eine zufammengefepte Sahl theil-
bar, fo tft fie aud) Duvrd) beven Mafe theilbar.

Beweis. €3 fei m ein Maff von a und m = p.q. Damn ijt a =
me = p.(q.a¢) = q (p.«); jomit hat a die Mafe p und q.

Folgefahe. 1. Jedes gemeinfame Nap Ded Dividends a und bes
Divijord b ift auc) ein Maf des Divifionsdrefted r = a — bp.

2. Jebes gemeinjame Mafy de3 Divifors b und besd Divifionsreftes
v ift aud) ein Maf De3 Dividends a = b.q 4 1.



29

§. 69. QAnfgabe. Das grifite gemeinfame Maf zweier
Sahlen gu finden.

Nian bdividieve die grifeve der beiden Sahlen duvch) die fleinere, fo-
pann den Divijor durch den Divifiondreft, den neuen Divijor durd) den
neuen Rejt, u. . f., bid endlich eine Divifion ohne Reft aufgeht; der
lepte Divifor ift bad grofte gemeinfame Maf der swei gegebenen
Sabhlen.

Beweis, Sind a und b, wo a> b, die jwei gegebenen Jahlen und gibt

a:b den Quotienten q, mit dem Refte r,,

b . 1.1 " " qﬂ. 17 r " rsay
1'1 : 1‘2 rn I qa " " rrn rsf
1'2 : 1.3 " " (14 " 1t r Of

fo ift r, ein Mak von r, und r;, jomit (nach §. 68, 2. Folgef.) aud) ein
Maf von 1, und ry, daber aud) vou b und r, und jdlieflich- aud) von
a unb b.

@3 fei anberfeitd m irgend ein gemeinjaumed Maf von a und b, dann
ift (mach § 68, 1. Folge].) m auch rein MaB von b und r,, jomit aud
pon 1, und r, und iweiter von r, und r,. Hierausd folgt, dajds m nicdht
gréfier al@ ry fein fanm, Dajd mithin r3 D03 guifte gemeinjame Mah von
a und b ijt.

Dad hier angegebene BVerfahren, zu a und b dad grifte gemeinfame
Maf zu finden, pflegt man die Kettendivijion fiiv a und b zu nennen.

Beifpicl,
Mm a3 gr. g. Maf von 1134 und 3654 ju finden, hat man

3654 :1134 = 3 mit bem Rejte 202  obder 1134/5654/3
1134 5152 = diais o dee = Bl " 126 2524
252 s 106 =5 an S Sl ~ 02

gr. g. Map = 126.

§ 70. 1. it bei der Rettendivifion fiir a und b der lepte Divijor
gleich 1, fo find a und b velative Primzahlen; und wmgetehrt.

2 Wenn ein Product ac bnrcl.j eine Jah! b theilbar ift,
welde 31 dem einen Factor a eine velative Primzahl ijt, jo
ift ber andere Factor ¢ durd diefelbe theilbar.

Beweis. ©3 fei gemiff der Voraudjebung in der Kettendivifion fiir
aund b in § 69 r, = 1. Multipliciert man in jeder Divifion den
Dividend und Divifor mit ¢, fo wird aud) bei ungedndertem Luotienten
ber Divifionsreft mit ¢ multipliciert. €3 gibt alfo

ac:be den Quotienten g, mit dem NRefte r e
bG:T10 " " q2 " n 1 Iy€
1'1(3:1'20 " " q.‘l " " e Y
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Weil nun gemif dem gweiten Theile der BVorausiepung ae durch b
theilbar ift, fo ift nath §. 68, 1. Folgef. aucd) rje danun rye und dlieflid
¢ durdh b theilbar.

Solgefap. Sind a und b relative Primgahlen, jo ift dag grifite ge-
meinjame Naf von ae und b aud) dad grifte gemeinfame Neaf von ¢ und b,

LBon diejem Sabe madyt man Haufig bei der Aufjudhung ded griften
gemeinfamen Mafes gweier allgemeiner Ausdriicte Amwendung, indem man,
unt die RKeftendivifion ausfiihren u fonnen, eimen bder Deiden Wusdriice
mit einer Sahl multipliciert oder durd) eine Jahl dividiert, welche u dem
anbern Ausdbrude velativ prim ift.

Beifpiel: Man jude dasd gr. g. Maf von

' 10x* 4+ 14x —12 und 7x+ 22x 4 16.

Damit die Divifion der beiden Ausbdriicte in gangen Jahlen audgefiihrt
werden finne, multipliciere man den erften mit 7, welde Bahl fein Maf
Ded gweiten Ausdructes ift; man Hat dann

(10x24 98x—84): (Tx2+22x -} 16) = 10
T0x2 4 220x -+ 160

—122x — 244,

Wird der Reft —122x —244 durd) bdie Bahl — 122, welde fein
Maf des fritheven Divijors ift, dividiert, woburd) man x - 2 erhilt, fo
ergibt fid) al8 weiteve Redhnung:

(x242x416): (x+2) = Tx+8

Tx?-+14x '

+8x 416 Dag gr. ¢. Maf ift alfo x4 2.
+8x 416

0
@heilbarkeit dekadifdyer Bahlen.
§. 71. Die allgemeine Form einer defadijchen Jahl N ijt:
N = a—+b.10 + ¢.100 + d.1000 4 €.10000 4 . ...

Darin find a, b, ¢, ... die aufeinander folgenden Biffern von redhts

angefangerr. Durc) Herausheben gemeinjamer Factoren erhilt diefelbe aud)
folgende Fovm:
N=a-+ 10.n,= (a4 b.10) 4 1000, = (a4 b.10 + ¢.100) +-1000n,,
wo n,, N, ng gange Sahlen find. Da mun 10n, durdh 2 und 5, 100n,
durd) 4 und 25, 1000n, durc) 8 und 125 theilbar find, jo ergeben fich
nad) §. 68, 1 folgende Regeln:
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1. Gine defadijde Zahl ift durd 2 oder durvd) b theil-
bar, wenn thre niedrigite Biffer beziiglich durd) 2 oder 5
theilbar ift.

Bufab.  Bablen, weldhe durd) 2 theilbar find, Deifen gerade, alle
iibrigen ungevade Bahlen. Die allgemeine Form filr die gevaden Sahlen
it 2m, fiiv bie ungeraben 2m 41 ober 2m — 1, wo m irgend eine gange
Sabl fein fann.

2, Gine defabifde ahl ift dDurch 4 oder durd 25 theil-
bar, wenn ihr gweiftelliges Cnde bezitglid) durd) 4 ober 25
theilbar ift.

3. Cine defadifche Bahl ift buvrch) 8 oder durdy 125 theil
Dar, wenn ihr dreiftelliged CGnubde begiiglich dburch 8 nder 125
theilbar ift.

Ferner: N =a+b.94+b+¢.94c+d.9994d4 ...

= (a+b+ec+d4...)+9n, wo neine gange Jahl
ift. Da nun 9n durd) 3 und 9 theilbav ift, jo ergibt fidh

4 Gine defadijdhe Bahl ift duvch) 3 ober durch I theilbar,
wenn ihre Jiffernjumme begiiglich durd) 3 odevdurd) I theil:
bar it

N=a-+}+bll —b4+e¢.994c+d. 1001 —d -+ ¢.9999 4 e

~+£.10001 —f 4 ...
= 1ln+[atc+e....)0—Ob+d+f...)]

Da 11n dureh) 11 theilbar ift, jo folgt:

Hh. Gine defabdbijdhe Zahl ift durd) 11 theilbar, wenn Ddie
Differens zwijden den Jiffernjummen der ungevaden und
gevadben Stellen burd) 11 theilbar ijt.

Primsahlen und sufammengefeste Sahlen.

§ 72 it eine Bafhl n fleiner al8 dad Duabdrat einer
andern Bahl a und ift n mit Audjhlufs der Cinheit durd
feine 3afhl unter a theilbar, fo ijt n eine Primzahl.

Beweis. Gefest, n jei durd) ivgend eine Jafhl p = a theilbar, alfo
n = px, wo x eine ganze Safl begeichnet; dann wire n aud) durd) x
theifbar. Yud n<<a? und p=a folgt aber n:p<Ta, ober x<Ta. €3
mitjste daher unter der obigen Annahme n durc) eine Jahl x <Ta theilbar
fein, wag gegen die Vorausfepung ift. n mujs aljo eine Primzahl fein.

§ 73. Unterfudyung, ob eine Jahl cine Primzahl ift.

Man bividiere die gegebene Jahl durd) die aufeinanderfolgenden Prim-
jablen eventuell fo fang, bis Dev evhaltene Dauotient fleiner ift al3 Der
Divijor. Wenn feine diefer Divifionen aufgedht, fo ift die Zahl eine PrimzahL.

Die Rictigeit folgt aus §. 72.
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B8.98. 181 ift nidht theilbar durc) 2, 3, 5, 7, 11, 13, jomit eine Prim-
zahl. Qegte Divifion 131, : 13 =10; 131 =13.104-1, folglic) 131 << 132,

§ 74 1 Wenn ein Product ab durd) eine Primzahl p
theilbar ift, jo muis (minbeftens) ein Factor durd) diefelbe
theilbar fein.

Brweis. Cine Primzahl ift entweder in einer andeven Jafhl enthalten
oder zu ihr velativ prim. Wenn daher p in a nidht enthalten ift, jo mui3
p nadh § 7O, 2 in b enthalten jein ober umgefefhrt.

2. DiePotengen jweier velativer Primzahlen jind felbit
velative Primzahlen.

Beweis, Ungenommen die Potengen a* und b, deven Bajen relative
Primgahlen {ind, Hatten ein Maf m, jo miijte jeder Primfactor von m
nad) Sap 1) jowohl in a ald auch in b enthalten jein, wad gegen Ddie
Borausdjepung ift.

§. 5. Jede gufammengefepte Sahl (a5t fid), und zwar
nur auf eine Art, in lauter Primfactoren zerlegen.

Beweis, Jede zujammengefepte Bahl a mujs wenigftend in gwei
Factoven gerlegt werben fonuen, wobei der Factor 1 audgejdylojjen bleibt;
diefe laffen fich, wenn fie sujammengefeste Sahlen find, wicder in Factoven
serlegen, bie entweber jdhon Primzahlen oder jelbjt wieder ujammengefeste
Bablen find; wird im lepteven Falle dad Jerlegen fortgefest, fo mujs man,
ba Die Factoren immer Eleiner werben, endlich) lauter Primzahlen als
Gactoren erhalten. Sind mun m, n, p, q, r die gefunbdenen Primfactoren,
vont denten einige auch gleich fein fonnen, jo find diefelben aud) die eingigen
abjoluten Primgahlen, deven Probuct bie Jahl a ift. Denn liefe ficdh a
auch in die Primfactoren s, t, u, v, die von m, n, p, q, r verjhieden
find, gerlegen, jo miijste mnpqr = stuv, und daher mnpqr durd) s
theilbar fein, wad jedoch) nach §. T4, 1 nicht miglich ijt.

Nunmehr ergibt fid) aus §. T4 nachjtehender

Folgefay.  Cine Bahl a fann nidht durd) eine Bahl b theilbar fein,
wenn leftere einen Primfactor enthilt, der in a nicht vorfommt, oder eine
hihere Potenz eined Primfactord ald in a vorfommt.

§. 76. 1. Aufgabe. Cine jujommengefepte Zahl in ifre
Primfactoren zu zerlegen.

Man dividieve die gegebene Jahl durd) die fleinfte Primzahl, durd
bie fie theilbav ift, 1 nidht mitgerechnet; Den Quotienten dividiere man
wieber durd) die fleinfte Primgahl, durch bdie er theilbar ift, die friiheve
Primzahl nicht audgenommen, und verfahre jo mit jedem folgenden Quotienten,
bis man endli) auf einen Quotienten fommt, der felbft eine Primzahl ift.
Die nac) und nach angewendeten Divijoren und der lepte Duotient find -
pie Primfactoven, aud Denen die vorgelegte Sahl befteht.
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St 3 B. 630 in Primfactoven zu zerlegeir, fo Hat man:
630:2 = 315 ober 6302

S0 =1 10D 3153
105:83 = 85 1053
S hi— 0 355
(e
aljp 630 = 2. 315 =253 06 —3.3.8.8b — 2.8.8:5.7.

2. Aufgabe. StimmtlidheFactoreneinerzujammengejepten
Sahl zu finden. ‘

&z fei die gegebene Bahl n in Primfactoren gerlegt aljo n = a*bfe?,
fo muig ein Factor diefed Prodbucted die Form haben m = aPhicr, worin
p, q und r alle Geliebigen Werte von O big «, besiiglich von O 6i3 £ und
pon O bi3 y annehmen f6unen. Da man diefe Werte beliebig mit einanbder
verbinben darf, jo ift die Ungahl jammtlicher Mafe von n, wenn die Ein-
Deit mitgezdhlt wirh, (@ 41) (8+1) (4 1).

Man findet die Factoven in geovdueter Reifjenfolge, entjprechend dém
folgenden Beijpiele.

2702
1353, 6
45}3, 9, 18
153, 27, 54
55, 10, 15, 30, 45, 90, 135, 270,
270 = 2.3%.5; Unzahl der Mafge = 2.4.2 = 16.

§ 79. Aufoabe. Cinen allgemeinen Jahlenauddrud in
Factoren 3u zerlegen.

Bei eingliedrigen Ausddriiden ftellen bie eingelnen Budjtaben
felbft die Primfactoren vor; demnad) ijt nur eine Jerlegung ded Coefficienten
erforderlich). 3. B. _

2 amx? — 28.3.a'mx?,

Fiiv die Berlegung der Polynome in Factoren lafien fid) feine all-
gemeinen Regeln geben; e3 follen daber hier nur hiufiger vorfommende
fpecielle Falle betrachtet werden.

1. Gin Polynom, Deffen fimmtlihe Glicder ein gemeinjames Maf
Haben, witd nad) §. 43 in pwei Factoven zerlegt, indem man dad gemein-
jome Maf ald den einen Factor Devaushebt wud ald den andern Factor
den Quotienten fept, welcher aud der Divifion des gegebenen Ausdruces
burd) jened gemeinjame Maf hervorgeht. . B.:

. 1) 3ax—6bx—8x = 3x(a—2b—1)

9) x(xtor et il —ime L) (ot b o — ) =

1)@z 1 :

WMoénil=eumann, Lehrb. v, Arithmetif u. Algebra . b. obeven GL. 2. Titteljdh, 25, Mufl. 3
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2. Susbejondere folgt aus §. 44, Bujab:

1) a®*42ab+Db* = (a+b) (a+h),

2) a®—2ab+b? = (a—Dh) (a—Dh),

3) a3—h* = (a+b) (a—1);

ferner allgemein:

4) a2m+1 + b2m+1 —_— (a + b) (aﬂm i) aﬂm—-lh _I_ a%m—-ZbE Blahr - _I_ b2m)’
5) amtl __himtl — (3 —1) (a2m+a2m_1b_|_a2m_2b2+ .o & b2m),
6) afm — hm — (a -} b) (a2o—!—aim—2} | gIm—3h2__  __ pm—1)
() am__ him — (a—b) (azm_1+a2m_2b+a2m—3ha+ _|_b2m_.1)

Siehe T1bungsftoff !

4) DieSumme 3weier Potenzen mit gleidhen ungeraden
Crponenten ift burd) die Summe der Bajen theilbar.

5) Die Differeny zweier Potengen mit gleidhen unge-
raben Crponenten ift burd) die Diffevens der Bafentheilbar.

6) und 7) Die Diffevenz zweier Potenzen mit gleiden
geraden Crponenten ift jowohl durch die Summe ald aud
durch bie Differeny der Bajen theilbar.

3. Ein Trinom von der Form x? = mxy 4+ ny? fann hiufig dadurch
in swei Factoren zerlegt werben, dajd man den Coefficienten m ded 3weiten
®liedes, je nachbem n pofitiv ober negativ ift, ald die Summe oder ald
bie Diffevens zweier Jabhlen darftellt, die ald Probuct n geben, und Hievauf
bie gemeinjamen Factoren Herausdhebt. J. B.:

1) x24-6x+4+8=x*4+3+2)x+8 = x>+ 4x4+2x 48 =

=x@Z+H+264+49) = c+4)x+2).

2) x*—b5xy 4 6y?=x2— (34 2) xy 4 6y =x2—3xy — 2xy -} 6y?

=x (x—38y)—2y (x—3y) = (x—3y) (x—2y).

3)a’+3a—10=a’+4+(5—2)a—10 = a2+ 5a—2a— 10

—a@+5)—2@+5 = (a+5) (a—2.
Das grofte gemeinfome Maf.

§. 8. Aufgabe. Das grifitegemeinfame Maf weieroder
mehrerer Bahlen mittelft Berlegung in Primfactoren zu
finbden.

Jacdhdem man jede ber gegebenen BaI)Ien in ifre Primfactoren zerlegt
hat, bilbet man ba3 ‘Brnbuct ber gemeinjamen Primfactoren, erhoben zu
den niedrigften Potengen, in welden bdiefelben auftveten; bdiefed Product
it das gejuchte gr. g. Maf.

Beweis, Dad fo gebildete Product m ift, da alle Factoren bedfelben
in fammtlichen gegebenen Bafhlen enthalten find, ein gemeinjames Maf
derfelben; e3 it aber auch das grifite, weil, jobald man nod) einen Factor p
hingufiigen wiirde, mindejtens eine der gegebenen Sahlen nad) §. 75, Folge|.
ourc) dad Probuct mp nidt theilbar fein witrde.
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Breifpiel. Sudje dbad gr. g. Maf von 300 und 2520
300 = 284 5% Grogeln 28 8.5 — 60,
2520 — 2E S5
§. 9. Aufgabe. Dad grifte gemeinfame Maf mehrerer
Sahlen mittelit KRettendivifion zu finden.
©& ift unmittelbar einleuchtend, dajd man bei 3 Sahlen a, b, ¢ bas
ar. g. Mafp nach der erften Methode (§. T8) audh finbet, indem man Fuerft
pag gr. g. NMaf m von a und b, und dbann dad gr. g. Maf von m und
¢ judyt; demnach ift auch) bei Amwendung der Dethode der Kettendivifion
in gleidher Weije vorzugehen.
Brifpicle. Man fude dad gr. g. Mafy von 4725, 11025 und 15015,

4725110252 157515015(9
@‘ 15753 735 8401

! 0 105‘1

7

M (4725, 11025, 15015) = 105.
Eelintetnna, & — 4020 — 82.52.0; b — 11025 — 32.52.72
¢ = 45015 — 357 11 18: M — 359 — 05
pdegs mi (3, b)) — 8% 0% T Mu(m ) — §.6.7 — 105,
2) Man juche dad gr. g. Maf von
3x2—2xy—by? 2x2+9xy 4+ Ty? und 2x2 — 2y2
A3 bas gr. g. Maf von 3x* —2xy — Hy? und 2x2+4 Ixy -+ Ty?
erhilt man x 4 y.
Bon x++y und 2x* —2y? ijt ferner x + y bas gr. g. Maf, welched
paber zugleich dad gr. g. Peap ber gegebemen bret Wusdriice ift.

Das kleinfie gemeinfame Dielfadye.

§. 80. RAufgabe. Dad fleinfte gemeinjame Vielfade
mehrever Jahlen mittelft Zerlegung in Primjactoren zu
finben.

Nadhdem man jede der gegebenen Jahlen in ihre Primfactoren zerlegt
hat, bildet man Dba3 Probuct jammtlicher Primfactoren, erhoben zu den
hichiten Potenzen, in weldhen bdiefelben auftreten; bdiefes Probuct ift das
gejuchte L. g. Bielfache.

Beweis, Dad jo gebildete Product ift, da ed alle Factoren einer
jeben der gegebenen Jaflen enthilt, offenbar ein gemeinjame3d Bielfadjes
derjelben; e8 ift aber aud) das fleinfte g. Vielfache, weil, wenn man irgend
einen Factor diefed Productes weglifst, die jo erhaltene fleinere Jahl nadh
§. 75, Folge]. mindejtend durch) eine der gegebenen Babhlen nicht theilbar
fein fann.

5*
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Beifpicl. Man juche dad £ g. BVielfache von 60, 108 und 1050.
6l = 22.3.D,
il = 24 50
1050 = 2:3.5%, 73
fl. g. Bielfaches = 22.3%.52.7 = 18900.

§. 81. Anfaabe. Dasfleinjtegemeinjame Bielfade jweier
Bafhlen mittelft ihres griften gemeinjdafjtlichen MaBes zu
findemn.

Man Ddividiere die eine der beiden gegebenen Jahlen durc) dbad gr. g.
Map und multipliciere mit dem Quotienten die anbdeve; dad Product ijt
pa3 gefuchte fleinjte gemeinjame Bielfade.

Beweis., ©3 fei m bagd gr. g. Mah von a und b; jo ift a = me
und b = mp, wo ¢ und B feinen gemeinjamen Factor mebhr enthalten.
Daz Product mepf = a.f = b.a ift demnad) ein BVielfached vor a und b.
€3 ift aber aud) dad dad fleinjte g. BVielfache; denmn [djst man aud m,
@ pder @B einen Factor weg, jo fann die exhaltene fleinere Sahl nad) §. 75,
Folge]. mindeftend durch eine der beiben Bahlen nicht theilbar jein, weil
ein aud m weggelafiener Factor nidht zugleich in a und 8 enthalten fein
fann, und ein aud « (8) weggelafjener Factor nidht in B («) enthalten jein
fann. Dad £l g. Vielfache von a und b ift alfo

maf — ma.f = a(b:m)
—nigra—rbi(a ),
Beifpicle. 1) Man fudje dad fl. g. BVielfache von 648 und 972.
648 972l1 324 ift dad gr. g. Maf.
032412
648:324 = 2; 972.2 =.1944, oder

972:324 — 3; 6438.3 = 1944;

L. g. Bielfadjes = 1944

2) @8 joll baz Tl g. Dielfache von 9ax* —4b*x* und Halx®
—12a22hxy? -+ 4hy* gefunben werden.

Dasg gr. g. Map diefer Ausddriicfe ift 3a*x —2by? Man Hat dann

(9a*x*—12a%xy® + 4b%y): (Ba’x — 2by?) = Ja’x —2by?;
bafer ift (Da*x® —4b%y*% (3ax —2by?)
= 27a%*— 18a'hx2%y2—12a%h%x y* 4 8by®
pag gejuchte fl. g. BVielfache.

§. 82. Anfgabe, Dad fleinfte gemeinjame Bielfadhe mehrerer
Bahlen mit Unwendung der Kettendivijion zu finden.

€3 ift unmittelbar einlenchtend, dafd man bei drei und mehr Zahlen
pag fl. g. Bielfadge nacd) der erften Methode (§. 80) aud) findet, inbem
man zuerft dbad fl. g. Bielfache pweier Safhlen, dann dasd . g. BVielfache
bed eben gefundenen Vielfachen und der dritten Jahl jucht und auf dieje



317

Act biz sur lepten gegebenen Jafhl fortfahrt. Dasd zuleht gefundene £ g.
Bielfache ijt zugleich das £l g. Vielfache aller gegebenen Bahlen.

Jn gletcher Weife ift dabher aud) bei Anwendung der weiten Methodbe
porzugeben.

§. 83. Haben von einer Reihe gegebener Sahlen wei oder melhrere
et gemeinjamed Map, jo fann man, ohne dad . g. Bieljache ju dnbdern,
anftatt diefer Babhlen ihr gemeinjomed Maf nur einmal, und jugleic) die
Suotienten jegen, welde aud der Divifion jener Sahlen durd) dag gemein-
jame Maf Hervorgehen (Veweid zu §. T6). Jft ferner eine der gegebenen
Sahlen ein Maf von einer andern groperen, jo fann bdie fleinere Jahl ohne
Underung des L g. Vielfadjen gang unberiicfichtigt gelafjen werden.

Hievauf beruht folgendes praftijde Berfahren, das fl g. BViel-
fache mehrever Bahlen mittelft Jerlegung in Primfactoren zu finden:

Man laffe in der Reihe der gegebenen Jahlen bicjenigen weg, welche
in anbern groBeven ohne Reft enthalten find, dividieve von Den dibrigen fo
piele ald miglich durc) eine abjolute Primzahl und jdjreibe die Duotienten
jowie die nicht theilbaren Jahlen unter die friiheren Jahlen. Ehenfo ver-
fahre man mit der newen und jeder etwa folgenden Jeihe, bis man gulelt
nur relative Primzahlen erhilt. Das Product diefer lebteren und bder
abjoluten Primzahlen, durd) weldhe dividiert wurde, ijt das gejuchte fL. g.
Bielfade. :

Beifpiel. Man jude das L. g. BVielfache von 30, 60, 108, 1050.

3@, 60, 108, 1050'
30, 54, 5252
15, 27, 5251:2
9, 1753
fl. g. Bielfades — 9.175.2.2.3 = 18900.

V. 3weife Crweiferung des 3ahlengebiefes.
Gebrodene Jahlen.
§. 84. Der Quotient -’;— hat gemdfy Der Definition nur eine Be-
beutung, wenn der Dividend a ein Bielfached desd Divifora b ift. Dem-
nach ftelt der Duotient + fiiv den Fall, wo a fein Vielfaches vou b ift,

eine Dbedeutungslofe Beveinigung von Jahlzeihen vor. Man geht mun
wiederum in derfelben Weife vor wie bei der erften Criweiterung des Jahlen-
qebictes. ©tatt berartige Quiotienten iiberhoupt auszujdliefen, weil fie mit
ber Definition nidit veveinbar find, rechnet man aud) mit Duotienten, deven
Dipidend fein Vielfaches ded Divijord ift und trifit zugleih) die Feft-
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febung, dajs audfiir devartige Quotienten die Definitions-
formel %.b — a Giltigteit behalte. Infolge dejjen gelten
fiir diefelben fjammtliche Gefepe der Divijion.

Dieje Quotienten ftellen, da fie in der Reihe der bisher bLefannten
Bablen nidht enthalten find, nene Jablformen bar, fiir weldje auch eine
neue Venennung eingefithrt wurde.

Erklirung. €in Quotient, defjen Dividend feinBVielfades
ez Divifors ift, wird eine gebrodjene Jahl oder ein Brud
genannt; bder Dividend erhilt den Namen Jdahler, der Divijor den
Namen RNenner. Jm Gegenjape zu den Vriichen heifen bdie bidher be-
trachteten Bahlen ganze Jahlen.

8. 85. Der ipecielle Brudh %, weldjer durd) die Gleichung —]-1)—.1: 4]
befiniert ijt, wirb Stammbrud) oder gebrodhene Einfeit genannt.

Durd) Anwendung von §. 56, 1 jolgt:

a a

~—

a_ 141441 1,1 SIS
hEe b TR e i TR A

Jeber Brud) ift ein Vielfadhesd jeiner gebrodenen Cin-
heit. Der Bihler zeigt an, wie vielmal der Brnd) die durd) den Nenner
beftimmte gebrochene Cinbeit enthalt.

§. 86. Bei einer gegebenen Divifion a: b find nunmehr zwei Falle
miglich:

1. Der Divibend ift ein BVielfaches des Divifors; dann ift der Quotient
- eine gange Bahl.

Cine gange Zahl in Form eines Bruched heift ein uneigentlider
Brud.

Bufel. Jede gange Fahl fann in der Form eined Brudhes
mit gegebenem Nenner dargeftellt werden, indem man dasd
Product aus der gangen Jahl und dem gegebenen RNenner als den Jahler
pe3 Bruched annimmt.

s ift a = 2= (8. 49, 3).

2. Der Dividend ift fein Bielfaches des Divifors; dann ift der Quotient
% ein eigentlider Brud). Ju diefem Falle fann entweder a < b ober
a>b fein.

€in Brud), deffen Jihler fleiner ald der Nenner ift, deffen Wert aljo
Eleiner al8 1 ift, eifit ein echter Brudh. Gin Brud), deffen Biahler grifer
g@ ct;er Nenner ift, defjen Wert alfo grofer ald 1 ift, eift ein unedter

rud).
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§. 87. Jeder unedte Brucd) fann in eine Summe aus
einer ganzen Fabhl und einem ecdhten Brudje verwandelt
werben.

Jit a>b, jo ift nad) § 59 a = bq-+r, wo r<b ijt; baber

a , b
b T (1+f
Cin Ausdbruct von ber Form q—}-L feift eine gemifdhte Jahl.
Bufol. Die beiden Sipe in §. 5 finben nun folgende Ergingung.
Der vollftandige Duotient lft gleih ber Sumume aud bem unvoll-
ftindigen Quotienten und einem Brudye, Ddeffen Jihler der Divifionsreft
und defjen NMenner der Divifor ift.
§. 88. Crweiterte Jahlenveihe. Der Brud) % = q—l—%
muis aiijden ben ganaeu SaIJ[en q undb q-+1 und anderjeitds wijchen

ben Britchen 2~ = T L Itegen Man evweitert daher bie Bafhlenveife

in ber Weife, dajd man nnu 0 angefangen fortjcreitend einerjeitd die ge-
brochene Ginbeit adbdiert, anderfeitd jubtrahiert.

Man erhdlt dadurd) die Sahlenreilye

e e hge kiRl 1 it e SR

T R T s B G e Or + B +T)_r +fr+§r+ Tl
weldhe die Jabhlenveihe der btel ober die Vrudjzahlenreihe fiiv den Renner
b genannt wird. Jn ihr find pwifhen je pwei auf einander folgenden
gangen Sahlen b—1 Briidje eingejchaltet.

Wm diefe Babhlenveihe an der Jahlenlinie darvzuftellen, theilt man die
als Ginbeit gewdhlte Strecte in b gleiche Theile und trigt auf der Jahlen-
linie von dem ber Null entjprechenden Punfte aud nad) beiden Richtungen
bieje gleichen Theile auf. Die Enbpuntte diefer Strecen entjprecdjen der
Reihe nach den Jahlen der' obigen Reihe. So hat man fiir die Reibe
ber Drittel:

=2 . i . O +lﬁ r +g .
s e R I Y e

§ 89, Unwendung der Brud)lehre auf reale Girn&en.
Sebe veale, al8 Einbeit betvadjtete Grofe, 3. B. ecine Strece, cine Kreis-
linie, cine Kreisfliche fann in beliebig viele (b) gleiche und gleichartige
Theile getheilt werden. Jeber Theil hat daher die Cigenjdjajt, bmal ge-
nommen wieper die Einbeit zu geben. i’Birb bafer Die gegebene Grife

mit 1 begeichuet, jo ift ein foldher Theil mit - gu begeichnen. Ebenjo ijt
bie bdurd) a jolcher Theile entjtandene Grife bmrl) pen Brudh % baru=
ftellen, weil biefe Grife bmal genommen a uripriingliche Einbeiten gibt.

C.-I-q
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Aus diefer Anwendung bder Brudhlehre ift die Beeichnung , gebrodene
Cinbeit" Hervorgegangen.

Allgemeine Sabe.

§. 90. Aus bem Begrifie eined Bruches folgt:

1. Definitionsformel.) Jeder Brud) gibt mit jeinem Nenner
multipliciert den 5&[)[&1‘ gum ‘bwbucte

sl —il

2. Bon zwei Q%rud)en, Die gIethJe RNenner haben, iftjener
ber grifiere, weldjer den groferen Jahler hat.

3. Bon gweiBriiden, die gleiche Jahler haben, ift jener
ber griferve, weldher den fleineren Neuner hat.

§ 91. Formverdinderungeined Brudjed Der Werteines
Brucdhed bleibt unverdndert, wenn man Jahler und Nenner
mit bevjelben Jahl multipliciert ober beide durd diejelbe
Bahl dividiert.

a an a:n
‘e Bn bhom (§ 50)

§. 92. Bon bdiefem Sape werden folgende mwendungen gemadt.

Anfaaben. 1. Cinen gegebenen Brud) aufeinen gegebenen
nemen Nennerzubringen, welderein BVielfadesd bes friiheren
Yennerd ift. (Crweitern ded Brudes.)

Man Ddividiere den newen Nemmer durd) den friiheren Nenner und
multipliciere mit dbem Quotienten (Erweiterungsdfactor) den friiheven
Bibler; bad Product ift der gejuchte neue Jifler.

B. 8. Der Brud) :—r_’__—f it auf den Nenner a*—1 3u bringen.

Der Crweiterungdfactor ift: (a2—1):(@a—1) = a-+1; aljo
a+2_ (242 (a+1) _ a'+3a+42
a—1 a?—1 a®—1 °
2. Bwei ober mehrere Britdhe auf den fleinjten gemcin=
jamen Nenner zu bringen.
Man fude das fl. g. BVielfache ber Nenner der gegeberten %uu:[)e
weldjed zugleic) der neue ff. g. Nenner ift, und bringe (nach %[ufg ) die
gegebenen Briidhe auf diefen nemen Renner.

Brifpicl.  ©3 follen die Buiidje .3, %, %,n—d auf den . g. Nenner
gebracht werden. '
Das fl. g. Bielfache aller Nenner, jomit der L. g. Nenner, ift 4bed

Man erhilt dann
8 2scld  8m = Bodm: 4n - 16bn

2b ~ 4be'd 4be = 4be’d’ c*'d | 4beid
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3. Cinen Brud), deffen Jahler und RNenner cin gemein-
james Maf Haben, abzufiivgen, d. i. ohne Anderung des Wertes
ourel) fleinere Bahlen auszudriicten.

Man dividieve Bihler und Nemuer durcd) thr gemeinjames Maf.

2 B 4am __ 2am, 12a°bx* 4ab

42 Tl Feiem 83bn? l5acx® bex’

Ein Brud), deflen Jihler und Nenner relative Primgahlen find, peift
auf vie einfad)jte Form gebradt ober reduciert.

Bufal. Durcd) dbas Abfiirzen allgemeiner Briiche fann hiufig die fiir
bejoubere Gubftitutionen in denjelben auftvefende Unbeftimmifeit behoben

x2—a? .. :
5o, Jir x = a ben unbejtimmten LWert

werbenr. &o gibt der Brud

—8—. Durd) das Abfifvzen aber erhilt man =
X0 (R AR (e S al
T Pl T s T e )

h : 2 ;
weldher Brud) filr x = a den beftimmten Wert Ta: a annimmt.

Redynungsoperationen mit gemeinen Sriidyen.

§ 93. DBriihe mit gleichen Nennern werben abdbiert,
indem man ihre FJahler addiert und der Summe den ge-
meinfamen Nenner gibt.

a b piasih
e e CRLLE

m ~oan ¢ m . sanfm
a—l_'—l_l—_ n +n_ n
a bl bm _ an-+bm
'E+?ﬁm+mn—_ mn

Bufife. 1. Diefer Sap bilbet die Ertldarung fiir Ddie
Addition gleichnamiger Briide.

2 Das Commutationdgefep der Abbition gilt aud fiir
gebrodjene Sahlemn.

§ 94. Bwei Briidhe mit gleichen Nennern werden jub-
trahiert, indbem man bie Jdahler fubtrahiert und der Dif-
ferenz ben gemeinjamen RNenner gibt,

a b_a-——b_a_bga =
R ) R e m (8. 57).
a b _.an bm_ an—bm

W h eann gl AN

§ 95 1. Gin Brud) wird mit einer Jahl multipliciert,
indem man den Fahler mit ber Bahl multipliciert oder den
Nenner durch die Jahl bividiert.

a am a
B 0 om0
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2. Gin Brud) wird durd) eine Bahl dividicrt, indem
man den Jahler duvd) die Bahl dividiert vber den Nenner
mit ber Jafhl multipliciert,

—E—:m—— .me '_‘ (§ 53)

§ 96. 1. Cine Jahl luirbnuteme]u%rud)cmnftipficiurt,
inbem man diefelbe durd) den Nenner dividiert uud bden
Quotienten mit Dem Zalhlev multipliciert.

m a am ¢
a "—.:—_m-_—'—n— (§. 54‘, 2)

n n

Dicfer Sapp bilbet die Erilarung fir die Multiplication mit einem
Bruche, weldhe nach der urfpriingtichen Definition feinen Sinn Datte.

2. Cin Brud) wivd mil einem Brudje multipliciert, in-
pem bad Product der Jafhlev durd) dbas Product der Nenner
pividiert.

E"—?(%:u).m— (8. 95, 2) = EJEl( 95..1).

Solgefah. Dasd (&nnnnntntmn%geieg per Multiplication
gilt aud) fiir Briide. ”

a m am ma m
L 2

§. 97. Erklirnng, Wenn zwei Jahlen zum Producte 1 geben, fo
beifst febe Der umg efehrte ober reciprofe Wert Der andern.

Goifta. —=1= .o =1, baber % ber veciprofe Wert von a,

m

% der umg’fe[)rte LWert von —.

§. 98. Fiir die Divijion duvrd) einen Brud ergibt fich:

Cine (ganze oder gebrodhene) Sahl wird durd einen Brud
bivibiert inbemman diefelbe mit Demreciprofen Werte des
Divifors multipliciert

a:=2.n(§548 =a.2 (591 =20

n
a m a n n - 3
baher audh: T:TzT'E'E;_m:abz (8. 50).

Wie lautet dev lepte Theil in Worten ?

Bufa. Bei ber Anwenbung der vovausgegangenen Lehriibe jeige
man alle Multiplicationen nur an und Ffiivze eventuell einen Factor des
Bihlerd gegen einen Factor be?a %ennerﬁ 3. B.

12,4 125 S e T R L
25°' 5 25.4 5 j Sb“ 8.3.ab* _ 8b*

§- 99. Cin Brud), bdeffen Jihler ober Nemner, ovder beide ugleich
wieber Buitche find, heift ein Doppelbrudy. v ift nidhts anbderes, ald eine
angezeigte Divifion vbon Briihen, und fann dafer in einen gewdhnlichen
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fBrud) veriwanbelt werden, indem man diefe Divifion wivkich audfiifrt, oder

[n‘m}; mait Bibler und Nenner des Doppelbruches mit dem Fleinjten ge=
metnjdajtlichen Bielfachen der eingelnen Neumer multipliciest. 3. 5.

e a
| s gy e i T b
b i b ! S TR e R M b, m em. b
n n -
- :i e it i
a+b a—b ala—b)—b(a-t+b i 2
TR aa_be+a,+b32= ..... ; Criwetterungdfactor: a®— b2,
14 e
Decinalbriide.

§. 100. Erklarung. Gin Brud), deffen Jihler eine defadijche ganze
Sabl; und deflen FMenner ecine Poteng von 10 ift, wird ein Decimals
drud) genannt; jeder andere Brud) heifit ein gemeiner Brud.

Die allgemeine Fovm eined Decimalbrudes ift aljo ]—(?—m, wop A
und m beliebige defadijdhe gange Fahlen begeichuen.

Wird jedes Glied der Zahl A durd) den Nemmer 10™ dividiert, fo
nimmt der Decimalbruch die folgende entwicelte Form an -

..... ¢.10° + b.10*+-2.10 + B+ a.ig + Bogoy + 7-q05 + -+,
worin die Coefficienten die Werte von 0, 1... big 9 annehuen fonuen.
: 45782 4.10 | B.10° | 7.10° | 3.10 2
3 B. 108 0 10° = 108 —I_ 10° +W+'1"6§'
i a1 )
=4.10 4+ 5 + 7.5 Dty ey,

Auch in diefer Summe wird dad Bildungdgefep bder defadijchen
Sahlen eingehalten, injofern al8 ber Wert einer Einfeit an der nidit-
folgenden Stelle vechtd der zehute Thetl bded Werted ift, welchen die
Einbeit an der vorvaudgehenden Stelle (intd Hhat. Die Decimalbriiche bilden
baher Die naturgemife Crweiterung ded defadifden Jahlen-
fyftemes, und bder obige Ausdruc fjtellt die allgemeinfte Form
einer defadifen Sahl dar.

Dem entjprechend fonn bag Pofjitiondiyftem aud) auf Decimal=
britche angewendet werden, nur mujd die Stelle der Einer fenntlid) gemadht
werben, wasd durd) einen hochgeftellten Punktt rved)ts von den Cinern, ben
Decimalpunft gejdhieht. Jft der Decimalbruch fleiner ald 1, jo febt
man vor Den Decimalpuntt die Rull.

Die Jiffern rvedhtds nad) dem Decimalpuntte werben Decimalen
genannt.

€3 Debeutet aljo die Jahl, welhe (inf3 vor bem Dectmalpuntte fteht,
eine ganze Zahl; bdie erfte Decimale bedeutet Sehmutel, bdie zweite
Hunbdertel, die dritte Taujendtel, dic vierte Jehntaujendtel u i 1.
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Solgefige. 1. Die Jahl der Decimaljtellen de3 Decimalbrudyes %
ijt glei) dem Potengerponenten des Nenners. '

2. Der Wert eined Decimalbruched wird nidht gedndert, wenn man
den Tecimalen vechtd beliebig viele Nullen anbingt.

3. Der Wert jeder Decimalzahl ift fleimer ald eine Einbeit der ihrer
hochiten geltenden Jiffer wnmittelbar vorausgehenden hiheren Stelle; 3. B.

000783 <<,
Die Decimalbuiiche wurben eingefiibet von Joh. Negiomontanus; die jesige Sdjreibs

weife geht auf Bitrgi (1552 —1632) juviid. Bitvgt {dyried 23,4, Kepler beveits 23,4.

Verwandlung cines gemeinen Brudhes in cinen Decimalbrud).

§ 101, m einen gemeinen Brud) —::— in einen Decimals

brud) u verwandeln, dividiere man den Jihler a durd) den Nenner b
und bringe im Quotienten nad) den Gangen, an beren Stelle bei einem
echtenn Bruche eine Null gefest wird, den Decimalpuntt an, Dem fid) ex-
gebenden jowie jedem etwa weiter folgenden Hejte hange man eine NRull
an unbd fepe die Divifion fort, 0i3 biefe endlich) obhune Reft aufgeht oder,
wenn Diefed nicht eintritt, b8 man bdie gewiinjdte Anzahl Decimalen er-
Dalten fat.

Beweis. €3 ijt
Bl w10m o iia 1on b

b~ b.1om I0m
Wenn man nun bei dem oben vorgezeichneten Diviftondverfahren an
bie betreffendben Refte nad) und nach m RNullen anhingt, wad dagjelbe ift,
ald wenn man zu dem Jihler a auf einmal m Nullen Hingugefiiat Hiitte,
fo wird Dadurd) a mit 10™ multipliciert; und indem man dann die im
Quotienten a.10= : b erhaltenen lepten m Jiffern ald Decimalen annimmt,
wird diefer Quotient durch 10™ dividiext.

8.8 2—-380:4—07 522 _ 39.19 — 2632

20 1 g
0 S A0
950

0
§. 102. 1. Damit {id) ein gemeiner Brud) % in einen Decimalbrud)

genan verwandeln laffe, mujd a.10™ bei Hinreichend grofem m durch) b
theilbar fein. Diefed ift aber, wenn a und b relative Primzahlen {ind,
nad) § 70, 2 nur dann moglich), wenn 10™ durd) b theilbar ijt, d. h.
wenn b feinen von 2 und 5 veridjiedenen Factor enthilt.
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2. 3u allen Fdllen, wo der Nenner b entweder die Factoren 2 und
5 gar nid)t, oder aufer denfelben nod) anbere davon verjhiedene Prim-
factoven enthdlt, fann bei Anmwendung bed evwihnten Verfahrens die Divifion
nid)t anfgehen; man erhdlt baber einen unendlichen Decimalbrud). Wicd
verfelbe bei der mten Decimalftelle abgebrochen, jo ift ber Unterjdied

pwijdjen: bem gemeinen Brudje -+ - und dem angendferten endlichen Decimal-

brudje —2— fleiner al8 eime (Em[)ett ber chten Decimalfjtelle,
a

10m
T 1‘07:5

Beweis, it a.10= durd) b nidht theilbar, jo fann der Quotient ald
eine gemijdhte Sahl angejehen werden. Sept man aljo :

a,10m e
e b

wo r < b ift, jo ift
a

r a D r
e e e

b 10m b.10m"

a D =

Rl
Da nmun r < b, aljo <1 fo mujg - 10m T i

©8 [djat fich Daher, da m belichig grofi, daber T()IF beliebig flein

gemacht yerben fanm, der Unterjdhied zwifchen dem gemeinen Bruche und
pem auf m Stellen entwidelten Decimalbruche mit wad)jender Stellenzahl
fleiner machen, al3d iehe nod) fo fleine gegebene Bahl. Diefe Bedeutung
hat der Saph: Der gemeine Brud) ift gleid) dem entwicelten unendlichen
Decimalbrude.

Wirh ein Brud), der fid) nidht genaun durch einen Decimalbrud) dar-
ftellen (&f8t, niherungdweife in einen joldjen vermandelt, fo mujd man bei
fortgejester Divifon, da der NReft immer Eleiner ald der Divijor ift, wieder
einent von ben friiheren Reften erhalten, von weldhem an fid) Dann weiter bdie

ndmlichen Biffern im Quotienten und diefelben NRejte wie burf)er ergeben. 3. B.

56

18 _ 18:87 — 0'486486... <% = 56:75 = 0-74666...

37

Decimalbriiche, in Ddenen fich eine beftimmte Anzahl von Jiffern in
berfelben Orduung wiederholt, nemnt man periodijde, und die immer
wieberfefrende Biffernfolge die Periode.

Da fiiv den Nenmer b mur b — 1 verfhiedene Refte miglich find,
fo fann die Periode hichftens b — 1 Stellen haben.

PBei den periodifdhen Decimalbriichen find wei Fille u unterideiden:
entiweder Geginnt die Periode ummittelbar nad) dem Decimalpuntte, oder
e3 gefen der Periode nodh andere Decimalen voraus. Jm erften Falle beift
ber Decimalbrucy rein peviodifd), im weiten gemidt periodijd.
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Die bder Periode vorangehende Biffernfolge pflegt man aud) die BVov-
periode zu nenmen.

Man pilegt die Veriode mur einmal anguidjreiben, jedod) die erfte
und lepte Biffer derfelben mit daritber gefesten Punften zu begeichnen.

Perwandlung cines Decimalbrudyes in cinen gemeinen Brud).

§ 103. 1. Gin endlidger Decimalbrud) wird in einen
gemeinen Brud) verwanbdelt, indem man bdenfelben in der Fovm
eined gemeinen Brudjed anjdjreibt unbd diefen, wenn es angeht, abfiirzt. 3. B.

75 3 5 1:
075=12— 2 ° 31325 —31 22 31 3.

2 Gin rvein periobifder Decimalbrud) wird in einen
gemeinen Brud) verwandelt, indem man ald Jahler bdie Periode
und ald RNenner eine Jahl jept, welde mit fo vielen I gejdyrieben wird,
ald die Periode Jiffern Hat.

Beweis, Driict man die Periobe durch) b und ihre Stellenzahl durd
n aud, fo ift der gefuchte periodijhe Decimalbruch

b b b
I e s s
Multipliciert man Ddiefen Wusdrud mit 107, jo erhilt man
b b
x10n =b + 2+ o + o+
Subtrafhiert man nun den friiheren Ausdruc von dem lepten, fo folgt
%.10° — x = b, ober (10* — 1) x = b,

] b
und darausd Rt

_'__6__2__ JOET 351 .- 13
8.8 06=S2—_2 15318 _1528

3. Gingemijcdht periodifdher Decimalbrudhwird in einen
genetinen Brud) verwandelt, inbem man die Borperiode jammt der
Periode ald gange Bahl jujammenitellt, davon bdie BVorperiobe fubtrabiert
und diefe Diffeveny ald Jihler, ald RNenner aber eine Sahl annimmt, bdie
mit fo vielen 9, a3 bie Periobe Jiffern enthalt, und fo vielen rechts
folgenden Nullen, al3 Decimalen bder Periobe vorangehen, gejdhrieben ift.

Beweis. €3 jeien b bie Periode, n die Stellenzafhl derfelben, ferner
a die LVorperiode und m ifhre Stellengahl, damn ift der gejuchte Decimalbrud)

a
ShstTi IOTE“ 1 IOI:HD i 10m]?+3n i
Weultipliciert man diefen Ausbruct mit 10, jo erhalt man

e b b b
x.lO = a '-l*ia—l-]—()-‘zwg—'—ﬁ;—l—
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fomit 10m — b iadon—alb
fomit nad) 2, x.10 8+ G litu s
und da __ (a.10n4-b)—a
) Daraus x T o
Ok, AABRnTiais | g
9= 0-215 = 990 990 ~ 330"

Abgekiivstes Redynen mit unvollfdndigen Bahlen.
(Wiedberholung aud der Unterftufe.)

§. 104, Soll mit einem unendlichen Decimalbruche gerecdhnet werben,
jo muf8 derfelbe bei einer beftimmten Stelle abgebrochen werden. Der o
erfalterre endliche Decimalbrud) heift ein unvolljtindiger Decimal-
brudy; Dderfelbe ift ein Niherungdwert ded unendlichen Decimalbruches.
Die Differens gwijdjen beiden wird der Fehler bded unvolljtindigen
Decimalbruched genannt. Derfelbe ift nad) § 103, 2 fleiner ald eine
Einbeit ber lepten beibehaltenen Stelle. Man erveidht, dajd diefer Fehler
tleiner ift al3 eine halbe Cinheit der lepten beibehaltenen
Stelle, indem man die lepte beibehaltene Biffer unverdndert ldjst, wenn
die erfte weggelafiene Biffer feiner a8 5 ijt, hingegen um eine Einfeit
verqrifert, wenn bdie erfte weggelafjene Biffer grofer afd 4 ift. Dan
nennt diejed Verfahren die Correctur.

Sn gleicher Weife fonnen aud) endliche Decimalbriiche und gange
Bahlen auf eine hohere Stelle mit Covrectur abgefiirat werden, wobei
man vermeidet, Dajd auf bdie hidyjte beibehaltene Stelle H mit weiteven
Nullen folgt.

Alle durd) Mefjung erhaltenen Jahlen find ihrer Natur nad
unvolljtindige Sahlen. Wuch bei ihnen feht man voraus, dajd ihr Fehler
fleiner ift a3 eine Dalbe Cinbeit bder lebten Stelle. Hiezu bervedhtigt basd
bei der Mefjung angewendete Berfahren. Soll 3. B. bdie Liinge -einer
Sdyutbant in em gemefien werden, o wird am Mefband die Jahl der gangen
@entimeter abgelefen und diefe unverindert gelafjen, wenn nach dem Augen-
mafe der Reft fleiner ift ald 3 em, hingegen um 1 exhoht, wenn der Rejt
grifer ift alg 1 em.

Dajg eine Bahl unvolljtdndig ift, fann bei einem Decimalbruche
burd) angehingte Puntte, bei einer gangen Jahl dadurd) angedeutet werden,
ajd die auf die ungenaue Stelle folgenden Nullen flein gejhricben werden.

3.9%8. 3141... ;135000

Man pilegt aud) die Hidjte ungenane Stelle zu unterjtreichen und
bas Beiden oo ,fiir angendhert gleih’ zu  beniigen. 3. B. 3°16
oV 3:162.

Die Genaunigfeit einer unvolftandigen Sahl ift beftimmt duvch
ben Ouotienten aus der Jahl bdividiert durd) ecine Einbeit der Hihjten
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ungenauen Stelfe; fomit ift von zwei unvollftindigen Jahlen jene die ge-
nauere, welde eine grifere Anzahl von Cinbeiten der hid)ten ungenauen
Stelle enthilt.

3141 785000 o
oo01 — o141; 600 = (90

3-141... ift genauer ald 735oco.

Bei jeber Rechnung mit unvolljtindigen Sahlen ift dad Rejultat an
jeber Stelle ungenau, an beven Vilbung eine ungenane Jiffer betheiligt ijt.
Qnfolge Ddeffen wird man die Recdhuung abgefiirzt jo anlegen, dafs iiber-
haupt nur die Hocdite jener ungenauen Stellen nod) exhalten wird, weil die
Beredming der folgenden Stellen gang zwectlod wire.

Abgekiirste Addition nud Subtraction.

§. 105. Man abdbdiert sunid)jt die vorhandenen Einfeiten rechtd von
ber hichiten ungenauen Stelle und beniist diefe Summe zur Covvectur der
nichit Hoheren Stelle, von weldher ab die WAbdbdition beginunt. In gleicher
Weife geht man bei der Subtraction vor.

3t die gejuchte Summe das Eubrejultat einer Redhnung, jo verkiirst
man Ddiefelbe mit Correctur um eine Stelle.

DBeijpiel 3-872

A E5 T

9-55b5. . (period.)

8:32. ..

617234

44-2. . ... s 16 gibt gur Corr. 2.
Refultat 44 ... ..

Abgekiivzte Mnltiplication.

§. 106. Multipliciert man bdie niedrigjte Jiffer (Biffer ded niedrigiten
Stellemwertes) bed einen Factord mit der hochjten Jiffer ded anberen Fac-
tord, jo erhilt man jwei Stellen, weldhe nebft den niedrigeren Stellen im
Producte ungenaun find; demnad) Hat man dad Product abgefiivst auf bdie
‘hobere jener beiben Stellen zu entwideln. Ju bdiejem Swede jchligt man
folgenbed BVerfahren ein.

1. Man wihlt die genauere Jahl ald Multiplicator und jdreibt die
hodyite Jiffer bed Multiplicatord unter die nicdrigjte Jiffer ded Multipli-
candd und daneben die ifbrigen Jiffern ded Multiplicators in umgefehrier
Reihenfolge.

2. Man multipliciert mit jeber Biffer bes umgetehut gejchricbenen
Peultiplicatord bdie gerade Daviiber ftehende fjotwie die tweiter folgenden
hiheren Biffern ded Multiplicands uud {dyreibt die dadurd) erhaltenen ab-
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gefitrsten Theilproducte, weil fie fimmtlih mit dem frither erwibhuten
Stollemwerte endigen, jo an, Ddajd ihre niedrigiten Biffern unter einanbder
i jtehen Fommen.

Jeded biefer Theilprobucte wird corrigiert durcd) dad Product aus
bev betreffenden Siffer bed Multiplicators mit der ved)td vorhergehenden
Siffer des Multiplicands.

3. Die abgefiirgten Theilproducte werben addiert.

Jit vas erhaltene Product dad Eudrefultat einer Redynung, fo wird
pagfelbe mittelft Corvectur um eine Stelle verfiivst.

Bufah. Soll bad Probuct auf eine hHohere vorvgejdhriecbene
Stelle abgefiivat entwidelt werben, jo jdreibt man die Ciner ded Multi-
plicators unter fene Stelle bed Multiplicands, weldhe im Producte ald nie-
drigjte angeftrebt wird, und verfihrt tm iibrigen in gleicher Weife wie friifer.

Beifviele. 1. 2:916.. < 4-378.. 2. 386><25°74..

8 134 = 925'74.. x 386
11 664 683

875 7128

204 20 59

23 154
12-766. . 99 45.. Rej. 9950.

Rejultat: 12-77..

Abgekiirgte Divifion.

§. 107. Die abgefiivste Divifion Dbajiert auf der Crwdgung, dajs
man an eine unvolljtindige Jahl (Dividend, Divijor, NRejt) feine Null
anhingen darf. Diefelbe bejteht in folgendem BVerfahren:

1. Man fiivze a) Den Dividend, wenn derjelbe genauer ift als der
Divifor, mit Anwendung der Correctur, oder b) den Divijor, wenn derfelbe
genauer ift ald der Dividend, durd) Abjhneiden redhtd ftehenber Stellen
joweit ab, dajs in beiden Jydllen nach dem Kiivzen der Dividend jugleidh
aud) der erjte Theildividend ift, weldher su dem Divijor gehort. Hierauf
beftimme man den Stellemwert der erften Jiffer ded Quotienten und fiihre
die erfte Divifion aus.

2. Bei jeder folgenden Divifion (48t man, anftatt zu dem Rejt ecine
newe Jiffer oder eine Null dagu zu fepen, im Divijor rechts eine Jiffer
weg, multipliciert jedboc) mit feder neuen Jiffer bes Quotienten zunddijt die
erfte im Divifor weggelafiene Biffer und nimmt aus dem Ergebnifje die
Gorrectur fiir dad Product ausd dem abgefiivten Divijor und der cnt}pred)m—
den Jiffer des Quotienten.

Mo Enit= ey mann, Leheb. b, Arithneti 1, Algebra f. b, oberen G, b, Mitteljh. 26.9ufl,
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3. Dicjes BVerfalhren wird fortgefest, 6i8 mit der Divifion duvc) die
erfte Biffer ded Divijors die Nedhnung abjchliefit.

Jjt der lepte Rejt grofer ald die Hiilfte des lepten Divijors, jo erhiht
man Ddie lepte Jiffer des Quotienten um eine Einbeit.

Bufal. Soll der Quotient auf eine hiohere vorgefdhriebene Stelle
abgefiivyt entwicelt werden, jo beftimmt man die Anzahl der bedeutjamen
Biffern bed Quotienten und verfiirst den Divijor auf eben joviele Stellen
und dem entfprechend auch) den Dividend.

Beijpiele. 1. 0-287:5-342... 2:0:281536.. :5°

0:28700:5-342.. =0-5372 0-287564...:5
T R SR
387
13
2
ST ETRy S AlRhY . 886
2o {corrig.) 8 87.
21
2

342...
342 ..

VI. 2Anendlid) grofe und unendlidy Rleine Grofen und Grenjwerie
der Berdanderlidhen.

§. 108. Allgemeine Jafhlen, Demen man wihrend ciner Redhnung
ober Cnbwiclung einen bejtimmten unvevdnderlichen Wert beilegt, beifen
conftant, im egenjope zu Den verdnderlidjen ober variablen
Bablen, weldhe jeden beliebigen, ihrer MNatur angemefjenen Wert annehuten
fonnen.

Eine veranderliche Sahl, deven abjoluter Wert jo im Wadhfen begriffen
ift, Dajs er groper wird, al3 jede beliebige abjolute Conjtante, EJclﬁt unend=
[id) grof. Man Dbegeichuet fie durch oo

Cine vevdnderlihe Sahl, bdeven ab}DIuter Wert jo im Abnehmen
begriffen ijt, dajg er fleiner witd af8 jede beliebige abjolute Conjtante,
Deigt unendlid) fleim.

fLehefake. 1. Die Summe einer endliden Anzahl von
unendlic) fleinen Summanden ift unendlid) flein.

Sind § v, &... unenbdlid) fleine Sahlen, und ift ihre Anzahl m
eine endlidge Bahl, jo ift aud) § + v + & + .. unendlich flein, b. i
fleiner al8 jede beliebige Conjtante ¢. Denn theilt man ¢ in m beliebige
conjtante Theile «, B, 7, ..., fo wird

f<av<f i<y ..,ps+odi4.. <o



51

2. Gin Product, dejjen Multiplicand unendlid) flein,
und defjen PWMultipicator eine conjtante, von Null verjdie-
pene 3ahl ift, ift unendlid) Eletn.

Folgt aug 1.

S, Cin Probdbuct, defjen Multiplicand conftant und von
Null verjchieden, und dejjen Wultiplicator unendlid) tlein
ift, ift unendlich flein.

Wm ju Dbeweifen, dajd fiiv ein unendlich fleined n das Product An

fleiner al8 eine Deliebige Conjtante C wird, braudht man nur n << i

A
it wihlen; dann with An << C.
4, CinQuotient, defjen Dividend conjtant undvon Null
perfdpieden, und defjen Divijor unendlid) grof ift, ift unend-
[ich tletn.

Wm zu beweijen, dajd % fiit ein unendlih) grofies n fleiner af3

: ; : 5 A o Eek
irgend eine Conjtante € wird, wihle man n> ——; dann wird — < C.

H, Gin Quotient, defjen Dividbend conftant undvon Null
verjhieden, und bejfen Divijor unendlid) flein ift, ift unend-
lidh grof.

Der Beweid ift analog dem Beweife ju 4.

§ 109. Wenn eine verdnbderliche Jahl X bei fortwdhrendem Ju-
ober Abnehuien fid) einer conftanten Bahl A, vhne diejelbe zu erveidhen, jo
nifert, daj3 die Differeny pwifchen ihnen unendlic) flein wird, jo Heipt A
ber ®rengwert (limes) vou X. Diefe Bezeichnung wird ausgedriidt durd

i R

Der Grenzwert einer unendlich Feinen Jahl ift Null. Jedod) ift Null
jelbjt nicht unendlich flein, ba Null nicht vevinberlich, jondern conftant ijt.

Bufah. Aug dem Sape 4. in § 111, ergibt fich, wenn a eine con-
ftante endlidhe Babhl it

lim> = 0 fit 0 = oo
Wirh diefe Beiehung, wie ed hitufig gejdhieht, Hivzer durc) die Gleichung
a
4 iip
oo

audgedriict, fo ift hier unter dem Beichen O nicht die abjolute Null, jondern
eie unendlich fleine Bahl zu verftehen.

S demfelben Sinne gebraudht man aud) den reciprofen Ausdruct

a__-.
D

welder in diefer Anffaffung mit dem in §. 49, 8 angefiihrien Sape nicht

im Wiberjpruche jteht. .
4*



§. 110. Wenn zwei conftante Jahlen zwijden denjelben verinder-
lichen Grengen Legen, deven Differenz unendlic) flein gemadht werden fann,
jo finb diejelben gleid).

Rov' x = A < Beweis. y>A
e Bz .y i Skl
lim (y —x) = o folgl. y — x> A — B
Heh oA =B

Wire nun A — B = ¢, wo a eine beliebige Confjtante ift, jo wire
y — X >« wad gegen bdie Vorausdjepung ift; folglidh) ift A = B =
limx = limy.

Solaefo, Cine conftante ZJahl ift al8 Grenzwert ciner
perdnderlidhen Jahl vollftandig beftimmt.

St diefem AGJhuitte fonnen unter Bahlen aud) indbejondere die
Mapzahlenvonrealen Grofen verftanden werden. Jn diejem Sinue
fann in allen Sigen ,,Zahl* duvd) ,, Grdfe’” erfest werden.

§ 111. Jeder Ausbdbruck 3 B. 4x* — 1, weldjer eine ober mehrere
Bevimderlicdhe enthilt, wirtd (nach Leibniy) eine Function diefer Ver-
anberlichen genannt. Wird der Jahlenwert des Ausdructed mit y begeichnet,
bann Hat die Ausjage ,y ift eine Function von x, gejdyrieben y =1 (x)"
‘bie Bebeutung, dajg fitr jeden fpeciellen Wert, weldher dem x beigelegt
wird, aud) y einen oder eine bejchranfte Anzahl durch) die Gleidung y =
f () Deftimmter Werte annimmt. Jjt 3. B. y = 4x* — 1, und wiblt
man fiiv x willfiicfi) die Werte 0, 3, 1, 11 2 .. fo erhilt man fiiv y
ber Reihe nad) die jugehovigen Werte — 1, 0, 3, §, 15 ..

Durd) die willfiivliche Wahl eined Wertes fiir x ift der Wert von y
ein= ober mefrbeutiq beftimmt; Ddemnach) it x die unabhdangige, y
hingegen die abhiangige BVerdnderliche. JInubem man aber die Gleicdhung
nad) x aufldst, d. §. durd) Wmwendung bder Sibe iiber die BVerbindung
aleicher Grifen jo umformt, Dajd x auf einer Seite allein erjcheint, fann
man umgefehrt aud) x al8 eine Function von y darjtellen.

Beifpicle. Dad Product ift eine Function eined jeden Factord; Ddie
Sinfen find eine Function ded Capitaled, der Procente und der Jeit; der
Preid einer Ware ift eine Function ihred Gewidhted; bdie Arbeitdzeit ift
eine Function dev Jahl der Arbeiter; die Spannfraft eined Gajes ijt eine
Function feiner Dichte und feiner Temperatur u. . w.

VII. Berhialtuiffe und Wroporfionen.

1. Derhaltnife.
§. 112. Erklivung. Unter dem Verhialtnijje zweier Jahlen
a und b verfteht man den Quotienten derfelben im Sinne ber mejjenden
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Divifion (8. 48), b. i. bie Angabe, wie vielmal b in a enthalten ift. Der
Quotient a:b ober ¢ wird als Berhiltnis gelefen: a verhilt fich zu b,
ober fiivger: a zu b. Den Dividend a nennt man dag Vorberglied,
pen Divijor b dad Hinterglied ded BVerbiltnifjes.

Bwet Berhaltnifie, welde denjelben Bahlenwert Haben, find einander
gletd.

Dag durd) Vertaujdung der Glicder eined Verhiltnifies a:b ent-
jtefende Verhiltnid b:a heift dag umgefehrte ober reciprofe Ver-
hiltnid ber Babhlen a und b; im Gegenjape zu demfelben witd dann a: b
pag gevabe Berhdltnid diejer Jahlen genannt.

Aug dem BVegriffe eined Verhiltnifjes folgt:

1. Das Borderglied eined Verhialtnijjes ijt gleid) dem
Hintergliede multipliciert mit bem Quotienten (§. 49, 1).

2. Das Hinterglied eined Verhaltnifies ift gleidh dem
BVovdergliede dividievt Durd) den Duotienten (§ 49, 2).

3. Der Wert eined Verhaltnifjfes bleibt unverdndert,
wennman Border-und Hintevrglied mitderfelben Jahl multi-
pliciert, oder beidbe burd) diejelbe Bahl dividiert (§ 5H0).

Durc) Anwendung des 3. Saped fann man a) jeded BVerhiltnia, defjen
®lieder Briiche enthalten, in gangen Jahlen darftellen; b) jedes BVerhiltnis,
deflen Glieder ein gemeinjamed Maff haben, durd) diefed abiivzen.

§ 113. Nultipliciert man in zwei oder mehreren Verhiltniffen alle
Borderglieder und cbenjo alle Hinterglieder mit einanbder, fo bilden bie
Producte ein nened BVerhiltnis, weldhed im Gegenjate u ben gegebenen ein-
faden Verhiltnifien ein jujammengefebtesd Verhiltnis genannt wird,

Gind 3 B. a:b

cod
e:f einfadje BVerhiltniffe,
fo ift ace:bdf ein zujammengejested Verhiltnis.

§.114. Da3 Berhiltnid sweier gleidhbenannter Jahlen (Grofen-
verhiltnis) ift gleich dem BVerhiltniffe der entfprechenden unbenannten Jahlen,
weil beibe meffende Divifionen benfelben Quotienten Haben.

2. Proportionen.

§. 115. Erklarung. GCine Gleihung zwijchen gwei gleichen BVerhalt-
niffen wird eine Propovtion genannt.
' St a:b ==q und ¢:d = q, jo ift audh) a:b=c:d; bdiefer Aus-
bruc ijt cine Proportion und wird gelefen: a verhilt fich zu b, wie fid)
¢ su d verhilt, oder fifrzer: a zu b, wie ¢ su d. Dag erfte Glied a und
bas vierte d nennt man die duferven, das zweite b und das dritte ¢ die
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inneren Glieber; aud) heifen a und ¢ bie orbdevrglieder, b und d
bie Hinterglieder der Proportion. Das vievte Glied insbejondere wird
bie vierte Proportionale zu den erften drei Gliedern genanut.

Gind in einer Proportion die inneven Glicder gleich), fo heift diejelbe
eine ftetige Proportion, 3 B. a:b = b:e. Dad innere Glied b wird
bie mittleve (geometrijhe) Proportionale oder dad geometrijde
Mittel su a und ¢, und ¢ bie dritte ftetige Proportionale 3u
a und b genannt.

Sind die Glicder einer Proportion lauter unbenannte Jabhlen, fo
Beifit Diefelbe eine Jahlenproportion, find dagegen die Glieder eines
feden Verhiltnifies gleichbenannte Jahlen, jo heiht fie eine Grifenypro-
portion. Jede Grifenproportion fann durd) Weglafjung der Benennung
nad) §. 114 in eine Sahlenproportion verwanbdelt werden.

Besichungen unter den Gliedern einer Proportion.
§ 116. 1. Sn jeber Proportion ift dad Product der
duferen ®lieder gleich dem Producte der inneren Glieder.

G2 jei a:b = e:d. NMultiplictert man bie Quotientengleichung

%—:% mit bd, jo erhalt man "”{’)d 7¥' und folglich ad = be.

Folgefah. In einer ftetigen Proportion ift Das Vuadrat
ber mittleren Proportionale gleid) Dem Producte derbeiden
anderen Glieder.

S asih—hicjoiitibt —rac.

Ymkehrung, 2. Aus zweigleichen Producten (a]3tfid) eine
Proportion bilden indem man die Factoren ded einen Pro-
bucted zu Gufieren, die Factoven ded andern Producted 3u
inneren Gliedern madt.

G2 fei ad = be, daher aud) be =ad. Dividiert man diefe gleichen
Uusbriicde folgeweije durd) bd, ed, ab und ae, jo ergeben fich folgende
Broportionen: :

Wb — cid c di—=a'h
Ahie — o bidi=—"a3c
dihe—"¢va ciai— d~ i,
dicr=—dhi-a hia = d:c

§. 117. Aus §. 116, 1 ntgt ferner:

Jebed dupere @ﬂteb efuer Baf)fenprnportwn ift gleid
bem Producte der beiden inneven Glieder dividiert durd
Das andere dufere Glied; und jedbed innere Glied ift gleidh
bem Producte der bHeiden duferen Glieder dividiert durd
bag andere inneve Glied.



3t a:b = e:d, baber ad = he, fo ijt

be ad

b
a=""d=2% mpbh ="~ o — 28
d a

¢! |15
Dicjer Sa ermiglicht eine Proportion aufzuldjen, da3d heift, aud
drei gegebenen Gliedern dad nod) unbefannte Glied finden.

Ymformung von Proportionen.

§ 118, 1. Jede Proportion bleibt ridhtig, wenn man
a)dieinneren Gliedev untervjid), b) dieduferenGlieder unter
jid), ¢) bie inneven Glieder mit ben Gufeven vertaufdht.

Folgt unmittelbar ausd §. 116, 2.

2. Gine Proportion bleibtvidhtig, wennmanein duferes
unbd ein innered Glied mit derjelben Bahl multipliciert,
ober beide durch diefelbe Jahl dividiert.

Folgt ausd §. 112, 3 und §. 118, 1.

Durd) Wmwendung diejes Sapes fann uman a) jede Proportion, in
welcher Briiche vorfommen, in gangen Jahlen darjtellen; b) jede Proportion,
in welcher ein duBered und ein inneved Glied ein gemeinfamed Maf Haben,
burd) diejed abfiirzen.

§ 119. 1. JIn jedber Proportion verhalt fich die Summe
pder Differeng deverjtenzwei Gliederzumerjtenoberzmweiten,
wie die Summe oder Diffeveny dev lepten zwei Glieder zum
pritten nder viertem.

Sft a:b = c¢:d, a = bq, ¢ = dq, jo hat man

(azb):a = (bg==b)sbg = (q=£1): 4
(e t=d):c = (dg=d):dq = (q==1):q; daher
(@=E=h)sa — (cd=d)ue:
Yuf dhnliche Weife erhilt man
’ (ai=i=b) ob = (e ==1d)itd:

2 Jnjeder Proportionverhdaltjich) die Summedeveriten
swei Glieder 3u derven Differens wie die Summe der lehten
3wei Glieder ju deren Differeny.

€5 it

@a+b):(@@a—b) = (bg+b):(bg—D) = @@+1):(q—1),

e+d:(e—d) = @dq+d):@q—d) = @+ 1D:(@—D);
bafer

(af+b):(@@a—>b) = (c+d):(c—4d).
3. I jeber Proportion gleidhartigeroder unbenannter
Bahlen verhalt fich) die Summe oder Diffevens der BVorber-
glieder 3ur Gumme oder Differens der Hinterglieder wie
jedes Borberglied u jeinem Hintergliede.
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Bertaufdht man in der Proportion a:b=rc:d bdie inneren Glieder,
jo erhilt man a:c = b:d. Nad) 1. ift dann
atc):a — (h==d):b,
und nad) BVertanjdung der inneren Glieder
(az=¢):(b4=-d) = a:b; folglih aud
G=Ecl b= dr—ic:d
und allgemein: (ma—=nc):(mb4nd) = a:b = c:d.
Perbindung mehrerer Proportionen.
§. 120. LWerden mehr ald wei Verbiltnifie einanbder gleid)gefest, o
entfteft eine fortlaufende Proportion; 3 B.

&l — b —cel —
Dieje fortlaufende Proportion {dhreibt man aud) jo an:
grehede et —sa tahite Gl an

wobei alle Borberglieder auf einer, alle Hinterglieber auf der andern Seite

pe3 Gleichheitszeichend ftehen.

Sn jeber fortlanfenden Proportion gleidhartiger nder
unbenannter Jahlen verhaltjid) diealgebraijde Summevon
BielfadenderBorbergliederjurcorvefpondierenden Summe
ber Hinterglieder wie irgend ein BVorderglied zu jeinem
Hintergliebde.

Hat man die fortlaufende Proportion

a8, = bbb = e
fo folgt ausd §. 119, 3
(ma-=nbh+pec): (ma, =nb, #=pe,) a:a,
b b,
—

§ 121. 1. Wenn man in zwei ober mehreren Propor-
tionendiegleidftelligen @lieder miteinander multipliciert,
jo bilben die Producte wieber eine Proportion.

Gind bie Proportionen

Il

a c
Pesd
f h
g5k
gegeben, fo erhilt man durd) Multiplication beiber Gleichungen
fhedacia o h 9
- _BL . E’ ——— E . 'E D er

af:bg — chidk.
Man fagt, die leste Proportion ift aus den gegebenen zujammen:
gefept.



57

2. Wenn man die gleidftelligen @i[teber sweier Pro-
Jpnrtmnenburcf)etnanberbzmbrert jobilbendieQuotienten
wiedber eine Proportion.

S
St + =< und
AR
Bk
gegeben, fo erhalt man durc) Divifion beider Gleichungen
4 f Fof i
Fia e obet
e e |
g IS

foarmonifdhe Proportionen.

§. 122. Drct Bablen a, b, ¢ bilben eine harmonifde Proportion,
wenn (a—Db):(b—c) = a:ec ijt; b Yeift dann die mittlere harmo-
nijde Proportionale oder dad8 harmonifde Mittel zwijden
a und e.

Aufgabe. Juzweigegebenen Jahlen diebdritte harmonifd
proportionierte 3u findemn.

Aug (a—D):(b—c) = a:c folgt ac—be = ab—ae, dafer

RERERbe
DA e
ab
AT T und
c Ldii2ne
i iy

Bufag. Fritber nannte man eine Gleichung zwijdhen 5me1 gletd)en
Differengen eine avithmetijche Proportion, wahrend bdie im Voraus-
gebhenden Bef)anbe[ten Proportionen geometrifdye Proportionen gummlt
wurden. Jn Ubereinftimmung mit §. 115 Beifit dag mittlere Glied einer
ftetigen avithmetijcdyen Proportion dad arithmetijche Mittel der beiden anbderen
Glieder.

Aus a—x = x—b folgt

b
i

Nimmt man in ber dritten Gleidhung beide Seiten rveciprof, jo er=
hilt man
Pt e
b 2ac S

Der reciprofe Wert ded harmonijdjen Mitteld weier Sahlen ijt dasd
avithmetijge Mittel Der veciprofen Werte beider Sablen

LRroportionen wurben bei den Griedjen in ber Geometrie vielfad) verwenbdet, 3)12
Unterjdjeibung der drei Mittel findet fich bei Nifomadjus (100 n. Ehr.),
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Anwendung der Proportionen.

Angewandte Aufgaben mit cinfadyen Verhaltnifen.

§. 123. Ecklarnng. a) Cine Function y heipt divect proportional
(gerade proportioniert) der BVerdnderlichen x, wenn zum mfaden Werte der
Berdnderlichen auch der mfache Wert der Function gehdrt; jomit ift der
Quotient beider eine conftante Jahl. -

i— = leiipes e — Tk ox

Der conftante Factor k wird der Proportionalitdtdfactor
genannt.

b) Eine Function y. feit indivect propovtional (verfehrt pro-
portioniert) der Vevdnderlichen x, wenn zum mfachen LWerte der Veriinbder-
lichen Der mte Theil der Function gehort; jomit ift dad Probuct beider
conftant.

Vi — ke obey vy — k.%.

Aus diefen Erilivungen folgt:

a) @ind zwei Avten von FJahlen gerade proportioniert,
jo ift bag Verhialtnid zwijden je zwei Jahlen der einen
Art gleich dem Verhdaltniffe zwijdhen den zwei zugehdrigen
Bahlen dber andern Art.

b) Sind zwei Arten von Jahlen verfehrt proportioniert,
jo ift bag Berhdaltnid zwijden je zwei Jahlen der einen Ant
gleid) dem umgefehrten Verhaltnijje zwifden den zwei zu-
gehorigen Sahlen der andbern Art. -

Beweis. a) y, = kx, | By i £l

S kx, %1
jomit e S k.i

YlZYse:X*ll:;lg' — X1 X5
Auf diejem Sape beruht die Lojung von Proportiongaufgaben, deren
Gropen in einfachen Berhiltnifjen ftehen — bdie jogenannte einfache
Regeldetri
Bemerkung, Hiebei it su beachten, dajs der Ausbdruct ,p Procent”
bem Sabe entipridht: zu 100 Cinbeiten der einen Art gehren p Cinheiten
ber andeven Urt,

Angewandie Aufgaben mit sufommengelehten Verhilinifen.

§. 124. Die Lojung von Aufgaben, deven Grifen in zujammenge-
gefepten Berhaltnifen ftehen — die fogenannte gufammengefeste Regel-
detri — beruht auf folgendem Sape:
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Hangt eine Avtvon Jahlen von mehreven anderen Arten
foab, bajdfiemitdenfelbeneingeln genommen theild gerabde,
theil8 vertehrt proportioniert ift, jo ift dbas Verhaltnis
swijden je gwei Jahlen der evjten Art gleid) bem gujammen-
defepten BVevhaltniffe ausd den einfaden beziiglid) gevabe
vber umgefehrt genommenen Verhdltnijjen zwifden den
sugehirigen Sahlen jeder andern Art.

Beweis, Die Function z fei den BVerdnderlidhen x und y gerade,
ber Verdnbderlidhen u verfehrt proportioniert, dann ift nad) § 123

1
o i el =

worin k der Proportionalitétsfactor ift; denn dann gehort bei conjtantem
y und u zum mfachen Werte von x aud) der mfache Wert von z u. j. w.
folglich, wenn zujammengehovige Werte durc) gleiche Jndiced bezeichnet

werden, 1
L = k-x1-Y1'f]’

1
AW T
Clen it B e

: e SR RN
fomit By S e
pber Ty %y = XYl XYl

3.8, Wenn 20 Arbeiter, weldhe taglid) 12 Stunden arbeiten, in
5 Wodjen einen Damm von 375 Meter Linge uftande bringen, in wie viel
Wochen werdben 12 Arbeiter, weldhe taglich 10 Stunden arbeiten, einen eben
jolchen Damm von 600 Meter vollenden ?

20 Axb. 12 St. tigli) 5 Wod). 375 Meter Linge
127 Coiqer e e R T %
xz == A0 12
= Jarariy
o 600 : 375
x:1 = 16:1; bafer x = 16 Wodjen.

§. 125. Beseidynet Z die cinfaden Jinfen, welde ein Capital C
in J Jabhren zu P Procent gibt, jo hat man Fur gegenjeitigen Bejtimmung
biefer Grifen folgende zujammengefelste NRegeldetri:

100 fl. Gap. in 1 Jahre P fl. Bind Z:P =0 ¢100
O S e iy J 1 Al ok
alfjo Z:P = CJ:100 und
100 Z — CPJ,
aus weldjer Formel fic) die Defannten Siige filv die Lbjung der Aufgaben
iiber die einfadhe Binsvedynung Derleiten lafjen.
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Die Theilregel.
§. 126. Soll eine gegebene Jafhl in mehrere Theile, weldje fich wic
andere gegebene Sahlen verhalten, getheilt werden, jo gefdhieht diefed duvcl
pieTheilregel ober Gejellidiaftsredhnung. Die Jahlen, durd) welde
a8 BVerhiltnid der Theile ausgedriickt wirh, feifen Verhaltniszahlen.
Sft nur eine Reihe von BVerhiltnidzahlen gegeben, o witd die ein-
fade, {ind mehrere Reihen von Verhiltnidzahlen gegeben, jo wird die
gujammengejebte Theilvegel angewendet,
€3 feien bet ber einfadjen Theilvegel s die it theilende Sabhl,
a, b, c und d die Verhiltnidzahlen. Werben bdie gejudhten Theile durch
u, X, y und z begeichnet, fo hat man die fortlaufende Vroportion:
e ieRyenin = sat thishee td nber
e —axiilh =—tyitiie =7 = d

bafer nach §. 120

- kv - b rbtoectd—u:a
== s gy
iy
S A

Dammu 4 x + y 4+ z=s fein mujg, jo erhdlt man

H—— e

8 8
afbtotd arbtetrd
8 8
Y= aFbtota CESErEa e
- § 127, Die zufjammengefepte Theilvegel [djst fid auf die
einfache uriidfiihren.

Soll eine Bahl s mit Bejugnahme auf mehrere Umitdnde in drei
Lheile x, y, z getheilt werden, die fich in einer Beziehung wie a : b : ¢,
it einer aweiten Begiehung wie d : e : f, unbd in einer dritten Begiehung
ie g : h : k verhalten, jo befteht nach §. 124 die Bedingung

2y o ni—rad o isbeh s efk,

Diefe Aufgabe (68t die einfadje Theilvegel.

8. B. Bu einer Unternehnung vereinigen fich drei Perfonen: A gibt
8000 f. auf 5 Monate, B 4000 fl. auf 6 Monate, C 2000 f. auf 8
Monate her. Die Unternehmung wirft einen reinen Gewinn von 460 .
ab; wie viel davon wird jede der drei Perjonen erhalten ?

Ta—

A 8000 ft. burch 5 Nton. | 40006 | 5 46.5 — 230 fl.
B4000 , , 6 , |24006|3 46.3 — 138 ,,
c2000,; , 8 , |166062 46.2 — 92,

460 : 10 = 46 460 .
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Dritter Abfdymitt,

Gleidyungen des erfien Grades.

§. 128. Die Gleichftellung gweier Sahlenausdriicte, welche gleichen

Wert haben, wird eine Gleichung genannt. J. B,
a=a (x + 2)? =x3* 4 4x + 4 bx — § = 3x,

Die Grifen, welde einander gleihgeitellt ywerden, heifen Theile
ooer Seiten bder Gleidjung und fommen eingeln wieder aud mehreren
®lieder beftehenr. Jn ber Gleichung Hx — 8 = 3x ift 5x — 8§ ber
erfte, 3x Der gweite Theil (linfe, rechte Seite); der erite Theil befteht aus
svei Gliedern Hx und — 8.

Man untericheidet identijche und Beftimmungsgleihungen.

Cine Gleichung, in weler ein Sahlenausdruct {ich felbjt oder einer
blofen Umformung bdiefes Ausdructes gleichgejebt wird, Deift eine iden-
tijdhe Gleihung; 3 B. a = a, x + 2)2 = x® 4 4x 4 4 Gine
identijche Gleichung bleibt fiiv jeden beliebigen Wert der darin vorfom-
menden allgemeinen Sahlen rvichtig. Jebe Fovmel fitr eine avithmetijche
Operation bifbet eine identijhe Gleichung.

Cine Gleichung, welche nuv fiiv beftimmte Werte einer oder mehrever
allgemeiner Sahlen, die in ihr auftreten, vichtig ift, bHeift eine Vefjtim-
mungdqleichung, aund) blof Gleidung im engeren Siune. J. V.
bie Gleichung Hx — 8 = 3x ijt nur ridtig, wenn man fiiv x den Wert
4 fett. :
Diefe allgemeinen Jahlen, fitv welde die eben evwibhnten Werte be-
ftimmt werden jollen, Heifen Unbefannte und werden gewshnlich duveh
bie lepten Buchjtaben x, y, z... bes Alphabets begeichnet. Enthilt eine
Gleichung mehrere allgemeine Jahlen, jo faun man jebe bderjelben al8
unbefannt und die iibrigen al8 befannt betradyten.

Die Werte der Unbefannten, weldhe in bdie Gleichung jubjtituiert
diefelbe zu einer ibentijhen machen ober ihr gemiigen, Heifen Dbie
Wurzeln der Gleichung; dieje Werte beftimmen, heift die Gleichung
auflifen.

Sn - einer Beftimmungdgleichung bedbeutet bemnach) dag Gleichheits-
seichen nidit ,ift gleidh” jondern ,joll gleidh fein®.

§. 129. Nad) der Anzah! ber Unbefannten, welhe in einer
®leichung vorfommen, unterjcheidet man Gleichungen mit einer, mit wei
und mit mehreven Unbefannten. J. B. 5x — 8 — 3Ix ijt eine
Gleichung mit einer, bx — By = 8 eine Gleiung mit zwei, Tx = 3y
— bz + b eine Gleichung mit 3 Unbefannten. -
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Tritt die Unbefannte nur als Bafid einer Poteny auf, jo Heifpt die
Gleichung abgebraijd); alle anderen Gleichungen beifien transdcendent.
Die Lehre von ben algebraijdjen Gleichungen heipt Algebra im engeren
Sinne. JIm weiteren Sinne wird dad Wort Algebra fiir allgemeine Arith-
metif gebrandt.

Das Wort Algebra flammt von dem avabifdjen Worte aljebra (Herftellung), womit
bie Buriidfiijrung einer Gleidung auf eine Beftimmte Grundform begeidinet wurde,

Gine algebraijdhe Gleidpung Heifgt geordnet, wenn die linfe Seite
ein nad) Potenzen dev Unbefannten geordneted Polynom ijt, wobei das
erfte Glied den Coefficienten |+ 1 hat, Ddie vedhte Seite hingegen gleich O

ift 3. B.
x +2x* +2x +1=0.

Der Potenzerponent der Unbefannten oder, wenn mehrere Unbefannte
in einem &liede vorfommen, die Summe ihrer Erponenten ift der Ordnungs-
erponent ded Dbetveffenden Gliedes. Jft der hichjte Ordnungderponent
einter geordneten Gleicdhung 1, 2, 3, 4 ober allgemein n, jo beifst die Gleichung
beziiglid) vom evjten Grabe oder [inmear, vom jweiten Grade ober
quadratifd, vom dbritten Grabe oder cubijd), vom vierten Grabe
oder biquadratijd, allgemein vom nten Grabe.

Cine Gleichung, welche aufper der Unbefannten nur bejondere Jahlen
enthilt, Deift eine numerijde oder Jiffergleichung; 3. B. 4x — 3
= 5. GCine Gleidhung, tweldhe aufer denm Unbefannten aud) allgemeine
Bablen enthilt, beipt eine Budyftabengleidung; 3 B. ax — b =
cx 4 d.

I. Gfeidiungen des erfien Grades mif einer AnbeRannfen.

§. 130. Da3 Aufldfen der Gleichungen des erften Graded beruht
auf den vier Sipen fiber die BVerbindbung gleicher Sahlen durch bicfelbe
Rechenoperation. Diefelben erhalten zwecmifig folgenden Wortlant:

1. Gine Gleidhung bleibt vichtig, wenn man zu beiden
Seiten derjelben eine und diefelbe Bahl abbiert oder von
beiben Seiten diejelbe Sahl fubtrahiert.

RNach diejem Sape fann man jeded Glied von Dder eimen Seite mit
dem entgegengefebten Vorzeidgen auf bdie anbere Seite bringen (transg-
ponieren), wie aud) gleidhe Glieder auf beiben Seiten weglafjen.

B8 o0u8 x+a=>» folgt x = b — a,

W BE e s o i8X =

2. Gine Gleidjung bleibt ridhtig, wenn manbeideSeiten
perfelben mit Devjelben Zahl multipliciert

Mit Hilfe diefes Sapes fann man jede Gleichung von den Nennern
befreien, indbejondere auch ben Coefficienten der Unbefannten, wenn er
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negativ ift, durc) bdie Multiplication beider Seiten mit — 1, d. i. durd
Berinderung aller Vorzeiden, pofitiv davjtellen.

8.8 a3 = —b=c0 folgt x — ab = ae,
., —X=—25 iy Foi=—4h:

3. Cine Gleichung bleibt richtig, wenn man beide Seiten
perfelben durc) diejelbe Jah! divibiert.

Hiernach) fann man eine Gleichung, deren beide Seiten einen ge-
meinjamen Factor Haben, durch diefen abfiivzen, ingbejonbdere auc) den
Goefficienten ber Unbefannten, wenn er von 1 verjdhieden ijt, wegjchaffen

3. B, aus 6x = 4 folgt B =2
Fx =2 i X %

Bufak. Wenn bie linfe Seite einer auf Null vebucievten Gleichung
in mehreve Factoren gerlegt werden fann, weldje die Unbefannte enthalten,
o wird der Gleihung nach) § 37, Bujap 3 geniigt, wenn man jeden ein=
selnen Factor gleid) Null fest. Dadurd) zerfallt die vorgelegte Gleichung
in mefrere Gleichungen von einem niedrigeren Grabe, deven Wurzeln aud)
ber gegebenen ®Gleichung geniigen. 3. B.

x2 — 4 =20 ober (x4 2) (x — 2) = 0 gerfillt in
x4+2=0 undb x —2 =0

Wenn daher beidbe Seiteneiner Gleichung einen gemein-
famen Factor enthalten, in weldhem die Unbefannte vor-
tommt, jo darf man duvcd bdenfelben nur dividieren, wenn
man gleichzeitig Diefen Factor gleid) MNull fept. Dadurcd
erhilt man zwei Gleidungen, deven Wurzeln der gegebenen Gleidhung ge-
niigen. 3. B. i

x—1(x—2 =3 x—1) gerfillt in
X —1=0 umdb x — 2 =23 mit den BWurzeln
g LR A

§.131. Aud den in §. 130 angefiihrten Sden evgibt fid fiiv die A uj-
[6fung der Gleichungen ded erften Graded mit einer Unbe-
fannten jolgendes Verfahren:

1. Gnthalt die Gleichung Briiche, jo werden die Renner meggeicf)aﬁt,
indem man beide Seiten der Gleichung mit dem Fleinften gemeinjamen Biel=
fachert aller Jenner multipliciert. (Wegjchaffung der Briid)e.)

2. Rommen in der Gleihung durch Klammern verbundene Wusddriice
vor, jo werben die Rlammern durd) wirfliche Ansfithrung der angezeigten
Dperationen aufgeldst. (Auflojung der Klammern.)

3. Alle Glieder, welche die Unbefannte enthalten, werden auf die eine

Seite der Gleichung gebracht und gujammengezogen; die iibrigen Glicder

rr
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werden auf die andere Seite iibertragen und ebenfall reduciert. (LTrang-
ponteren und Reducieren.)

4. Man befreit die Unbefannte von ihrem Coefficienten, indem man
beide Seiten der Gleichung duvc) denjelben dividiert. (Divifion durd) den
Coefficienten der Unbefanmuten.)

Durd) diefe Trandformation erhalt man jhlieplid) ald Aufldjung
X = a, wo X Die Unbefannte und a ein nur aud befanuten Jafhlen be-
jtehender Ausddruc ift.

§. 132, CineGleichung bederften Graded miteiner Unbe-
fannten hat nur eine Wurzel

Die allgemeine Form einer linearen Gleidjung ift

ax |+ b = 0.

Diefelbe hat die Wurgel: x = — %

Bufoh. 3t a = 0, b endlich und von O verjchieden, jo geniigt nad)
§. 49, 8 ber Gleidung feine endliche ahl.

Siba—=0amb b = 0 . Joiftx — — —g— (unbeftimmt).

D. §. bie gegebene Gleichung ijt feine Beftimmungdgleichung, jondern
cine identijdhe Gleichung.

Probe. Um fi) von der Ridtigleit der Wuflbjung zu iiberzeugen,
jubjtituiert man den gefundenen Wert fiiv die Unbefannte in die gegebene
Gleidgung und bringt die Ausbdriie auf beiden Seiten auf die einfachjte
Geftalt. Grhalt man beiderjeitd dagfelbe Refultat, d. i. wird die Gleichung
3 einer identijdjen gemadht, jo ift die Aufldjung vidhtig.

Brifpicle,
7 11 5 s TG o6
e SR g
14 —~ 11 —5x - b G
B — B S g
9 15__5
Xzz—'g. _5_."_—2—
{ B
i i
Bt u i aetogoud
2q = Oa + bx =D 2a.—b:29.—b
bx —2ax =h — 23 2x 5
(h—=2Ra) x — b = 23 %zl
el L

Dag weite Beifpiel geigt, dafs man zwweilen mit BVortheil von dem
in §. 131 vorgejdriebenen Verfahren abweichen fann.



65

IL. Gleidungen des exfien Grades mif ywei oder mehreven AnbeRannten.

§. 133. Gine Gleihung Beit beftimmt, wenn bdiefelbe fiir jede
Unbefannte nur eine oder eine bejhrantfte Anzahl von Wurgeln gibt, Hin-
gegent unbeftimmt, wenn bdiefelbe fiiv jebe Unbefannte unendlid) viele
LWurzeln gibt. :

Cine Gleidhung mit 3wei Unbefannten ift unbeftimmt; man foun
fiiv die eine Unbefannte jeben Dbeliebigen TWert annehmen und nach) Ein-
jepung dedjelben burch) Anfldjung der entjtehenden Gleichung einen uge-
hovigen Wert fiiv die andeve Unbefannte finden; bdie eine Unbefannte ift
alfo eine Function der anberen. Diefe Unbejtimmtheit hort auf, wenn nodh
eine gweite Gleichung mit denjelben Unbefannten gegeben ift. Dann ent-
fteht die Aufgabe, fiiv die beiden Unbefannten jeme Werte zu finden, weldhe
Deiden Gleichungen gleidhzeitiy geniigen. Died gejchieht, indem man bdie
eite Unbefannte eliminiert, da3 feifit, aud den beiben gegebenen Glei-
dungen eine dritte Gleichung, die Eliminationdgleidyung, herleitet,
welche dieje Unbefannte nicht mehr enthalt. Durd) Aufldjen der Elimi-
nationdgleihung erhalt man bden Wert fitv die andere Unbefannte, und
purd) Subftitution diefed Werted in eine Der beiden gegebenen Gleichungen
ober nochmalige Wnwendung ded Eliminationgverfabhrend fann man bdie
erfte Unbefanunte bejtimmen.

§. 134. Eliminations-Methoden.

1. Die Comparationd-Methode. Man beftimmt den Wert
bevjelben Unbefannten aug Dbeiden Gleidnngen, febt diefe Werte einander
gleic) unbd 198t die Dbaburd) erhaltene Gleicdhung, weldhe nur die anbere
Unbefannte enthdlt, anf.

Fpi o e B e B o] B
jomit: 9—"% LSRR o e g 1
94 — 3x=10x — T
13x = 169
X = 13

y —2.13 — 15 = 26 — 15 =-11.

2. Die Subjtitutiond-Methode. Man fudht bden Wert einer
Unbefannten aud einer Gleichung und fubjtituiert Ddenjelben in die anbdere
Gifleichung; dadurch erhilt man eine Gleichung mit nur einer Unbetannten,
weldhe dann aufgelddt wird.

Brifpiel. 6x — 13y = 48,

2x + 3y = 16.

Docnif-Neumann, Lehrb, d. ?Iuim;uﬂil u. Algebra f. 0. obexen €1, b, Mitteljdh. 25. Aufl. 7]
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Aus der erften Gleidhung folgt x = §S—+i31 ; oird diefer Wert in
die sweite Gleichung fubftituiert, jo hat man
2.ﬂiﬁl—3—y + 3y = 16, woraud y = 0 folgt.
©ubftituiert man diejen Wert von y in den Ausdruc

. 13.0
X = 4——8”1:3 Y fo findet man x — ﬁ_f_s 3.0 _ g,

3. Die Methode dev gleichen Coefficienten. Man bringt beide
Gleidungen auf die Form ax 4+ by = ¢ und verjdafft in beiden Glei-
dungen der zu eliminierenden Unbefannten buvd) Multiplication aller
Glieder mit etnem geeigneten moglichft fleinen Factor gleihe Coefficienten
und addiert oder fubtrabiert die neuen Gleichungen, je naddem diefe Coeffi-
cienten ungleiche oder gleidhe Borzeidhen haben; die dadburd) evhaltene lei-
dung mit einer Unbefannten wird dann anfgeltst.

Beifpiele.
1.4x + 19y =11 8- . Sac Ehy =l b |— g
6x — by = — 17|—2 ax + by =¢'|—Db| a
51y + 10y = 35 + 34 ab’x — a'’bx = b'c — be’
67y = 67 A el
y = 1; T ab'— a'b?
4x 4+ 19.1 = 11 o abys Abges - 90 - o
A Faith— g0
abi —<a'b

X = — 2
4. Die Methobde der unbeftimmtien Coefficienten (Bé-
zout’iche Meethode). Jachdem man beide Gleichungen anf die Form ax 4
by = ¢ gebracht hat, multipliciert man bdie eine Gleidhung mit einer 1nbe-
ftimmterr Bahl m und abdiert {ie in diefer Geftalt zu der anderen Glei-
hung. TWahlt man nun m fo, dajd der Coefficient der zu eliminierenden
Unbefannten = O wird, fo fann dann aus dev neuen Gleidhung die anbdere
Unbefannie gefunden werder.
Brifpicl. 3x 4+ 4y = 24
5x — 3y = 11.
Neultipliciert man bie crfte Gleihung mit m und addiert fie danrn zu
per weiten, jo ergibt fid)
Bm + 5) x + (dm — 3) y = 24m -+ 11.
Wm y su eliminieven, fept man 4m — 3 = 0, aljp m = %;bann
hat man
B2 +hx= 24.2 4 11,
woraus x = 4 folgt. Wit x eliminiert, indbem man 3m 4 5 = 0,
aljp. m = — g— febt, fo erhilt man y = 3.
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Bufihe. a) Welde von den vier Eliminations-Methoden in jedem
befonbeverr Falle am vortheilhafteften angmwenden fei, mufd aus dev Be-
fhaffenteit der Coefficienten der Unbefanuten beurtheilt werden.

b) Kommen in den gegebenen Gleidjungen itberall bdiefelben BVerbin-
bungen der Unbefannten 3. B. ihre veciprofen Werte vor, jo ijt e8 am ein-
facjten, diefe BVerbindungen felbft als bdie eigentlichen Unbefannten angu-
feben und aud ihnen nadjtriglich die urfpriinglichen Unbefannten zu be-
vecdhuen. 3. B.

2 3 5 2
;+y_1=13ﬁﬂb;*—y_1:4-

Sept man —:; = Tt ﬁ = y’, fo hat man
2x' 4 3y’ = 13 und 5x' — 2y' = 4,
und finbet x' = 2, y' = 3, woraud dann x = %, y— 1= % und

y = 13 folgt. ,
§. 135, Die in §. 134, 3 qud den allgemeinen Gleichungeir
ax 4+ by = ¢,
a’x + by = ¢
erhaltenen Werte
ble —be', = = ac — ale

e s L e P
laffen exfefen, baf3 e Fille gibt, in Denen Die gegebenen zwei Gleichungen
sur Beftimmung der in denfelben vorfommenden zwei Unbefannten nicht
geeiguet find.

1. Die Werte von x und y find unbeftimmt, wenn ab’ = a’b und

b'e = be’ und baher aud) ac’ = a'e ift, weil dbann x = % umd y = %

wird, Diefer Fall tritt immer ein, wenn bdie eine Gleihung von ber
andern abhdangig ift. Denn fept man a = a‘'m, wo Ddann aud) b =
b'm und ¢ = ¢'m wird, jo nehmen bdie gegebenen Gleihungen folgende
Fornt an:
a‘m x 4+ b'my = ¢'m,
a'x 4+ b'y = ¢/,

woraud hervorgeht, daj3 die erfte Gleichung durc) blofe Wmformung, nim-
lid) duvd) Multiplication mit m, aud der zweiten Hervorgegangen, folglich
vor biefer abhingig ift.

2. Die gwei Gleichungen lafjen ferner feine endlidhe Anfldjung zu,
wenn in ben obigen Ausbriicen fiir x und y der Nenner = 0O, die Jdhler
aber von O verjhieben find, wenn alfo ab’ = a'h, dagegen etwa be' =
b'e ift, weil man bann fiix x einen Wert von ber 301:111% exhilt, bie

feinen Sinn fat (§. 49, 8)., Diefer Fall tritt immer ein, wenn die wei
5*



68

gegebenen Gleichungen einander widerftreiten. Denn fept man a =
a'm, aljo audj b = b'm, fo nefhuten die gegebenen Gleichungen ntgenbL
Form an:
a'mx + b'my = ¢,
a'x &by =:¢,
woraus ¢'m = c¢ folgen wiirde, wad jedoch einen Widerfprud) enthalt, da
nach) der Borausjepung be’ < b'e, alfo bT‘ff§ ¢, ober ¢‘m < e fein muis.

Ausd zwei Gleihungen mit wei Unbefannten Fonnen bdemmach die
Werte biefer Unbefannten nur dann beftimmt werben, wenn die beiden
Gleidgungen von einander unabhingig find und einander nicht
wiberftreiten.

§. 136. Bur Bejtimmung von drei ober mehreven Unbefannten
miiffen eben jo viele von einander unabhingige und fidh) nidht widerftrei-
tenbe Gleichungen gegeben fein.

Um ein Syftem von n Gleidungen mit n Unbefannten  anfzuldjen,
eliminiett man aud je wei Dder gegebenen Gleidjungen bdiefelbe Unbe-
fannte; dadburd) erhalt man n — 1 Gleihungen mit n — 1 Unbefannten.
Diefed BVerfahren fept man fort, 6id man ulept nur eine Gleidung mit
einer Unbefannten erhilt, aus welder fich der Wert diefer Unbefannten
ergibt. Der gefundene Wert wird in eine Dber zundd)jt vorhergehenden
swei Gleidgungen fubftituiert und dadurd) eine pweite Unbefannte beftimmt.
Die beiden gefunbdenen Werte fubftituiert man dann in eine der vorher-
gehenden Gleicdungen, u. §. 1., und beftimmt auf diefe Art nad) und nad
oie Werte aller Unbefannten. -

Man fanun aber aud) bdie Methobe der unbeftimmten Coefficienten
amwenbden, inbem man die Gleidungen, mit usnahme einer eingigen, folge-
weife mit ben unbeftimmten Saphlen m, n,.. multipliciert und fie in diefer
Geftalt g ber unvevdndert gebliebenen (Sjiucfjuug abdiert. Mean erhilt
baburd) eine neue Gleichung, aus welder eine jede der Unbefannten be-
ftimmt werben fann, wenn man die Coefficienten der itbrigen Unbefannten
= 0 febt, wodurc) man zu ihrer Beftimmuig jo viele Gleichungen evhilt,
al8 unbeftimmte Coefficienten vorfanbden find.

Beifpiel, 83 + by 4+ 2z — 24,

6x — 3y + =z =— 3.
4x 4+ 9y — 6z = 4.

Gollen biefe Gleihungen nad) der Methode der unbeftinunten Coefjiz
cienten aufgeldst werben, jo multipliciere man die erfte mit m, bie zweite
mit n und addiere su bcuieren bie dritte. Man erhalt daburc)

(8m+6n—|—4)x—}-(5m-—-3n+9)y—|—(2m—.{-n—_—6).z=24m—|—3u +4.
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Um aug diefer Gleidhung x zu Geftimmen, fepe man
bm —3n 4+ 9 =0 mmd 2m 4+ n — 6 = (,
woraud fidh m = 3 wnd n = 4 ergit. Durd) Subftitution dicfer
Werte in Der obigen Gleichung folgt dann
B+ 64 +4x =242 43844
und baher x = 1.
Auf analoge Weife erhilt man y = 2 und z =3,

III. Anwendung der Gleidungen des erfien Grades.

§. 137. Jn jeder Wufgabe, mag fie nmur einen eingelnen bejonderen
Fall betveffen ober gany allgenmein gejtellt jein, werben gewifje Bedingungen
angegeben, denen die zu juchenden Bahlen geniigen jollen. Das Eejdaft
per Algebra Dei der Aufldjung von Wufgaben ift ein dreifades.

1. Der Anjap einer ober mehrerer jujammengehirviger Gleichungen,
b. 1. die Ulbertragung der Bedingungen der Aufgabe aus der gewdhnlichen
Wortipradye in die algebraijdhe Beicheniprache;

2. die Aufldjung der gebildeten Gleihungen;

3. die Didcujfion ober Deutung ded erhaltenen NRejultated, weldje
bie verfchiedenen mbglicdheriweife eintvetenden Fille und bdie ﬂ%tbmgun;en
per Qigbarfeit der Aufgabe zu evdrtern Hat.

Fiiv dad Anjepen der Gleidhungen fonnen feine allgemeinen Regeln
gegebent werden; e3 ift bag Wert ded Scharffinned und faun nur duvd
vielfaltige 1oung geldnfig gemac)t werden. Anfingern fann folgende Regel
ald einigermafen leitende Vor{drift bdienen: Man Dbetrachte die gegebene
Aufgabe vorliufig ald anfgeldst und behandle bdie Unbefannte jo, iwie e3
bie Bedingungen der Aufgabe erfordern; daburch erhilt man fiir eine und
dicjelbe Grife zwei verjdieden geformte Ausddriicte, weldhe einander gleidh-
gejtellt Ddie wverlangte Gleichung geben. Die Digcujjion ift bejonbers
bann von Widptigleit, wenn bdad NRejultat ein allgemeines ift oder eine
negative Aufldfung enthdlt.

§. 138, Beifpiele.

1. A ijt a Jahre, B b Jafhre -alt; nach wie vielen Jahren wird A
poppelt fo alt fein ald B?

Nad) x Jahren witb A a 4 x, B b - x Jabhre alt; man hat daber

a4+ x=2 (M -+ x), und
x = a — 2h.

Discuffion. it hier a<<2b, jo ift x =— (2b — a), aljo negativ.

Da eine negative Jahl Jahre feinen Sinn Hat, fo ift in Ddiejem Falle die
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Aufléjung der vorgelegten Unufgabe unmoglidh). Wiivde man aber in de
obigen Gleidjung — x ftatt x fepen, jo erhielte man
a—x=2 (b — x), und
x = 2bh — a.

Wenn man daher fragen wiirde: Lo wie viel Jahren war A doppelt
jo alt al3 B? fjo gibt bie leptere Gleidhung dafiiv die LWjung x = 2b
— a, 0. §. vor 2b — a Jahren.

Der abjolute Wert einer negativen Wurzel einer Gleihung . ded erften
Graded geniigt einer anderen Gleichung, weldhe aud der erften durch Hnbe-
rung de3 Borzeidhend der Unbefannten gebildet wird, und fann die Auf-
[6fung einer Aufgabe enthalten, in welder bdie %mgeguf)t der norquegtv
Aufgabe im entgegengefeten Sinne genommen wird.

2. Bwei Korper K und K find auf einer geraben Qinie in der-
felben Richtung mit den Gejdywindigleiten ¢ und ¢ in gleichfdrmiger
Bewegung und gehen gleichzeitiq begiiglich durch die Punfte A und A,
poit Denen A’ um d fingeneinbeiten ritfwdrts von A" legt. Nad) wic
piel (x) Beiteinheiten werden beide Kirper zujammentreffen ?

K’ Tegt in x Beiteinheiten e'x Sﬁngeneinbeiten guriict,

K“ r rr X n C k

Jn bem Momente, da beide Kdrper in emem %unfte M zujammen-
treffen, haben beide von A’ (oder vonm A“) bie gleiche Cntfernung; jomit,

AM = A“M 4 A'AY” pder A'M = A'M — A’A"
cx =e¢'x 4 d e'x = e'x — d
dafer x — ——3
Ci—-G

Discuffion. a) So lange ¢’ > ¢*, ift x pofitiv, und ez gibt eine He-
jtimmte Beit, nad) weldher die Korper jujammentreffen. Wenn ¢’ = ¢
aljp ¢! — ¢ = 0, jo wird x = %—; pie Auflojung ift unmoglidh. Dic
beiden Sovper behalten unverindert die Entfernung d bei. - Jjt ¢ << e,
fo witdh x = — ch—Tr woraus folgt, dbajs in diejem Falle die Auj-
(6jung Der Anufgabe, fo wie fie geftellt yourbe, unmiglid) ift, was aud) jchon
an fid) einlenchtet, indem fich bder Bintere Korper K’ langjamer als der
vordere K Dewegt, beibe alfo nicht nur nie zujammentreffen, jondern fich
von einander immer mehr entfernen. Um iibrigens auch dem negativen
Werte von x eine Deutung gu geben, braud)t man nur in der gegebenen
Aufgabe die Frage im entgegengefepten Sinne ju ftellen, nimlidh: Vor wie
piel Beiteinbeiten waven beide Rirper ujammengetroffen? Dann gibt der
abjolute Wert von x die Unufldjung der jo gedinderten Anufgabe und dritckt
aud, dajs bie zwei Kirper vor c—.%? Beiteinbeiten zujommengetroffen
waren.
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3. Bwei Korper bewegen fich gleidzeitiq von 2 Puntten, welde bdie
Cntfernung d Haben, gleichformig mit Den Gejchwindigfeiten ¢ und ¢’
gegeneinander. Wann treffen fie zufammen?

Die Jeit vom Beginn der Bewequng bid jum Jujammentreffen werde
mit X bezeichuet. Jn diejer Beit legt der erfte Korper den Weg e'x, ber
sweite Sorper den Weg ¢''x zuviid. Beide Kovper treffen in einem Punfte
sujammen, wenn die Summe ihrer Wege gleid) der Entfernung der Wus-
ganggdorte ift; fomit e’x -4 ¢“x = d, daher

a
ol —a

Diejes Refultat wird unmittelbar aus dem fritheren (Beijpiel 2) exhalten,
wenn man die Gefdhwindigleit be3 zweiten Kovperd, bda er die entgegen-
gefebte Bewegungdrichtung hat ald ber erjte, negativ nimmt.

Die unter 2. und 3. aufgeftellten Gleihungen fonnen auch jur Be-
ftimnning einer andeven Grife bdienen. Die algebraijhe Aujlsjung einer
allgemeinen ufgabe beantoortet daher nicht blof die unmittelbar geftellte
Aufgabe, fie liefert zugleich die Aufldjung fiir eine gange Gruppe vou ver-
wanbdten Aujgaben und geigt den inneren Jujammenhang, in welhem bdie-
felben unter einander jtehen; indbejondere dienen die negativen Werte dazu,
um die Befdhrinfungen aufpubheben, welde in eine Aufgabe gelegt wurbden,
und um dadurc) diefe in ihrer llgemeinheit vollftandig zu [bjen.

4. Man Hat gwei gleidhartige Stoffe; von dem erften ift der Wert einer
Cinheit = a, von dem weiten = b. Man joll aus beiden eine Mijchung
madjen, die m Einbeiten enthalt und von weldher jede Cinbeit den Wert ¢
hat. Wie viele Cinheiten mufd man von jedem Stoffe zu dicjer Mijchung
nefmen ?

E3 wird voraudgejept, dajd Dber Wert der Mijdung gleid) ift den
LWerten der dazu verwendeten Stoffe.

Bezeichnet x die Anzahl der Einbeiten, welche man von dem erften
Stoffe nehmen mujd, und y bie Angahl der Cinbpeiten, weldhe man von
dem gweiten Stoffe nehmen mufs, jo ift

X 4+ y=mund ax 4+ by = cm, baher

¢i=—=b a— 0
x__a__b.m, y—;h.m.

Die Auffuchung dez Mijdhungsverhiltnifies der beiden Quantititen
Xty = (¢ —Db) : (@ — ¢) bilbet die fogenannte Alligations-

redynung.

5 —
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Pierter Abfdynitt.

Potensieren, Radicieren und Logarithmicren.

Die Rednungsacten der dritten Stufe,
L Ton den Pofenjen.

§. 139. Erklavung. Cine Sahl a jur nten Potenz erfheben
pber mit n potenzieren heifyt, anmal al8 Factorjepen (§. 40)
Man nennt a die Grundzahl oder Bajis, n den Erponenten und
bie gejuchte Bahl die nte Potenz von a. Man jdhreibt a» = p. Eine
Poteny it demnad) ein Product gleidher Factoren. Der wiederfehrende
Factor heift Bafis, die Anzahl der Factoven Heift Erponent.

Folgefake.
gefo a) I» = 1. b) 00 = 0.

Bufah. Die vorftehende Crfldrung Hat junddit nur dann einen Sinn,
wenm, der Erponent eine gange pofitive Jahl und > 1 ift.

Redyengefele.

§. 140. 1. Potenzen bderjelben Bajid fann man multi-
plicieren, inbem man die gemeinjame Bajis mit der Summe
per Crpounenten potenziert.

a™.an = amt®  Peweid in §. 40.
Aua der Fortbauer diejes Lehriaped und der Definition folgt
al = a. (8. 40)

2. Mmgefehrt: Cine Bahl fann mit einer Summe poten-
giert werden, indem man Ddiefelbe mit jedem Summanden
potenzievt und die erhaltenen Potengen multipliciert.

§. 141. 1. Potenzen derfelben Bafid fann man divi-
pieren, inbem man die gemeinfame Bafid mit der Differens
ber Grponenten ded Divibends und Divijors potengiert.

am : a]:l —_— am—u_

Die Ridtigleit diefer Gleichung fiir m > n wurbe in §. 55 bewiefen.

2. Umgefehrt: Gine Zahl fann mit einer Differens poten-
siert werden, indem man diefelbe mit dem Minuend und mit
bem Subtrahend potenziert, und die erfte Potenz durd) die
jweite Dividiert.

Diefer Sap ift alfo nur giltig, wenn bdie Differeny eine von RNull
ver{djiedene pofitive gange Bahl ift.
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§ 142. 1. Cin Product fann mit einer Jahl potenziert
wevden, inbem man jeben Factor mit der Jahl potenziert
nnd die evhaltenen PLroducte multipliciert.

(ah —earihe
Beweis. (ab)™ = (ab).(ab)...... (ah)
= (a.a....a3).(b.b...D) (§. 38)
== ahn

2. Umgetehrt: Potenzen desjelben Crponenten fann man
multiplicieven, indem man dad Product ber Bajen mit dbem
gemeinjamen Erponenten potengiert.

§ 143. 1. Cin Quotient (Brud)) fann mit einer JFahl
potenziert werden, indem man Dividbend und Divijor mit
ber Bahl potengiert und bie erfte Potenz durd) bie zweite

Dividiert. a > am
(B-£

Der Beweisd ift demjenigen zu § 142, 1 analog.

2. Umgefehrt: Potengen dedjelben Erponenten fann man
bividieren, indem man Den Quotienten der Bajen mit dem
gemeinjamen Crponenten potenziert.

Folgefah. Die Potens eined auf die einfadite Form ge-
bradten edhten oder unedten Brudes fann nie eine ganze
Jahl jein.

Folgt aud 1. unter Beiziehung von §. 74, 2.

§. 144. 1 Gine Poteny fann mit einer Jahl potengiert
werden, indem man dieBafisd mitdem Producte beider Erpo-
nenten potenziert.

(am)n = gmn

n
Bewefs,. @°)° — am.am . L. am
i R i

0t

2. Umgetehrt. Cine Jahl fann mit einem Producte po-
tenziert werben, indem man diejelbe mit bemeinen Factor und
bie erhaltene Poteny mit bem andern Factor potengiert.

Solgefah. Die Poteny einer Potens bleibt unverdnbdert,
wenn man die Crponenten unter einander vertaujdt.

qmn — (am)n v (El.“)m_

Da3 commutative Princip findet bei den Potengen nidht jtatt, da a™

bont m* im allgemeinen verjdhieden ift.
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Perbindung von Gleidjungen und ngleidungen durd) die Potensicrung.

§. 145. 1. Gleide Bahlen mit gleichen Sahlen potenjiert
geben Gleidjes.

Sa = b et a4~ ="b="(§.746.° 1),

FSolgefah. Wenn man alle Glieder einer Proportion mit der-
felben Bahlpotengiert, jo exhalt man wieder eine Proportion.

It a:b = ece:d, o mujd audhy (a:b)® = (c:d)™ folglich
e e g du (8 0145 1) fein.

2. ®rofered mit Gleichem potengiert gibt Griferes.

St a = b o it a® = b (§ 46, 3).

Folgefaly. Wenn ILZ 1, jo ift begiiglich am -~>< 1

3. Gleidhed mit Sriferem potengiert gibt Groferes nder
Rleineres, je nadhdem die Bajis grifer oder fleiner als 1 ijt.
Lorom > qn'anba > 1 Behicoam = ho

PBas ey | e At

Boweis a) a2 — an b) e
azazic Pl g |

a® = an (8 46 2) an

Potemen mit algebraifdyer Bafis.
§ 146. 1. Cine Potenz mit pofitiver Bajisd ift pojitiv.
(+ a» = 4 am.
2. Gine gerabe Potenz mit-negativer Bafis ift pojitiv-
Gine ungerabe Potenz mit negativer Bajis ift negativ.
(_ a)2n e _I_ a0
(— a)lm+tl — __ gonil

Potengen, deren Exponent Mull, negativ oder unendlidy ift.

§. 147. RNad) der urfpriinglichen Definition des Potenzierens mufs
per Grponent eine pofitive gange Jahl fein; demnach find a® und a—m be-
beutungdloje Symbole. Will man auc) diefe Potenzformen beibehalten, o
muid man denfelben, da O und — m Differenzen find, jene Bedeutung beie
legen, weldje durd) Unwendung de3 Lehriages iiber das Potengieven mit
einer Differeny (§. 144, 2) erfalten wird, alfo wicderum bas Princip der
Fortdauer der Operationdgefepe befolgen.

Erklarnngen, 1. a® = amm — gm.gm ]

Cine Potensz mit dem Crponenten O ift fiir jede endlid
Bajis gleich 1.

1

2. a ™ — gp—(p+m) — aP : gptm — gp . (ap _am) J— =
1

ober & — gt m gl gmi . -
am
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Cine Potenz mit negativem Crponenten ift gleid) dem
veciprofen Werte Derjelben Potenz mit dem entipredenden
pojitiven €rponenten.

Solaefiise. @) Da = (1) ift, fo it auhar =(1)" Gine
Toteny mit negativemErponenten ift gleid) dDem veciprofen
Werte der Bafid potengiert mit dem entipredenden poji-
tiven Grponenten.

Die Amvendung bdiejes lepteren Saged empfiehlt i), wenn die Bafis
ein Brud) ift.

b) Aus a—r = a% folgt a».ap=1, folglich) ift and) a»= ;_E;
Jan faun Ddaber jede Poten, bdie im Jiahler eined Bruches als Factor
vorfommt, al8 Factor in den Renner, und wumgefehrt, iibertragen, wenn
man dad Borzeichen ded Erponenten in dad entgegengejebte verwanbelt.

§. 148. Wit Riicficht anf §. 147 (d§st {idhy die in § 100 aufgeftellte
allgemeine Form eined Decimalbruches

coo0.108 4 1.10° 4210 + B 4B o
aud fo darftellen:
...c.10* 4+ b.102 4 a.104+E. 104 .10 4 8.10-2 4 7.102 4. ..,
und find daher 0, — 1, — 2, = 3,... begiiglich bdie Rangerponenten
ver Einer, jowie der erjten, jweiten, dritten,. .. Decimalziffer. Hieraus folgt:

1. Der Rangderponent einer an der nten Decimaljtelle ftehenden Biffer
ift —m. 8. B. in dem Decimalbruche 0000783 Hat die hodhjte Biffer 7
ven Rangerponenten — 4.

2. Bebentet N einen Decimalbruch, deffen hochjte Jiffer an der nten
Decimaljtelle fteht, jo ift

N = 10~ ind N <<10—/=—2:

8. 8. 0:00935 > 1 unbd 0-00935 < o

8. 149. Alle bigdher erwicjenen Lehridate von den Po-
- tenzen mit pojitiven Crponenten gelten aud) fiiv Potenzen,
peven Grponent Null oder negativ ift.

Au3 der Fortdauer des Lehrjapes §. 144, 2 folgt, dafs aud) die Um-
fehrung §. 144, 1 und infolge Ddeffen aud) alle dibrigen Lehribe ihre
Giltigteit behalten. Man fann died and) unmittelbar beweifen, indem man
von der Definition Gebraud) madyt, dann die Redhnung durdyfithrt und zum
Scdhluffe eventuell wieder Zu Potengen, deren Erponent Null ober negativ ijt,
suviidtehet, 3. B.

a‘“’:a“———i : :

A= =
am am, gn am +n

(3—m)—n= (a.%) -1 (am) | B amn..

= g —m—nj
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§. 150. Gntwidelt man durd) regelrechtes NMultiplicieren die beiden
erften ®lieder Der auf einander folgenden Potengen von 1+ x, jo erfennt
man unmittelbar, bajs der Coefficent des zweiten Glicdes ftetd um 1 widst,
weil Dag jweite Glied der nidit Hoheren Poteny die Summe ift aud x
und dem pweiten Glicbe der vorhergehenden Potens.

M gE gy
At+xt=@4+3x+ .00 +x=1+4x4 .....
A+xP=1+nx-+4 ...
fomit firn=comnd x>0t 1 +x) *F=1+00.x+4 ...=0c0.

I Tio a =15 a2 — oo
g Sira—1ita®=1% —1, (§.139)
Wenn a fleiner ald 1 lft, jo Tann e8 auf bie Form ; _|_ gebradht
1

werden, wo x > 0 ijt, 3. B. ey Somit
el 1+x) :(1—;)06:616: :
Folgerungen. Fitr a> 1 ijt a = C= - e r_o.
Siiv a << 1 ijt a."co:;‘---la—ozéw*oo.

Mit ,potentia® itberfetste Bombelli (1572) bas gried). dvvames (Bermigen), weldyes
Diophant fiir dbad8 Luabdrat der Unbefannten gebraudyte. Crft fpiter wurde diefes LWort in
vem jegigen allgemeinen Sinne gebraudt. ,Erponent’’ wurde von Stifel, die jehige Sdyreid=
tweife von Herigogne (1634) und Descartes (1637) eingefiifrt,

IL Fon den Wurjeln.

§. 151. Die burc) bdie birecte Rechnungsart e Potenjierend ge-
wonnene Gleiung b* = a fiihrt su den beiben neuen Aufgaben, 1) aug
a und n die unbefannte Jahl b, 2) aus a und b die unbefannte Sahl n
su judgen. Die erfte Aufgabe wird durch die fechste Redhnungsart, das
Jabicieren, gelist, die pweite Aufgabe durch bdie fiebente Rechnungsart,
pa3 Logarvithmieven. Diefe beiden Rechnungdarten find alfo die Um-
fehrungen ober inverfen Dperationen ded Potengierens.

Erklirmmg. Aus eiver Jahl a die nte Wurzel ausdziefhen,
ober die Jafhl a durd) n radicieven Hheift, aus der Potenz a
und dem Crponenten n die Bajis juden. Die gegebene Potenz a
beifit ber Rabdicand, oder geradehin die Safhl, der gegebene Crponent n
ber ﬁurgeIeypunent und die gejuchte Bafid die nte %urae[ aug a.

Nan Trﬁretbt \/a = |i

Va ift affo diejenige Zahl, weldhe mit dem Wurzelerpo-
nenten potengievt Den Radicand gibt.
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Die gweite und die Ddritte Wurzel einer Sahl nennt man begiiglich
Duabratwurgel und Cubifwurgel

Solgefage. 1. (Definitionsformel.) Potenzievt maneineWurzel
mit Dem Wurzelerponenten, fo erhalt man den Radicand.

(Vap = a.
2. Rabdiciert man eine Potenyz durd) den Potengerpo-
nenten, jo erhdlt man die Bajis,

V@) = a.
Bufa. Aus 1) und 2) folgt:
Gine Bahl bleibt unverdndert, wenn man fie in belicbiger Reihenfolge
mit einer Bafl potengiert und dad Refultat durch bdiefelbe Bahl radiciert.
: a = V(a)*; a = (va)~
Hiernad) fann jede Sapl in Form einer Wurzel davgeftellt werden;
]
3B hE=pS,
Das Potengieven und dad Rabicieren {ind demnad) cinander ent-
gegengejebt.
3. Die erite Wurzel aud einer Jahl ift die Jahl Jelbjt.
Pacal — a0 1 ':/a. — 4,
Kiir bie erfte Wurzel wird daher weder der Erponent 1, nod) dad

Warvzelzeichen angejdhrieben. Bei ber jweiten oder Quabdratwurzel wird das
Wirrzelzeichen, aber nicht der Crponent 2 angejdricben, jo dajs Va fo viel

alg </¢z Debeutet. )
4T =1, 5. V0 =0,

Dritfe Crweiterung des Jallengebiefes.
Jrrationale Bahlen.

8. 152. Die nte Wurzel aud einer pofitiven gangen Sahl a Hat
gemdf Der Definition nur eine Bedeutung, wenn a die nte Potens einer
Bahl des big jept befannten Bahlengebietes ift.

Man bilde die nten Potengen der aufeinander folgenden ganzen Jahlen,
mit Hingufligung dev Null, nimlich

(e qu Dn Joiloopt, EDN
©3 find nun pwei Fille moglich.
a) Gntweder ijt a gleid) einev biefer Potengen, 3. B. a = p"; dbamn

ijt l{/a = p eine ganze Jahl
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b) DOber a liegt wijden wei aufeinander folgenden joldhen Potenzen,

jomit faun {]/a nach der Definition feine gange Jahl fein. Dann [dst fid)

aber Va aud) burcy feinen Brud) davftellen; demn wire Va'= 1 wo .q

und r relative Primzahlen {ind, jo miijste (%)n:a:einer gangen Sahl
fein, wad nach §. 143, Folge]. unmiglic) ijt.

Gomit ftellt Va fiir diejen Fall eine bedentungdloje Veveinigung von
Bablzeichen bar. Statt derartige Wurzelgrifen audzujdliefen, weil fie mit
ber Definition nidht vereinbar find, vedhnet man aud) mit ihnen und trifjt
augleich) die Feftiesung, dbafs aud fitr devartige Wurzelgrifen
bie Definitiondformel (Va) = a Giltigfeit behalte. Infolge
beflen gelten fiiv Diejelben fjimmtlihe Lehride, twelche ipdter aud Dder
Definition abgeleitet werden, indbejondere ‘auch der Sap: Gropered mit
Gleichem radiciert gibt Griperes.

Diefe Wurzeln ftellen, da fie in der Reife der bigher befanuten Jahlen
nidt enthalten find, nene Jahiformen dar.

Diefe neuen Jahlen laffen fich, obwofhl fie felbjt feine Britche find,
dodh) awijden zwei Briihe ald Grengen emic@heﬁer deven Differen beliebig
flein gemad)t werden fann.

Beweis. Gemip %Draun febung ift pr<<a<<(p 4 1)®, wo p eine

ganze Sahl 11't jomit p <\/a<p+ i
Man vermehre nun p nad) und nad) um
ganze Babhl bezeichuet, und bilbe
1 n 2 n n
r, e+ k+2), - D), (+E),

Weil mumn a feiner diefer Potenzen gleidh fein fann, jo muis ed noth-
wendig swijden zwei unmittelbar aufeinanber folgenbde joldhe Potenzen fallen,

etwa 3wijdyen (p —!—%)" und (p—l—cjn—l)n,» wo ¢<<m ift. Dann ift
P+ <va<p+tl

iz saes)

S e {op m eine

Va liegt alfo awijdjen gwei Buiichen p+ = wnd p + %’—I, beren
Differeny % iit. Da nun m beliebig grof gewdhlt werben fann, jo fann

bie Differen; Geider Grenen - Geliebig flein gemadit werben.

§. 153, Erklarung. Cine Zahl, welde nidht gleich ecinem
Brude ift, jid aber zwijden zwei Briide als8 Grengen ein-
jhliefen (afat, Deven Differens beliebig Elein gemadht werden
fann, heifpt ivvational
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Die nte Wurzel aud einer gangen Sall a ift alfo ent-
weber eine gange Zahl, ober fie ift irrational

Jm Gegenfope Deifen die gangen Babhlen und Briide rationale
Bahlen.

&3 qgibt aufier dben Wurzeln aud) nod) anbere irvationale Fahlformen,
5. B. bie Bahl .

Die irrationale Jabhl ijt gleid) dem gemeinjamen Grengwerte, weldem

fich ihre beiden Grengenp + % undp -+ %1 nifern, wenn munendlich wichst.

Va = lim (p—[—-%) fiir m = oo.

Liegen Ddaber swei irvationale Jahlen zwifdhen denfelben verdnder-
lichen Grengen, deven Diffeveny beliebig flein gemadyt werden fann, jo find
Diefelben gleid), wie died in § 100 bewiefen wurde.

Fiir jebes endliche m ftellt jeder der beiden Briiche einen N herungs-
wert der irvationalen Sahl dar. Der Unterihied zwifchen der irrationalen
Bahl und dem Ndherungdwerte bderjelben wird dber Fehler ded [lepteren

genannt.  Derfelbe ift fleiner ald n—ll

Gamp—i—% Fehler < DL’
'y et1 1
Va'mp+—n1— " <;HJ

©ept man m = 10, fo evbellt unmittelbar, dajs die itvationale Jahl
fich al8 ein unendlicher Decimalbruc) darjtellen [ajst. Bricht man denjelben
bei ber rten Decimaljtelle ab, fo ijt biefer endliche Decimalbrud) ein Nibe-
rungdwert der irvationalen Jahl mit einem Fehler, welder fleiner ift ald
eine Einbeit der lepten Decimalitelle.

Bufa. Mit ivvationalen Jahlen redhnen Beit, mit ihren
Niherungdwerten rehnen und den Gvenpwert jucjen, von weldem bdas
Fefultat unendlich wenig differiert, wenn die Naherungdwerte ber irvationalen
Bahlen von ihren Grenzwerten felbft unendlid) wenig differieren.

Da nad) diefer Crflirung die Rejultate der Rechnungen mit ivrationalen
Bablen durd) die begiiglichen Rednungsdrejultate ihrer Niherungdwerte be-
ftimmt erdenr, Ddiefe aber vationale Baflen find, fo gelten alle fiir
rationale 3afhlen erwiefenen allgemeinen Operationdgejepe
aud fiiv die ivrationalen Bahlen.

§. 154, Grweiterte Jahlenreibe. Je nachdem beide Grengen pofitiv
oder negativ find, ift auch die ivrationale Jahl pofitiv ober negativ. Jhre
©tellung in der Jahlenreihe ift dburc) bdie beiben rationalen Grenmgen

volljtiindig beftimmt. Va folgt auf p + = und geht der Sahl p+ 9%3
boraus.
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Darftellung ber irvationalen Bahl an der Jaflenlinie. 1. Jedem
Buntte der Jahlenlinie entipridit eine rationale oder
irrationale Sahl. G3 entfprecdje der Null der Puntt O, der Jahl + 1
ber Punft A; dann entfpricht dem willkiirlich) gewdhlten Punfte M bie

Mafahl des Strecfenverhiilinifies . ©3 find mun jwei Fille moglich:

a) OM und OA faben ein gemeinjdaftliches Mafp L (find commen-
furabel), welches in OM qmal, in OA rmal enthalten ift. Somit
OM = ¢q.L, OA = r.L und

OM v ali =g

(S i 0
©8 entjpricht demnach dem fﬁuuf'te M bie rationale Zahl —?7.
b) Die beiden Strecfen OM und OA DHaben fein gemeinjdhnftliches
Mafy (find incommenjurabel). Theilt man nun OA in m gleihe Theile
und trigt einen foldhen Theil auf OM fo oft al® midglid), ndmlich p mal

auf, jo Dbleibt ein NReft, weldher fleiner ift ald %. Somit:
A 0A
p. L <com<p. 22428
OM _p+1
Ty e
Da bdie Differens diefer beiden Grengen Dbeliebig flein gemadht werden
foun, jo ift Demnach die dem Punfte M entfprechende Jabhl irvational.
2. Umgefehrt: Jeber rationalen oder irvationalen Fahl
cutipridht ein Punft der Jahlenlinie.

Da die den rationalen Grenjen entjpredjenden Punfte einander un-
endlid) nahe gebracht werben Ionnen, jo ift die Lage jenesd Puutted, welder
ber irrationalen Jahl entipricdht, eindeutig bejtimmt.

Srrational (Adyos, ratio, Berhiltnis) ift die Uberfesung des gried). &loyos. Hiemit
begeidynete Buklid eine Strede, beren Quabdbrat zu dem Luabdrate, tweldjes itber ber alg
Lingeneinfeit gewihiten Strede conftruiert wird, incommenfurabel ift.

Redyenaefehe.
§. 155. 1. Gin Probduct fann durd eine Jahl radiciert
werden, indem man jeden Factor durcd) die Jah!l rabiciert
und die erhaltenen Wurzeln multipliciert.

Vab) = Va.yb.
Beweis, Soll die vedite Seite gleich) der linfsjeitigen Wurzel fein, fo
muid fie mit dem LWurzelexponenten n potengiert den Radicand geben.

(Va.yb)» = (vajr.(ybje (8. 161, 1) — a.b (8. 152, 1),

P
ober et
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2. Mmgefehrt: Wurzeln dedjelben Wurzelexponenten fann
manmultiplicieven, invdemman dadProduct der Radicanden
burd) den gemeinjamen Wurzelexponenten vadiciert.

Bufike. a) Mit Hilfe des exjten Sapes fann nman, wenn der Radicand
einent Factor enthilt, aud dem fid) die verlangte Wurzel audziehen (djst,
biejen Factor vom Wurzelzeichen befreien. 3. B.

Vi(ar.b) = N(am).NVb = aVh,

b) Nad) dem weiten Sape fann man mit BVeiziehung von §. 152, 2
nmgefehrt jeden Factor einer Wurzel unter dad Wurzelzeichen bringen, in-
Demt man ihn mit dem Wurzelexponenten potenziert und bdiefe Voteny mit
Dem Rabicand multipliciert. 3. B.

aVh — V/(a2).Vb = V(a=h).
§. 156. 1. Cin Quotient (Brud) fann durd eine Jabhl
radiciert werden, indem man Dividend und Divifor durd
bie Bahl vadiciert und bdie erfte Wuvgel durd) die zweite

Dividtert. ]7&:%
: \l}h
[n Iu n i g
Beweis, i#‘ = %‘)— (8, 143 1) = % (8. 152, 1).
\/hf (Vp)"

2. Umgefehrt: Wurzeln desdfelben Wurzelerponenten fann
nman dividieren, indem man den Quotienten der Radicanden
purd) den gemeinfamen Wurvzelegponenten vadiciert.

§. 157. Formoerinderung einer Warzel. Die Wuvzel aus einer
Potenz verindert ihren Wert nidht, wenn man den Wurzel-
und den Potenzerponenten mit devjelben Jahlmultipliciert,
pber beibe durc) diefelbe Jahl dividiert.

Lo np Qi q:p
g an — Vgmo, b) Var — Vareo.
n
Beweis. 2) Va» = x; fomit x» — am
HRDXEE = aTe;

n np
baher x — Vam = Vamr,

b) Der pweite Theil folgt ald Umbehrung ausd dem erften.

Bufihe. 1. Nach) diefem Sabe fann man a) jede Wurzel in eine
anderve umformen, deren Wurzelerponent ein BVielfaches ded gegebenen Wurgel-
exponenten ijt, folglich auch pwei ober mehreve Wirzeln mit einem gemein-
jamen Wurzelexponenten darftellen; b) jede Wurzel, in weldher der Wurzel-
und der Potengerponent ein gemeinjamed Map haben, dadurch abfitrzen.

MoEnit=Nenmann, Sehrb. b. Avithmetif u, Algebra f. b. oberen €1, b, Mittelich. 25. Mujl. 6
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Sind 3. B. die Wurzeln Va, Vb2, Ve gegeben, fo ijt 30 ihr fleinfter
gemeinfamer Wurgelerponent und man hat

30 8 80 10 30
Va — \/3«15, Vh? = Vb20, Ve? = Ve?l,

Sind Wurgeln, weldge ungleiche Exponenten Hhaben, zu multiplicieren,
ober u Dividieven, o miifjen fie sundc)it mit einem gemeinfamen LWurzel-
exponenten davgeftellt werden.

2. Gine Wurzel mit negativem Wurzelerponenten it
gleich dem veciprofen Werte derfelben Wurzel mitpofitivem
Wurzelexponenten.

—T =1

63 it w—w4=%ﬂm

w=}z=—

a

Negative Wurzelexponenten pilegt man zu vevmeiden, indem man dasd
Negative in den Potengerponenten verlegt.

§ 158. 1. Gine Potenz fann vadiciert werden, indem
man die Bafis mit dem Duotienten aud dem Potens- und

Wurzelerponenten potengiert,
Vam — a7,

Betoreis. (42)" = aiom = am.

2. Nmfehrung: Cine Zahl fann mit einem Quotienten
(Brudpe) potengiert werden, indem man in beliebiger Reihen-
folge bie Bahl mit Dem Dividend potenziert und dHag Re-
jultat buvd) den Divijor vadiciert.

ar = V(=) = (Va)=.
Bufal. Beide Siise gelten mur fiie Quotienten, weldje ganze Bahlen find.
§. 1589. 1. Gine Potenz fann dburd) eine Jahl radiciert
werden, indem man die Bafid dburd) die Bahl radiciert und
Die erhaltene Wurzel potenziert,

V@@®) = (Vay.
Beweis. {(Va)mr = {(Vapi= (§. 144) = a= (§. 151, 1. Folge}.).
2. Ymkehrung. Gine Wurzel fann mit einer Bahl poten-
gievt werben, indem man den Rabicand mit ihr potenziert
und die erhaltene Potens vadiciert.
Folgefa. Soll eine Sahl potenziert und dag Rejultat vabiciert werden,

fo ift e3 gleidgiltig, in weldjer Reihenfolge man bleie Fednungdoperationen
pornimmt,
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§. 160. 1. Gine Wurzel fann duvdreine Jahl rabdiciert
werden, indbem man den Rabdicand durd) das Product der
TWurzelerponenten radiciert.

Vo=

Peweis, (Va)» = Vam (8. 159, 2) = Va.

2. Ulmkehrung. Cine Jahlfanndurd)ein Productrabdiciert
werden, indem man diejelbe burcd) dew einen Factor und die
erhaltene Wurvzel durd) den andern Factor vradiciert.

Folgefah. Soll eine Wurzel rvadiciert werden, fo ijt die Reihenfolge
niefer Nechnungdoperationen gleichgiltig.

Perbindung von Gleidyungen und Unaleichungen durd) die Radicierung,

§ 161. 1. Gleidhesdurd) Gleidhesdradiciert gibt Gleiches.

Sfta — b, fo ift Va — Vb (wie & 14, 1), '

Solgefahe. a) Wenn man alle Glieder einer Proportion
burch) diefelbe Zahl rvadiciert, jo erhdalt man wieber eine
Lroportion.

Sft a:b = e:d, jo ijt audh Va:b = Ve:d, ober

Va:yb = Ve:Vd (8. 156, 1).

h) Die mittlere geometrijhe Proportionale zwifden
jwei Bahlen ift gleid) der Quadratwurzel aud dem Producte
piefer Jahlen.

Sita:bi— bic joift b = ac, baber

b = Vac.

2. ®rifered burd) Gleidhesd rabiciert gibt Griferes.

3ft a>h, fo ift Va=\b.

Beweig. Wire %2%, fo miijate begiiglich nach §. 145, 1. ober 2.
(n\}ﬂ)m?(nvb)m, aljo a=b fein, was gegen die Vovausfepung ift.

Solaefus, Sfta= 1, fo ift begiiglich audh Va = 1,

3. Gleidhes dburd) Grofered rabdiciert gibt Kleineres

oDer Broferes, je naddem der Radicand grofer oder fleiner
als 1 ift.

Jft m>n, fo ijt fir a>1, Va < Va;

fiir a<<1, Va > Qfa.
: P
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m

Beweis. Wiire fm: a>1, Va-‘i:va, jo wire beziiglich nach §. 145, 1.

ober 2. (\/a)m::-(\/a)m“, pder a® = a™, wdhrend wegen m >>n nad
§. 145, 3. am > a® fein mujs.
Chenfo wird der Veweid fiiv a<<1 gefithrt.

Ymformung von irrationalen Wurselansdriicken.

§. 162. Ausdriicte, in Denen irvationale LWurzeln vorfonmmen, l(afjen
fich manchmal durc) entjprechende Umgeftaltung auf eine Form bringen, die
fiiv die Rechnung mehr Bequemlidhteit bietet.

Aufaabe. Cinen Brud), defjen Nenner ein ivvationales
Donom oder Binom ijt, ohne Anderung jeines Wertes mit
einem rvationalen Nenner darzuftellen. (NMationalmaden
Desd Menners.)

Der vorgelegte Bruch fann eine der folgenden Fovmen bHaben:

Z 74 Z
LR a —+ \/b' m m
Van YLy VaP - Vat

r

o Wwobei m >>n ift, mit einem
an

rationalen Renner davzuftellen, multipliciere man Siafhler und Nenner mit

1. Um einen Brud) von der Fovm

m

Vam—a,
@g ift m l'ﬂl m
G DN ey alim i b Zi\am—n
m T “m T m T o a s
Vo avar yar yam =

P

: 7 %
2 : i per JFor . it ei
T einen Brud) voir der Forim ey nber i mit einem

rationalen MRenner davzuftellen, multipliciere man Zahler und Nenner mit
a=F Vb oder Va==Vb. &3 1ft

Z Z(a = Vh) __ Z(a=FVbh)
at\b~ @+Vb)@=rVbh)  a’—b
e Z(Va == VD) Z(Va==Vh)
Va==Vb (Yaz=Vb) (Va=F V'l)) a—=N
3. Um einen Brud) von der Form
Bk, it 7 R

Vaz bt yan: 1 Vb‘“" \}A & \I/B
wo ber Riirge halber mn = r, a®» = A und b = B gefet wird, mit
einem rationalen Nenner davzuftellen, multipliciere man Bihler und RNenner
Deg letten %Luc[)eﬁ mlt bem PBolynom

VA E VI B4 VA T .. Dert VA BT+ (@ 1t Vi,
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Dean erhilt dadurd) A 4=B al3 den neuen Nenuer. J. B.
5 5 5 5 5
Z __ _ Z(Va*+ Va®h A Va’h® + Vab® 4 vb*)
5 T = T ;i
VA a—Db
§. 163. Aufgabe. Sie Summe oder die Differeny der
Quadratwurzeln aud dber Summe und der Differeny zweier
Fahlen, von welden die eine ivvational ift, in eine eingige
Quadratwurzel u verwandeln.
Sit Va o Vb == Va— b die gegebente Suwmme ober Differen; sweicr
Quabdratwurgeln, wobei a ald pojitiv und griper al8 Vb voraudgejest wird,
o hat man

(Va4 Vb == Va—yb)? = 2a+2Va2—},
bafer, wenn man beiderfeitd die Quadratwurzel aussieht,
Vat+ Vb +=Va—Vvh = V2ad-2Var Ty,
Diefe Umformung (@)t i) bejonderd dann mit Bortheil amwvenden,
wenn a2 —b eine vollftandige Quadratzahl ift. 3. B.

VIFVi+VE—\T — V842 VI6— 7= V812V = yi4;

§. 164. Aufgabe. Die Quadratwurzel aus einem ivra-
tionalen Binom in die Summe oder die Diffevens gweier

Quadratwurzeln ju verwandeln.
Sft Va == vb die gegebene Duadratwurzel, fo hat man, wenn a pofitiv

und a>Vb ift, nad) § 163
Vad-vb 4 Va—vyb = V2a+2Vas —y,
Vad-vb—Va—yb = V2a—2Var b;
baher durc) AdDition und Subtraction diejer Gleichungen

! s
'a: \,"EI.2 i ])_

Vb = RNt o iy,

T (== e

Die Umformung ift nur dann vortheilhaft, wenn a®* —b eine voll-

ftindige Quadratzafhl ift. 3. B.
=5 11+Vae , 1/11—Vi9 _

VIT£6y2 = V11 V72 = V = il/ 5 = 8L V2,

Bufal. Haben die beiden Gilieder bed Binoms a 4= Vb einen gemein-
famen frrationalen Factor, jo wird derjelbe vor der Transformation heraus-

gehoben. 3. B. s
LN A, At it 4 5 / ;
VBVZ=VI0 = v2.VB—VB = V2. (VE" ]/%) = Y;’ (Vd—1).
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§. 165. Aufgabe. Cine Gleidung, in welder die Unbe-
fannte im Radicand vorfommt, von der Wurgel u befreien
(Rationalmaden der Gleidung.)

Man transdformiere die Gleidhung fo, dajs in einem Theile die Wurzel
allein fteht, und potenzieve bann beide Theile mit dem Wurzelerponenten

Um eine Gleichung, in weldjer die Unbefannte im Rabdicand vorfommt
aufsulijen, mufd biefelbe immer zunichit rational gemacht werben.

Beifpicle.
1) V2xF3=5 14+ VAx*—Bx 41— 2x
(V2x | 8)? = b2 VAx®—bhx 4 = 2x—1
2x+3 =25 (Vix? —bx +4)2 — (2x —1)2
2x = 25—3 4x? —bHx+4 = 4x*—4x 41
2x — 22 —bx+4x=1—14
x = 11 o e
i

Wureln mit algebraifdem Radicand.

§. 166. Bisher wurde unter \/a, wo a ecine abjolute Japhl ift, mur
per abjolute Sahlenwert der Wurzel verftanden. Bezeihnet man aber mit
Va;, wo a eine algebraifhe Sahl ift, jowohl die pofitiven ald auch die
negativen  Safhlen, weldje mit n potenziert a geben, fo gelangt man 3u
folgenden Sifen :

1. SJede gerade Wurzel aud einem pojitiven Rabicand
hat 3wei gleidhe nund entgegengejepte Werte.

2. Jede ungerade Wurzel ausdeinempojitiven Rabdicand
Hat einen pojitiven Wert.

3. Jedeungerabe Wurzelaudeinem negativen Rabdicand
hat einen negativen Wert.

Beweis. Nad) §. 146 ift

(Ep* = +a (+g"t! = +4b, (—gti= —1,
wo a und b die durd) Potengierung {ich ergebenden ahio{uten Baf){enmerte
bebeuten Daraud aber folgt nad) §. 158

2n--1 an+t1

VFa—+p, VAb = +4q Vel o

2n
Bufah. Die Bahlenform V—a wird fpiter einer befonderen Be-
tradjtung unterzogen twerden.

Potengen und Warseln mit gebrodhenen Erponenten.
§. 167. Gine Potens, deven Crpoment ein eigentlicher Brudh ift, Hat
gemif der Definition feine Bedeutung. Will man aud) diefe Potenzformen
beibehaltenr, o mufd man denfelben gemidR dem Principe der Fortdauer der
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Dperationdgefebe jere Bedeutung beilegen, weldhe der Lehrjap iiber das
Potenzieren mit einem uneigentlichen Brudje (§. 158, 2) verlangt.

m n n

Erklirung. a® = Vam = (Va)m,

Cine Bahl mit einem Brude potenjieren bebeutet, die
Bajigd in beliebiger Reihenfolge mitdem Jahler potenzieven
und dbag Rejultat dburd den Renner radicieven.

Bufa. Aug Va = yam = a™ folgt, dajs fich jede Wurzel mit ge-
brodjenem Grponenten al8 eine Poteny mit gebrodjenem Erponenten dar-
flellen [djst. Da man dezhald Wurzeln mit Brudjerponenten in die Red)-
ning gar nidgt eingufiihren pilegt, jo bejdyranten wiv und hier auf Potenzen
mit gebrodjenen Erponenten.

§ 168. Alle bisdher erwiefenen allgemeinen Sdpe von
ben Potenzen gelten aud) fiir Potenzen mit gebrodenen
Crponenten,

Vermige ber Definition fiix a» behilt der Lehrap (am)p = am (fiehe
§. 158, Beweid) und mit ihm auch alle fibrigen Sdfe dber Lehre von den
Potengen ihre Giltigteit.

Um Diefed an Den eingelnen Sdpen direct nachzmweiien, brancdht man
nur die Potengen mit gebrochenen Erponenten in Wurzeln zu verwandeln,
bann bdie angedeuteten Rechmungen audzufithren und in den NRefultaten die
TWurzeln wieder in Potengen mit %tucbe;gpnnenten umguformen. 3. B.

Aol n n n mq + np m p
an R \/flm {/ap_\?mq \?anp Pz Vamq+np Bl sLT Ly ‘E" -q—

Bufa. Da fich alle Wrzeln al8 Potengen mit gebrochenen Erponenten

parjtellen laffen, jo ift die Rehre von ben QBurgeIn jchont in Den Sigen von

bent Potengen enthalten. ;

Schlieft man bdie Bahlenform V——Tz — (—a)® qus, jo fann aljo
jowohl bie Bafis als ber Grpoment einme pofitive ober negative rationale
ober irrationale Bafhl fein; denn im lepteven Falle ift die irvationale Sahl
gemif §. 153, Bujas, durd) ihren vationalen Niherungdwert su evjepen, 3. B,

10 100 1000 10000

3\:'7 afe 31-&142. 207 3.V3L.V3. V38, V3T .

Bierfe Crweiterung des 3abhlengebietes.
Jmaginire Bahlen.

§. 169. 3Jn §. 166 Dblieh noc) der Ausdruct V—a s unterfuchen
iibrig. Da weder eine pofitive, noch eine negative gange, gebrochene oder
ivrationale Babl, nod) auch Null, mit einer geraden Bahl potengiert eine
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: on

negative Sahl hervorbringen fann, fo ift V—a mit der Definition nidjt
vereinbar. Man geht mun wieder wie bei den voraudgegangenen Eriweite-
vingen bed Bahlengebieted vor. Man behilt aucy diefe Wurzelgrofen bei
und trifft zugleid) die Feftfepung, dajs bdie Definitionsdformel
(v—a)%z;a Giltigfeit behalte. Jnfolge dejjen gelten
fitr biefelben fammtliche Lehrjase von den Wurzeln (mit Be-
achtung hcﬂr obigen Definition). :

Da V—a in der ftetigen Folge der bidher betvachteten Sahlen nidt
au finden ift, fo jtellt e3 eine neue JSahlenform dar. Diefelbe erhilt
den Namen imagindve Jahl; im Gegenfape u ihr bezeidymet man die
ganzen, gebrochenen und irvationalen Safhlen mit dem gemeinfamen Namen
reelle Sahlen.

Erklarung, Cine gerade Wurzel aus einer negativen Sahl ift imagindr.
Da fich diefelbe auf eine Quadratwurzel aud demfelben Radicand zuviict-
fiihren [Gj8t, fo wird die Definition in folgender Weife eingejchrantt.

Cine imagindre Jah!l ift diejenige, deven Quadrat cine
negative veelle Sahl it

Definitionsformel. V=a)? = —a.
Aus V—a = Va.(—1) = Va.V—1 mnd
—V—a = —Va.(—1) = (—Va).V—T Folgt:

Jede imagindve Jahl ift gleich) dem Producte aud einer veellen Sahl
und Der imagindren Zahl V1.

V—1 Beifit die imagindre Ginfeit; fie witd na) Ganf fait
allgemein mit dem Buchitaben i Degeichnet. Jhrve Definition ift durcy die
Gleidung i* = (V—1)> = —1 gegeben.

Jede (vein) imaginive Jahl Hat aljo die Form bi. Man vedhuet mit
derfelben der Form nad) fo, ald wenn -dagd Bahlzeichen i eine rveelle Jahl
vorftellen wittde; nur tritt nod) die Beftimmung Hingu, dajs fiberall i2
burd) —1 zu erfepen ift.

Redynungsoperationen mit rein imagindven 3ahlen.

§. 170. 3t cine imagindre Sahl von der Form V—a der Jechming
ju unterichen, jo mujs fie friiger auf die Form va.V—1 = hV_—1
= bi, wo b = Va ift, gebracht werden,

1. Abdition und Subtraction.

ai-+bi = (a -+ b)i;
ai—bi = (a— b)i.

Die Summe goeier imagindrer Jahlen ift demnach aud tmagingr;

chenfo die Differeny gweier ungleicher imagindver Jahlen,
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2, Multiplication.
ai.b = abi, ebenfo a.bi = abi;
ai.bi = ab.i? = ab. —1 = —ab,
Das Product aud einer imagindren und einer rveellen Jahl ift
imagindr, dad Product pweier imagindrer Sahlen veell.
3. Divifion.

Bl Ll a4 iy a . aluiig

B Bl 0 el b
Cine imagindre und eine veelle Jahl geben aljo einen imagindren,
swei imagindre Sahlen einen veellen Quotienten.

4. Potengieven.

Man Dat 2= —1,
it i a
=il — T
1% =it b i s
allgemein
itn = 41, bl — jiots — 1 fnts — __{
ayerner ijt (@l

Die Poteny einer rein imagindren Jafl ift demnad) reell oder ima-
gindr, je nadybem bdie beziigliche Potenz vou i reell oder imagindr ift.

Bufol. Die Gleidung a = bi, (wo a und b veell find), fann nur
beftehen, wenn a = b = 0 ift.

Durd) Quabrieren erhilt man:

a2 = —Db?

Da bie linfe Seite cine pofitive veelle Sahl und die rechte Seite eirte rne-
gative reelle Bahl ijt, jo fann die Gleichung nur fiir a=o0 und b= o beftefen.

Dad reelle und dDad imagindre Jahlengebiet haben nux
Die Null gemeinjam.

Complere Jahlen.

§. 171. Qerbindet man eine reelle und eine imagindve Sahl, welche
Deibe von Null verfchieden find, durch die Adbition, fo mujs man bdiefe
Bahlenverbindung ald eine neue Jahlenform betrachten, weil diefelbe webder
veell nod) vein imagindr ift.

Erklarnmg. Die Summe audeiwerveellenundimagindren
Bahl heifst eine complere Bahl

Die allgemeine Form einer complexen Jahl ift a+ bi, worin a und
b pofitive ober negative reelle Jahlen find; a ift ihr veeller, bi ihr ima-
gindrer Beftandtheil. Jwei complexe Jahlen von dev Form a+ bi und
2 —Dbi feifjen conjugiert.

Der Yusdruct a -+ bi ift die allgemeine Form fiiv alle mng[tcﬁcn
Bablen; er enthilt fix a = o und b = o die Null, fix b = o alle
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reelfen Bafhlen, fiiv a = o alle vein imagindren Saflen, und, wenn
a und b von Null veridjieden find, alle compleren Jahlen.

§. 172. Da die complere Bahl eine mewe Jabhlform ift, jo eviibrigt
nod) fiiv biefelbe bie Definition ber Addition anfzujtellen.

Erklivung. Bwei complere Bahlen werdenaddiert, indem
man ihre veellen und imagindren Bejtandtheile adbdiert.

(a+bi) + (e +di) = (a+¢)+ (b d)i.

Die Summe ift im allgemeinen auc) eine complege Jahl. NReell ift

immer die Summe zweier conjugierter Sahlen; denn
(a -+ bi) + (a— bi) = 2a.

Bufah. Jufolge diejer Crilivung Hhat dad CommutationSgeieh und
mit demfelben alle iibrigen Operationdgefese fiir complere Jahlen Giltigteit.
Pan rechnet baher formal mit denfelben wie mit Binomen unter Beachtung
ber Siige des §. 170.

§. 173. Wenn zwei complexe Sahlen gleidh) find, fo find ihre reellen
und imagindren Beftandtheile einander gleidh.

Beweis. Vor. a+bi = ¢+ di;

fomit a—c¢ = (d—Db)i,
bafer nach §. 170 a—e =0 und d—hb =o
8 —C ="l

Bufab. Jede Gleiung zwifden zwei compleren Jahlen zerfillt in
swei Gleidhungen gwijden reellen Sahlen.
§ 174, 1. Die Subtraction zveier complexer Sahlen a4 bi
und ¢ di wird beftimmt durch) die Gleichung
(a4 bi) —(c+di) = (a—e)+ (b—d)i.
Bwei complere Babhlen geben im allgemeinen eine complexe Bahl zur
Differens.
2. Wird bie Multiplication weier compleger Jahlen a-bi und
¢+ di formal audgefiihrt und dann i durd) — 1 exfest, fo Hat man
(a+bi) (¢4 di) = ac+bei-+4adi 4+ bdi?
= (ac—bd) 4 (be 4 ad)i.

Da3 Product zweier compleyer Jahlen ijt im allgemeinen aud) eine
compleze Sahl. Reell ift immer dasd Product sweier conjugierter Jahlen; denn
(a+Dbi) (a—>bi) = a® b2
o 8. Mm gwei complege Safhlen a- bi und e+ di durdy einander zu
b1'n_1bieren, braud)t man nur Dividend und Divijor mit der u dem
Divifor conjugierten Sahl su multiplicieven, wodurd) man auf eine Divifion

burd) einen veellen Divifor gefithrt wird.
a+bi_ (a-+bi) (e—di) _ (ac+hd)+(be—ad)i

C+d_i_(0+di) (¢ —di) c?- a2
bd be—ad.
:aﬁgida i c?’-l—z" 1
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Der Quotient gweier complerer Sablen ift im allgemeinen audy eine
contplere Sapl. 1

3t be — ad, bann ift 2P 2,

Durd) dad eben angefiihrie Berfahren fann audh jeder Brud), defjen
Jienmer eine complege Sabl ift, mit einem veellen Nenner Ddargejtellt und
fonady in eine complege Bahl verwanbdelt werden. 3. B.

B4i_ (40 @=8) _1-1i_11_ 13,
2451 @BiE=F) 29 | -

4. Die Poteny einer complegen Jahl ift im allgemeinen wieder eine

complege Sabl.

(a4 Dbi)? = (a+bi) (a4 bi) = (a?—b?) +2abi;

(a4 bi)* = (a-+bi)*(a4bi) = (a®—3ab?) + (3a%h — b¥)i;
n {. .

5. Die in §8. 163 unb 164 fiiv die Duadratwurieln aud irrationalen
Binomen abgeleiteten Formeln gelten, wie aud ber Ableitung felbjt hervor-
aeht, aud) fiiv die Quadratwurgeln aud compleren Sahlen, und
swar ift hier ihre Amwendung von der dort aufgeftellten Bedingung, dafd
a pofitiv und grofer ald Vb fein mujs, gang unabhingig. 3. B.
VI 4+ VIi—i= V24+2Vi—"p = V2122
\/4+3v:—I e v4+vﬁs’f§ . 4—Vie+9

2 2
23 / PR,
—13v2+V=2 = Va4 vo,
=1 =\ 0=V=1=\/+VoF1 J—=Vo+1
e % Ve
= Xé? etV o,

Piftorifdes. Tas Wort Wurzel wurde uripriinglid) fitv den Wert der Unbefannten,

welder der Gleidhung geniigt (§. 128), gebraudit. Erft fpiter bezeidnete man bdamit aud

bie unbefannte Vafid einer Potenz, weil Ja die Lojung der Gleidung xn =a ift. Das
Wurgelzeidien, ein deformiertes 9, wurde zuerft von Rudolff (1525) gebraudit. Die jefrige
Gtellung bes Wurzelcxponenten rithrt von Girard (1600) Ber. Gebrodjene Crponenten
fommen suerft bei Oresme (14, Jabrh.), MNull und mnegative Bahlen al8 Crponenten bei
Chuquet (1484) vor, Quabratwmzeln aus negativen Sahlen ourben juerft von Cardano
(1545) beachtet. Die Begeidhnung ,veell imagindr” flammt von Desecartes, ,conjugiert” von
Cauchy (1821), ,compler fomwie bas Beidjen i von Gaul (1831), weldjer der complezen
Bahl durdy feine graphijhe Darftellung (Anhang IV.) die Gleidbereditigung evivarb.

Quabdrieren und Eubieren, Ausjichon der uadrat- und der Cubikmwursel,
1. @uadrat nud @uadratwursel,
§. 175. Anfgabe. Gine algebraijde Summe jum Quadrat
du erheben.
Man entwicle eine Summe nad) folgendem Bildungdgejepe:
1. Das erfte Glied des gegebenen Ausdrudes gibt fein eigenes Duadrat.
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2. Jebed folgende Gfied gibt swei Beftandtheile: dad boppelte Product
aud der Gumme aller vorangehenden Glieder mit diejem Glicde, und Has
cigene Qutabrat.

Beweis. (a=b)? = (ab) (az=b) = a?+2ab-+ b2

Judem man ein Polhnom in ein Binom verwandelt und nun wieber-
holt bag voranjtehende Bildungdgejes antwendet, erqibt fich die allgemeine
Giltigleit der Negel.

(a+b+c)* = [(a+b)+ec]* = (a+b)?*+2(a+b)cc?

= a?42ab-+b*+ 2@+ b)e -} c?
(a—b—e)? = a*—2ab+b*—2(a—b)e -+ ¢

Dufal. Die zwei Beftandtheile, welde ein Glied der gegebenen Jahl
im Quadrat gibt, fonnen aud) in einen eingigen jujammengefaidt werbden,
wenn man diefed Glied zu der doppelten Sumnte der vorhergehenden Glicder
addiert und die erhaltene Summe mit diefem Gliede multipliciert; denn

2a.b+4b? = (2a+b).b;
2@+ b).e4c* = [2(a4b)+ ¢].c; u. . w.

§. 176. Aufgabe. Cine defadifde Zahl jum Duadrat 3u
erfheben.

Da i) jede defadijche Bahl als ein nach) den Potenzen von 10 ge-
ordneted Polynom darftellen [ajgt, jo folgt dag Verfahren augd §. 175,

Um 3 B. 3417 zum Quadrat zu erheben, hat man
34172 = (3000 + 400 4104 7)* = 30002 -+ 2.3000.400 - 4002

+ 2.3400.10 4 102 4 2.3410.7 - 72;
oder, wenn man die Beftandtheile unter einanbder fept und entwidelt, jowie
mit Beriidfidhtigung des Stellenwertes die Nullen wegldfst,

341;: ; ober abgefiitzt nad) §. 175, Bujap
ety | et 24 34172
A2 e 16 BT, 9|
2 68 64.4 ... 256
2 a0 1 681l 631
DAL 4774 (S tarind e 4/77189
agia 11675833 {1/675889

2. Dag Quadrat einer defadifden ganzen Jahl hat ent
webder doppelt fo viele Jiffern als dieje Sahl ober um eine
Biffer weniger.

Beweis, N fei njiffrig aljo 1001 << N << 100

jomit 102—2 << N2 <102,
N* fat alfo mindeftens 2n—1 Biffern und Hochjtens 2n Jiffern.
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3. Da (igﬁ)z =i~;—2n ift, jo erhellt, daj3 bei einem Decimalbrude
pas Duabrat auf gleiche Weife wie bei einer defadijchen gangen Jahl gebildet
wird; nur mujs man im Quadrate ded Jihlerd doppelt jo viele Decimalen
abichneiden, al8 deven der gegebene Decimalbrud) enthilt.

4. Gin unvolljtandiger Decimalbrud) wird durc) abgetiivzte
Stultiplication quadriert.

§. 177, Anfoabe. Aug einer algebraijdhen Summe die
Duabdratwurzel audzuziehen.

Aus dem Gefege (§. 175), nac) weldem die Beftandtheile einer mehr-
gfiedrigen Zahl in threm Quadrate sujammengeftellt evjcheinen, (djst fid) fiiv
bag Ausgiehen der Vuabratwurzel ausd cinem geovdneten
Lolynom folgenved Verfahren ableiten:

1. Das erfte Glicd de3 geordneten Polynoms ift dad Quadrat des
crften Wurzelgliedes. NMan finbet dbaher das erfte Glied der Wurzel, wenn
man aud dem erften Glicde ded Madicands die Quadratwurzel ausdzieht.
Das Quadrat ded erften Wurzelgliedes wird von dem Radicand jubtrabiert.

2. Die erften pwei Glicder Des Neftes enthalten die Beftandtheile,
welche aud denr folgenden (liede der Wurzel Hervorgehen, und wav ijt
bas erfte Gilied Des Nefted das Product ausd der boppelten bereitd gefundenen
Wirzel und aud dem folgenden Gliede der Wurzel. Dividiert man daber
bag erfte Glied Ded Neftes burch) das Doppelte der bereitd gefundenen
Wurzel, fo erhiit man dag folgende Glied der Wurzel. Man bildet nun
bie Veftandtheile, welche diefed neue Glied der Wurzel im Quadrate gibt,
inbem man u dem Doppelten der fritheven Wurzel dag neue (lied adbiert
und die Summe mit diejem Gliede multipliciert, und jubtrahiert das Pro-
duct von bem Mefte desd Polynoms.

3. Diefed BVerfahren wird fortgefest. Bleibt zulept fein NReft, jo ift
bas gegebente Polynom ein volljtindiges Luadrat und die erhaltene Quadrat-
wurzel vational; bleibt aber ein Nejt iibrig, jo ift die Wurzel irvational

3. 8. V6%’ —x?—30x 25 = x2+3x—5H

_X4
-+ 6x% — x? :(2x2 4 8x).3x
4= 620 I x?
—10x2—30x+25:(2x*4+6x—5H). — 5
F10x*=F30x 25
0

§. 178. XAnfgabe. Au3 einer defadifden gangen Jahy,
welche ein vollftandiges Quadrat ift bie Quadratwurgel
ausdzuziehen.
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1. Man theile die Jahl von ben Einern angefangen in Abtheilungen
von je pwei Biffern, wobei die hodyjte Abtheilung auch nur eine Biffer ent-
Dalten fann, fudje die grofite Jahl, deren Quadrat in der hid)iten Abthei-
Lung enthalten ift, unbd {dhreibe fie afl8 erfte Jiffer der Wurzel an. Das
Quadrat der erften TWurzeliffer wirdb von der Hhochjten Abtheilung bes
JRadicandy jubtrabiert.

2. Bu dem Nefte febe man bdie folgende Abtheilung bded Rabdicands
herab, Dividiere die dadurc) gebildete Jahl nad) Weglajjung ihrer lesten
Biffer durd) bas Doppelte der bereits gefundenen Wurzel und jdhreibe den
Quotienten ald nene JBiffer in die Wurzel und sugleid) ald Crgingung 3u
pem Divijor. Den o evgiangten Divijor multipliciere man mit der neuen
LWurzelziffer und fubtrahieve bas Product jogleid) wahrend des Multiplicierens
bon dem Dividende mit Jugiehung der friiher weggelaffenen Jiffer.

3. Diefed Verfahren fepe man fort, bis alle Abtheilungen ded ge-
gebenen Radicand3 in Redynung gezogen worden find.

Die Ridptigeit diefes Verfahrens ergibt fih aus §. 176.

8 3. V5|94/38/44 — 2438
194 : 4
1838 : 483
38944 . 4868
0
Bufige. 1. Da \/1£n =% ift, fo folgt, Daj8 man aud einem

Decimalbrudye die Quadvatwurgel nad) demielben BVerfahren auszieht,
ie aus einer gangen Jahl; nur mujd man den Decimalbruch vom Decimal-=
puntte aud nad) rechts und (infs in Abtheilungen von je 3wei Stellen theilen
und in der Wvzel den Decimalpuntt fepen, bevor die erfte Abtheilung von
Decimalen in Redhming gezogen wird.

8. 9. V1j52-27/56 — 12-34
52 . 22
891 . 243
9856 : 2464
0

2. m qu3 einem gemeinen Brudje die Quadratwurzel zu ziehen,
sieht man Diejelbe aus Bahler und RNenwer.
44 Ve 12
,8. %- @—M—23.
§ 199. 2Anfgabe. Aus einer defadifdien ganzen Jahl,
welde fein volljtindiges Quadrat ift, die Duadvatwurzel
ju jiefen.
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3t die gange Bahl a fein vollftindiges Quadrat, jo<ift Va nach §. 152
trrational und (aigt fid) nur niherungdweife beftimmen. Man jiehe dabei
w5 a auf die in §. 178 angegebene Weife die Duadratwurzel, big die lete
Abthetlung in Redymuing gezogen ift, fepe dann nac) der zulept erhaltenen
Lhurgelsifier den Decimalpunft und vechne auf diejelbe Art weiter, indem
mon jedem Refte fiir die folgende Abtheilung pwei Nullen anbhingt. Die
Hecdhmung with fo lange fortgejest, i3 man bdie gewiinjdhte Wnzahl von
Oecimalftellen erhalten hat.

Beweis, Diultipliciert man die gange Sahl a mit 10, b. §. hingt
man derjelben mmal pwet Nullen an, und ift b bdie grofte gange Bab,
weldge in Va.10™™ enthalten ift, alfo

b<<Va. 10 < b 41, ober b<<10=.va<<b-+1, jo ijt
b b1
Tom <Va<< Tg;_r-

Va liegt demnach zwijchen den Briichen fot';unb t—’%'m—l, deren Differeny
m],-n ift; folglid) ijt bev Fehler, den man begeht, wemn Va = 1"6% gefebt
wird, fleiner als 1 jomit Eleiner al3 eine Ginbeit der leften bevechneten

ans

10m’
Decinalitelle.
8. 8. V350 — 18-708..
250 : 28
2600 : 367
310000 : 37408
10736

Bufabe. 1. Auf gleiche Weife wird auc) beim Quabdratronrzel-Aus-
siehen aud einem Decimalbruche, welder fein vollftindiged Quadrat
ift, bie Rechnung beliebig weit fortgefest, indem man junddit in dev lelten
Abtheilung rechts, wenn fie nur eine Jiffer enthalten jollte, die fehlende
burd) eine Null evgéngt und dann dem iibrig geblicbenen, jowie jedem folgen-
dent Nefte pwei Nullen anbingt.

Bei periodifhen Decimalbriichen treten felbftverftindlic) die entjprechen-
ben Biffern der Periode an die Stelle der anzuhingenden Jullen.

2 Um aud einem gemeinen Brudye, Ddefjen Bahler und Nenner
nidyt Duadratzahlen find, die Duadratwurzel auszuziehen, vevwandelt man
ihn entweder in einen jolchen Brudh, defjen Nenner eine Quadratzabl ijt,
und gieht dbann bie Wurzel aud Jihler und Renner; ober man verwanbdelt
ben gemeinen Bruch in einen Decimalbrud) und zieht dann aud diefem die
Quadratiwurgel.

§ 180. UAbgefiirztes BVerfahren beim Ausziehen bdev

Ruadratwurgel
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Hat man von der Quadratwurzel ciner Jahl nad) dem
gewdhulidgen Berfahren die erften m Jiffern gefunden, jo
braudit man, um nod) m—1 weiteve vidhtige Wurzelziffern
su erhalten, nur den lepten Nejt durd) die boppeite berveits
gefundene Wurzel zu dividierven.

Sn der ugfithrung wird dabei bdie abgefiivzte Divifion angewerdet
und im Divijor jogleich die lepte Jiffer weggelafjen.

Beweis, Begeidhnet a den NRabicand und b die Dbereitd gefundenen
erften m Biffern der Quabdratwurzel, jo fann man unbejdhadet der Allge-
meinbeit die erften m Abtheilungen in a, uud daber aud) die mjziffrige
Bahl b als Gange annehmen, weil e3 fiiv die Jiffernfolge der Wurgel gleic)-
giltig ift, nach welcher Abtheilung desd Nadicand3 man den Decimalpuntt
febt; Dann werben die weiter folgenden Wurzelziffern Decimalen vorftellen.

Sept man nun Va = b-4-x, wo x den unoch) fehlenden Theil der
Wurzel ausdriictt, o mufs

(b +x)* = a, oder b? +2bx 4 x* = a, daher
e
2b 2b
wo a— b? den [epten bei der

2bx = a—Db?—x? und x =

— b
B at
Wurzelaugziehung gebliebenen NReft und 2b die doppelte bereits gefundene

Wurzel, bedeutet, gefept wird, jo ift der Fehler, den man begeht, ghid) —;‘ ; :

Aber x<<1 und b= 10=-1 bafer ;ib fedenfall3 fleiner al3 10[“ —

raug folgt, bajd der Quotient ﬁ_; mindeftend m — 1 weitere vidhtige
Wurzelziffern qibt.

- Bufike. 1. Wenn aus einer ganzen Jahl oder einem voll-
ftandigen Decimalbrudye die Quadratwurzel mit 2m — 1 geltenden
Jiffern zu bejtimmen ijt, jo judht man besiiglich nur die exjten m Biffern
nac) dem gewdhnlichen Berfahren der Duadratwurzel-Auszichung die folgen-
ben m—1 aber nad) der obigen BVorjdyrift durd) die abgefiirste Divifion.

Dat man 3 B, V138 auf 5 Decimaljtellen genau, aljo im gangen mit
7 geltenden Biffern gu beftintmen, jo judht man die erjten 4 Biffern durch dag
Rabdicieven, die lehten 3 durc die abgefitrzte Divifion. Die Rechuung ftefjt

fein. Wenn nun fiir x der Quotient X

D=

V1|38 —— Tl
38 cie
L0099
11100 : 2344

1724 . 2348
80
10

1
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2. Dasjelbe abgefitrste Verfahren findet ingbejondere auch beim Yus-
gichen der Quiabratwourgel aus einem unvol(lftdndigen Decimalbrude
ftatt.  Mian findet durc) diefed BVerfahren, wenn der Rabdicand m geltende

Ubtheilungen Hat, in der Wurzel im ungiinftigften Falle 2m — 1 verldfs-
licdhe geltende Biffern.

2. @ubus und Cubikwurzel.

§. 181. Anfgabe. Cine algebraiide Summe um Cubus
su erheben.

Man entwicle eine Summe nad) folgendem Gejepe:

1. Das erfte Glied ded gegebenen usbructed gibt feinen eigenen Cubus.

2. Jebes folgende Glied liefert dret Bejtandtheile: dad dreifache Duadrat
ber Gumme aller vorangehenden Glieder multipliciert mit diefem Gliebe,
bie Dreifache Summe aller vorangehenden Glieder multipliciert mit fetnem
Quabdrate, und feinem eigenen Cubus.

Beweis. (a=b)i=(a==b)?(a=D)= (a2£2ab-+b?) (az=h)

= a®+3a*h 4+ 3ab? 4= b3
Die weitere Begritndung ift dhnlid) wie im §. 175,
§ 182. Aufaabe. Gine bdefabifde Jahl zum Cubus jzu
rhebemn.

Das BVerfahren folgt aus §. 181

Um 3 B. den Cubus von 4213 = 400042001043 zu be-
{timmen, Hat man, wenn die Nullen mit Beadhtung ded Stellemwerted weg-
gelaffen werden, folgende Rechnmung:

42133
o...64 |
Bty 96 |
5o 99t o 48
B g 8
S 5292
T 126
§0- in 1
Saslig 159/516/9
3.421 .8%..... 11367
B 27
74[778/091/597

Bufige. 1. Der Cubus einer defadifden gangen Jahl hat
entweder dreimal fo viele Biffern alg diefe Zahl oder um
jwei Ziffern ober um eine weniger.

Seweis analog wie ju § 176, Sujab 2.

Moinil=Neumann, Sehrb. b. Arithuetit u. Ulgebra f. d. obeven €L d. Mitteljh. 26. Anfl. 4
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2. Da (%)3:5% ift, fo folgt, dajs man bei Decimalbriichen

pom Cubus dez Bihlerd Jmal jo viele Decimalen abjdhneiden mitfje, ald
deren Der gegebene Decimalbruch fHat.

3. Den Cubus eined unvollftandigen Decimalbruded bildet
man durd) abgefiivzte Multiplication.

§. 183. RAufgabe, Aug einer algebraijden Summe bdie
Cubifwurzel su ziehen. &

1. Man ziehe die Cubifwurzel aus dem erften Gliede ded geordueten
Radicand3; dieje ift da3 erfte Glied der Wurgel. Der Cubug des erften
Wurzelglieded wird von dem Rabdicand jubtrabiert.

2. Man Dividiere dad erfte Glied ded Reftes durc) dag Ddreifache
Qutadrat Der bereits gefunbdenen Wurzel; der Quotient ift bag folgende Glied
per Wurzel. Man bilbe bann die Veftandtheile, weldje diejed mneue Glied
per Wurzel im Cubud fervorbringt, némlich dad dreifache Luadrat bHes
Dereitd gefundenen 2Wurzeltheiled multipliciert mit dem neuen Gliede, das
Dreifacje ded vorfergehenden Wurzeltheiled multipliciert mit dem Quabrate
Ded meuen Glieded und den Cubud bdiefed Glieded, und jubtrahiere bdie
Gumme biefer drei Beftandtheile von dem fritheren Nefte des Radicands.

3. Diefes BVerfahren witd fortaefept. Bleibt zulept fein Reft iibrig,
jo ijt die Cubifrourzel vational; bletbt ein MReft, jo ijt fie irvational.

Die Ableitung bdiefed Verfahrend augd §. 181 gejchieht auj dhnliche
Weife, wie im §. 177 dag Verfahren bder Quadratwurzel-Ausdzichung aus
Polynomen ausd §. 175 hergeleitet wurde
. Beifpicl.

VIy® —63° + 214 — 44y 4 635> — b4y +27] — y*—2y 43
yS
__6y5+21y4_44y3 s 3y4
1AL 6y5+ 12},9 e 8y3
+ 9y*—36y°+ 63y —b4y 4 27:3y* —12y3 4 12y°
+ 9y*—36y°+ 36y?
+27y? —bdy 427
0

§. 184. Aufaabe. Aus einer defadifden ganzen Zahl,
weldje ein vollftdndiger Cubug ift, die Cubifwurzel aus-
auziehen.

1. Man theile die Jahl von den Einern angefangen gegen die Linfe
in Abtheilungen von je drei Biffern, wobei die Hichjte Abtheilung aucd) nur
stoei oder eine Jiffer haben fann, fuche die grofte Bahl, deven Cubud in
er hodyften Abtheilung vorfommt, und jdyreibe fie als erjte Biffer in bie
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Cubitiourgel. Den Cubus der erften Wurzelziffer fubtrahieve man von der
erften Abthetlung des Rabicands.

2. Bu dbem Refte fese man die nachfolgende Abtheilung Herab, dividiere
bann die daburd) entftandene Bahl mit Weglafjung der lepten zwei Biffern
burc) bag Dreifache Quabdrat - der bereitd gefundenen Wurzel und fdhreibe
pent Quotienten ald newe Jiffer in die Wurgel. Dann bilde man bdie Be-
ftandtheile, weldje biefe neue Wurgelziffer im Cubus Hervorbringt, namlich
0as Dreifache Quadrat der ihr vovamgehenden Bahl multipliciert mit Der
neen Biffer, die breifache vovangehende Sahl multipliciert mit bem Quabdrate
oiefer newen Biffer, und threm Cubus; jdhreibe den evjten Beftandtheil unter
oen Divibend, jeden folgenden aber um eine Stelle weiter gegen die NRedyte
1nnd jubtrahiere die Summe der jo angejebten Beftandtheile von dem Dividend
mit Suziehung der frither weggelafjenen zwei Jifferm.

3. Diefed BVerfahren wird fortgefept, Hid man alle Abtheilungen de3
Nadicands in Rednung gezogen hat.

Die Ridtigleit des BVerfahrend beruht auf §. 182,

3
3 8 V789 53589 — 429
64
14953  : 48...8. 4
g Ao 9.
3, 42 48
... 8
4865589 . 5292...3.422
S 47628 ..
3.42 .91, 10206.
gsis: 729
0

Bufal. LWie man beim Ausziehen der Cubifrwurzel aus einem Decimal-
ober einem gemeinen Brude zu verfahren habe, erfieht man leicht aud
bem fitr das Quadratwurzel-Ausziehen in §. 178, Bufap 1 und 2, ange-
gebenen Berfahren. ;

§ 185. 2Aufgabe. Aus einer defadifden gangen Jabhl,
welde feinvollftandigerCubusift, dieCubifwurzelzugiehen.

St der abicand feine Dritte Potens einer gamgen Jahl, fo ijt die
Gubifourzel irvational und fann nur niherungdweije bevechnet werden. Dasd
Dabei anguwendende Verfahren entjpricht Demjenigen, dag wiv in §. 179
fiir bie Quabratwurzel-Auszichung aus einer defadijchen gangen Jahl, weldye
fein Quabdrat ift, angegeben haben; nur miifien hier den eingelnen Reften
fiir fede Abtheilung brei Nullen angehingt werden.

7k
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Bufaf. Uud) besiiglich der Voridhrift fiir das Aussiehen der Cubit-
wurzel augd Decimal- ober gemeinen Briichen, welde nicht vollftindige
Gubifzahlen find, verweifen wir auf die analogen BVemerfungen in Buj. 1
und 2 u § 179.

§. 186. Ubgefiirztes Verfafhren beim Audziehen bder
Cubifwurzel

Wenn man von der Cubifwurzel einer Jahl nad) dem
gewihnliden Berfahren die ervften m Jiffern bevednet hat,
foerhalt mannod) m—1 weitevever(djdlide Biffern, indem
man Den lepten Reft durd) dasddreifadhe Quadrat der bereits
gefundenen Wurzel dividiert.

Beweis. €3 fei a der Rabicand und b bezeichne die bereitd bevechneten
erften m Biffern der Cubifiwurzel, wobei b ohne nbderung der noch fehlen-
Den Wurzelziffern ald eine gange Jabhl voraudgejept werden darf. :

3
Get man Va = b 4 x, wo x die weiter folgenden Jiffern der Wurrzel
bebeutet, jo ift
(b 4+ x)* = a, oder b®+ 3b*x + 3bx? -+ x* = a, daler
db*x = a—b®—3bx?—x3 und x = 5137_%’3 —X% _:-331;’
wobei a— b? der lepte bei der Wurzelansziehung geblicbene Reft, und 3 b2
da3 breifadje Quadrat der bigher gefunbemen Luvzel ift.

Der Fehler, welder begangen wird, wenn man fiir x den Quotienten
20 fett, ift demmad) T+ X5 wo x < 1 b b = 10==1 ijt, fo bais
bei Der Beurtheilung beé Fehlers bas Glied -5 ald gegen }%2— berjchwin=

bend gar mcI)t in Betvacht fommt; — 1ft aﬁer fleiner al8 wm__l, alfo wird
X burd) ben Quiotienten 3b?s auf mml Biffern genau bejtimmt.

3
Jit 3. B. V0083066534 auf 5 Decimalen genan zu beftimmen, jo
judt man bdie erften bdrei Biffern nad) dem gewidhulichen Berfahren ber
Cubitwurzel-Ausziehung, die zwei folgenden durch die abgefiirzte Divifion.
Bufa. Durd) dad voranftehende BVerfahren erhilt man in der Cubit-
wurgel eined unvollftdndigen Decimalbrucdhes 2m — 1 verldjsliche
Biffern, wenn ber Radicand m geltende Abtheilungen zu drei Biffern Hat.

III. fogarithmen.
L. Don den Logarithmen iiberhaupt.
§. 187. Dem Potengieren entjprechen zwei inverje Operationen,
bag Nabdicieren und bas Logarithmieren, je nachdem bdie Bafis ober bder
Crponent gefucht wird, da diefe beiben nidht commutiert werden fHnnen.



101

Erklirung. Cine Jahl a in Bejug auf eine anderve Jahi b
fogarithmieven Beift, den Potenzerponenten juchen, mit
weldiemb al3 Bajid potenziert werden muis, umaald Poteny
su geben. Die Bahl b ift die Grundzahl oder Bajis, bie ald Potenz
gegebene Bahl a beit ber Logarithmand oder geradesu bdie Bahl
(Numerns), und bder gejuchte *Potenzerponent der Logarithmus. Jit
a = b?, jo ift n ber Logarithmusd der Bahl a fiir die Bafid b; man Hat
dofiic die Begeidnung Plog a = n (gelefen ,, Logavithmus von a zur Bafis b,
ober b — Kogarithmug von a’).

LWerden Ddie Logarithmen durdhgingig auj eine bejtimmte Bafis, 3. B.
10, begogen, fo jcjreibt man ftatt ded lebten Augdruckes fiirzer log a =n,
wobei die VBafiz 10 al8 befannt voraudgefeht wird.

Der b — Logarithmud einer Jahl a ijt aljo diejenige Sabhl n, mit
welcher b potenziert werben mujs, um a ju erhalten.

§. 188, Solgefake. 1. (Definitionsformel.) Botenziert man die
Bafid mit dem Logarithmus, fo erhdlt man den Numerus.
bblog e

2. Der Logarithmus einer Poteny der Bafis ift gleid)
pem Potenzerponenten.

blag (bt)—"n.
fpeciell: a) Der Logarithmusd der Bafis ift gleid) L
Blog b = 1; benn b* = b.
b) Der Logarithmus von 1 ift fiir jede Bafis gleid O.
blog 1 = 0; denn b® = 1.

3. Fiir einepofitive Bafid hateinenegative Jahl feinen
reellen Logarithmus.

Denn jowohl bte ald b— = 1% gibt ein pofitives NRejultat.

§. 189, Die geordnete Bujammenitellung der Logarithmen bder in
natiiclicher Ordnung aufeinander folgenden Jahlen fiir eine bejtimmte Bafis
bilbet ein logarvithmijdhed Syjtem.

Da durd) a3 Potemzieren einer veellen negativen Bahl nidht alle
mbglichen pofitiven Sahlen erzeugt werden fdnmnen, jede Potens von 1 aber
wieder 1 ift, jo fann nur eine veelle pofitive und von 1 verihiedene Sahl
als Bafig eined Logarithmeniyftems angenommen werden.

Sm Gebrauche find nur gwei logavithmijhe Syfteme, ndmlic) dad
gemeine, Briggs j&e oder defadijche fiir die Bafid 10, und das natiir-
lidhe ober Meper jdhe fitr die ivrationale Bajis 2-718281828. .., welde

man qud der Summierung der unendlichen Reihe
1

e 1
I+stigtres trasat
erhiilt und gewdhnlich mit bem Budjftaben e beseichnet.
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Allgemeine Sihe iiber die Logarithmen.
§. 190. Der Qogarithmus eined Probductesd ift gleid) der
Summe ausd den Logavithmen der Factoren.
€3 fei fiiv bie Bafiz b
log M = m, log N = n, log P = p, aljo
Me— b N —— b2 P — hE--bantt ijt
MNP — botnte; b, i
logMNP = m -+ n -+ p, ober
log MNP = log M41log N4-log P.
8. B.log 6 = log 2+ log 3.
log 30 = log 2 4 log 3 - log 5.
Sind fiir eine Bajig die Logarithmen aller Primzahlen befanut, fo
laffen fid) ausd denjelben durch) blofe Abdbition aud) bie Logarithmen aller
sufammengefepten Bahlen ableiten.

2. Der Qogarithmus eined Brudjed (Quotienten) it gleid
bem Qogarvithmusd ded Bahlerd weniger dem Logarithmus
be3d Nenmners.

&3 fei fiiv bie Bajizd b

log M — m, loc N — n:alfo M — b= N — b~
dann ijt

M 5 M |
§ = bm7, folglid) log = = m—n = log M —log N.

3. B. log % = log 29 — log 31.

log 35°29 = log §1%§0§ = log 3529 — log 100.
3. DerQogarithmuseiner Potenz ift gleid) dbem Sogarith-
mud der Bafis multipliciert mit dem Potenzerponenten.
€8 fei fiiv bie Bafisd b, log M = m, aljo M = b=; bdann ift
Mp = b=P, und daber -
log MP = mp = p log M.
3. B. log 8% = 3 log 8.
log (2a)® = 3 log 2a —= 3 (log 2 4+ log a).
log (%:_%F = 2 log x +1log y—4 (log m+log n).
4. Der Logarithmus einer Wurgel ift gleid) bemLogarith-
mus ded3 Radicandsd dividiert durcd) den Wurzelerponenten,

€3 fei fiiv bie Bafid b, log M = m, alfo M = b=; dann ift
P P 2
VM = yb® = b ?, baber
log \P}M = o Lol
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8. B, log y15 — 1B

: log &
o0 \/% SI5E u—log b

5 5
a\/x Bl it
—— = log a3 log x—log y.

§. 191. Wenn in her Gleichung b* = a b eine reelle, von Null ver-
[thiedene, pofitive Jahl ijt, bann gehort nad) der Lehre von den Potengen Fu
jedem veellen Werte von n ein eingiger pofitiver Wert von a. Somit
it bas Qogartthmieren eben jo wie dad Potenzieven eine eindeutige Rechen=
operation. Jft b aud) noch grofer ald 1, wad bei den gebrauchlichen Syjtemen
der Fall ift, dann {ind jomit nad) §. 145, 3 bie Bablen und ifhre Loga-
rithmen einander eindeutiq wadifend zugeorduet; d. 5. fiir diefe Bafis gehort

a) 3u jeder Bahl ein beftimmter Logarithmus,

b) 3u gleidjen Bahlen gleiche Logarithmen,

¢) sur grofeven Sahl dber grofere Logarithmus.

@Ebenfo gelten bie Wmfehrungen.

Bufa. Auz diefer Darftellung folgt unmittelbar, dajd diejelbe Saﬁr
fiiv verfchiedene Bajen aud) verjdhicdene Logarithmen hat.

8. 192. Der Duotient der Logarithmen dervfelben Jah!
fiir 3wei verjchiedene Bafen ift conftant.

Beweis, Jft slog N = x, alfo a* =N, fo erhilt man, wenn man
in ber zweiten Gleichung Deiderfeitd die Logavithmen in Begug anf eine

anbere Bafis b nimmt,
x.blog a = tlog N ober

slog N.blog a = tlog N folglid):

slog N -0 1
blog N ~ bloga
pber “log Ne==iblog iN< blo“a

Gind bie Qogarithmen der Jahlen fiiv die Bafig b befannt, jo fann
man aud denjelben auch die Logarithmen fiir jede andere %afis a Deftimmen,

wenn man die erfteven mit dem beftanbigen Factor blog -, D. i mit bem

veciprofen LWerte bed Logarithmus der newen Bafis in Bezug auf die frithere
Bajis multipliciert. Die Jahl, mit weldher die Logavithmen eined Syftems
multipliciert werden mitfjen, um die Qogarithmen eined andern Syjtems ju
erhalten, Deifit ber EIRnbu[né% bes neuen Syjtems in %e&ug auf bag ur=
fpritngliche. EDer Modulug des Briggd'jhen Syjtems in Bejug auf dad

natiielide ift =5 = 0°4342945. .
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2. Don den Brigas'[dhen Logarithmen.

§. 193. Der Briggd'jhe Logarithmusd wird ftatt wit %log einfach
mit log bezeicjmet.

1. Die Briggsd {dhen Logarvithmen aller Jahlen, welde
groferal81jind, jind pojitiv; bie Briggs {dhen Logarithmen
allev pojitiven Jahlen, weldefleineral31jind, jind negativ

Beweis, log 1 = o und log a = n.

Aus a>>1 folgt na) §. 191 n > o,

> Bl e g n << o.

2. Der Briggs ide Cogarithmus einer ganzen oder g e-
brodenen Sahl, welde eine defadifdhe Cinfheit ift, ift eine
ganze Jahl

. Folgt aus §. 188, 2.

3. Der Briggs fde Logarithmus einer ganzen oder ge-
brodjenen Jahl, weldje feine defadifdhe Cinpeit ijt, ift eine
irvationale Jahl

Beweis. a) Jft N feine defabifhe Cinbeit, jondern zwijthen zwei auf
einander folgenden defadijhen Einbeiten 10® und 10"+ enthalten, wo n
eine pofitive oder negative ganze Bahl oder auch ull bedeutet, jo liegt der
Logarithmus von N zwijden n und n 1, und ift jomit feine ganze Jehl
@r fann aber aud) fein Brud) fein. Denn wire log N = %E, wo p und

=D

g velative Primzahlen feien, jo mitiste 10 ¢ = N, oder 10EP — Nau jein
Damit jedod) diefe Gleichung mbglich fei, mitidten 10EP und Na qug den-
felben *Primfactoren beftehen; es diirfte alfo N feine anderen Factoven als
2 und 5, besiiglich 5 und L, und miijste auch beide in gleicher Anzahl ent-
Dalten; dann aber wdre N felbjt eine defadijche Einfeit, wag der Voraus-
fepung wiberfpricht. €8 fann demnac) log N, wenn N Feine defadijche
Cinbeit ift, webder durd) eine gange Bahl nod) durd) einen Brudh) genan
Dargeftellt werden.

b) Der Logarithmus von N [§st fidh) swifchen 3wet Briihe alg
Grengen einjchlieBen, deven Diffevens beliebig flein gemacdht werben fann,
et ift alfp irvational.

Bildet man N, jo mujs diefe Sahl zwifchen wei auf einander folgen-
pen Potengen von 10 legen.

8 et aljo. 10p << N9 < 100+,
fomit 108 <N < 1023

iy J p+1
q<.::10g}.-< ;
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Da q beliebig grof gewihlt werden fann, fo (dfst ficdh) die Differeny
Deiber Grengen %Beﬁeﬁig flein machen. Bugleid) ftellt jede Grenge einen
Jldherungdmwert bar, welder einen Fehler befibt, der fleiner ift als it

Beijptel. Nan findet: 22°=1043576 und weiter durch abgekiivte
Nultiplication 210 =220 x 220=10995116 x 10°,

280 —Peolos Ddo._JRDBIRE e 1025 qinh
2100 285 5280 10616510 NIl Do
10° << 126765 << 10°,

1030 = 2100 = 1031

100-30 < 2 < 100-31

030 << log 2 < 0°31.

§. 194, Aufgabe. BVon einer gegebenen Jahl den Briggs'-
fhenQogarithmus zubevednen. (Dethode von AbelBiirja. 1786.)

Durd) wiederholted Ausziehen der Quradratwurzel berechnet man die
Sablen der folgenden Tabelle.

1005 = 3162278
10928 5 T TRsaT Y
10820 — 1+ 85352]
JON-0028 = R TS

100 000188 — 1-001125
100000344 — 1000562
100000122 — 1000281
10000081 — 1-000141

10003125 — 1-074608
100015025 — 1-036633
100007815 — 1018152
100-005905 — 1-009035
100-00!953 — 1 .004507
100000978 — 1-002251

100000031 — 1-000070
100-000016 — 1-000035
100000008 — 1000018
100-00000¢ — 1-000009
100000002 — 1-(000004
100'DDOOOI — 1.()00002

Mit Hilfe diefer Tabelle wird der Logarithmus einer zwijden 1 unbd
10 fiegenden Babl 3. B. von 1-3 in folgender Weife bevechunet. Man
bividiert 1°3 duvch die nichit fleinere Jahl der obigen Tabelle, den Qo=
tienten wieberum durch bdie nichft fleineve Sahl w. . w. Daber ift 1-3
gleich Dem Producte Der auf einander folgenden Divijoren und desd lepten
it vernachlifiigenden Quotienten.
1:3=1-154782 .1-074608 . 1:036633 . 1-009035 . 1-001125 . 1-000281

. 1000070 . 1-000009 . 1-000004 . (1-000001) jomit
log 1:3 = 0:0625 4 0-03125 -+ 0-015625 - 0:003906 4 0- 000488
-+ 0:000122 4+ 0-000031 + 0-000015 - 0-000004 4

C 0-000002 = 0-11394 ... (auf 5 Decimalen genau).

Bufa. Jede Sahl, weldhe nicht awijhen 1 und 10 liegt, vermwandelt
man in ein Rroduct aug einer derartigen Babhl und einer Potenz von 10.
3. 8. 18=10.1-3 jomit log 13 =1+ log 1-3 = 1-1139%4.

§.195. Da im Briggshen Syjteme mit Ausnahme der defadijchen
Ginleiten alle fibrigen pofitiven Sahlen pofitive oder negative, ivrationale
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Qogarithmen Haben, fo fann jeder Logarithmus ald die algebraifche Summe
aus einer pofitiven oder negativen gangen Jafhl und einem pofitiven Decimal-
brudje, weldger fleiner a3 1 ift, dargeftellt werben. Man nennt die pofi-
tive ober mnegative gange Jahl die Chavafteriftif oder Kennziffer,
den pofitiven echten Decimalbrud) die Mantijje.

* Um einen negativen Logarithmusd auf die erwdfhnte Form zu bringen,
fubtvahiert man feinen abjoluten Wert von der nadit groferen gangen Jabhl
und fiigt diefe ald@ negative Kennziffer BHingu, entjprechend der Gleichung
— b = (a—b) — a.

iRy — 234467 = 3 — 2-34467 — 3.

= 0-65533 — 3.

§. 196. Die Charvafterijtif ded Briggsiden Logarith-
musd einer Defadijdhen Bahl it gleich dem Rangerponenten
ver hodyften Jiffer diejer Bahl -

€3 fei n ber Rangerponent der Hochjten Biffer der Bahl a, wobei n
eine gange pofitive ober negative Jafhl oder auch bdie Null bezeichnen fanu;
bann ift 1= a < 10 2+

n< loga<<n-1.

€3 ijt alfo log a=1n + «, wo « pofitiv und <<1 oder aud) Null
ift; folglid) ift n die Charafterijtif bed Logarithmus von a.

Folgefake. a) Die Chavatteriftit Des Logarithmus einer Jahl, welde
Gange enthilt, ift pofitiv und um 1 fleiner ald bdie Anzahl der Stellen,
weldje die Gangen emmnehmen (§. 64, Folgej. 1).

b) Die Charatteriftif des Logarithmus eines ecdhten Decimalbrudhes
ift negativ und abjolut gemommen glei) der Anzahl aller Nullen, welde
dbent geltenden Decimalziffern vorangehen, die Null vor dem Decimalpuntte
mitgesihlt (§. 148, 1).

§. 197. Wenn man ivgend eine Jahl mit einer Poten;
bon 10 multipliciert ober Durdjeine Potenzvon 10 dividiert,
fo with badburd) in ihrem Briggsiden Logarithmus nur die
Charafteriftif gedndert, wiahrend die Mantijfe diefelbe OHleibt.

€3 it log (a.10™) =log a -+ log 10™ — log a -+ m,

log fg'ﬁ = log a — log 10™ = log a — m.

C8 wird aljo der Logarithmus von a um die ganze Bahlm im
evften Falle vermelrt, im gweiten vermindert, d. §. er erfilt eine andere
Charafteriftif, wihrend die Mantiffe ungednbdert bleibt.

©o ift 3. B. log 7124 — 3:85272; baher

log 712400 == log 7124 + log 100 — 3-85272 4 2 — 5-85272;
log 71-24 —log 7124 — log 100 = 3-85272 — 2 — 1-85272.

Folgefoh. Die Mantijie eines Qogarvithmus fingt blof von der

Biffernfolge der Zahl ofne Ritdficht auf deren Rang ab.
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Logarithmentafeln.
§. 198. Die Logarithmen aller Bahlen von 1 big 10000 oder von
1 big 100000, und zwar erftere auf 5 ober 6, letere auf 7 Decimalen
bevechnet, Hat man in befonbeven Tofeln, welde LQogarithmentafeln
heifen, jujammengejtellt. Diefe enthalten mur die Mantifjen dber Logarith-
nen, da die Chavalteriftif in jedem Falle nach §. 196 beftimmt werden fann.
Mit Hilfe jolcher Tafeln findet man zu jeder Bahl den entjprecdhenden
Logarithmus, und umgefehrt Fu jedem gegebenen Logarithmusd die juge=
hirige Sabl.
alit Beniigung einer Tajel, welde die Logavithmen aller vierziffrigen
Sahlen enthdlt, fann man auc) den Logarithmus einer fiinfziffrigen Sahl
crmitteln.  Dagu dient folgender Sap, fiir weldhen an diefer Stelle ein
Beweid nicht gegeben werden famn, von bdefjen Ridhtigeit man fidh aber
mitteljt der Logarithmentafel iiberzeugen fann.
Fiir grofie Sahlen ift der Fuwadhs des Logarithmus
proportional bem Suwadhsd ded Numerus.
G3 feien b und e verhiltnidmdpig flein gegen a; dann it
log (a—+¢) — loga=£
log (a-Db) —loga b’
jomit: log (a + ¢) = log a + d. wenn d=log (a+ b) — log a ft.
Beifpiel. ©3 ift log 3021°2 zu Deftimmen. Man entnimmt Dder
Tafel log 3021 = 3-48015, jubtrabhiert diefen Logarithmus voun dem ndchit
Hoheren und erilt d = 14 Ginheiten der lepten Stelle.
Wichst der Rumerus um 1 fo wichst ber Logarithmud um 14 Cinh. 5. 5. St.
' " " r " rr 14 IR [ T
n L r l-‘ n n n r " 1‘4><2ff n n n
Der anfgejhlagene Logavithmus ift aljo um 2-8 = 3 (corr.) 3u
vermefren. log 3021-2 = 3-48018.
§ 199. Redynung3operationen mit den Briggsiden
Qogatrithmen.
Sn Begiehung auf die Rechnung3operationen mit Logavithmen find
im allgemeinen diejelben Regeln gu beobachten, wie fiir defabdijdhe Bahlen
{iberhaupt; nur hat man dabei nod) Folgended zu bevitcfichtigen:
1. Grhilt man beim Addieven der Logarithmen gzwei Charatteri=
ftifen, eine pofitive und eine negative, jo werben dieje in eine eingige u=

fammengezogen. 3. B.

rn n r r

i

3+10589
2-56814
0-21340 —2
0:08105 —4

5 96848 — 6 — 096348 — 1.
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2. Qft beim Subtrahieren der Minuend fleiner ald ber Subtrahend,
fo abdiere man, um im Refte eine negative Mantifle su vermeiden, ju dem
Minuend foviele pofitive Cinheiten, daj3 er grofer wird ald dber Subtrahend,
und fepe dann aucd) ald Chavatteriftif ded Nefted jo viele mnegative Cin-
beiten. Auch beachte man, dajd eine negative Kennziffer ded Subtrahends
infolge Der Subtraction pofitiv wird.

381 +4 — 3 2. +1
1-45025 0-23020 — 1
357892 , 0-83410 7 2
0-87133 — 3. 0-39617.

3. Wird ein Logarithmud mit negativer Charafteriftit mit einer Sahl
multipliciert, jo mujd tm Producte bdie neue negative Chavafteriftit
mit der etwa erfaltenen pofitiven zujammengejogen werben. 3. B.

(0-53115— 2) X 5 = 2:65575 — 10
= 0:66575 — 8.

4. Jjt ein Qogarithmusd mit negativer Ehavafteriftif durch eine Jabhl
34 dDividieven, jo muid die negative Charafteriftif, wenn fie durd) diefe
Bahl nicht theilbar ift, um jo viele Einheiten vergrofert werden, dajs fie
padurd) theilbar wird; eben jo viele Einbeiten miiflen aber dann auch alz
Gange 3u der pofitiven Mantifje gefest werden. J. B.

0-41509 — 7):5 = (3:41509 — 10):5
= 068302 — 2.

8. 200. Anwendung der Briggsidhen Logarithmen.

Durd) die allgemeinen Sige, die in § 190 entwidelt wurben, ift man
tmftande, bie Multiplication in eine Addition, bie Divifion in eine Sub-
traction, Das Potenzieren in eine Multiplication und dag Rabdicieven in eine
Divifion zu verwanbdeln. '

Sommen unter den gegebenen Jahlen negative vor, jo betrachtet man
jie einftwetlen a8 abjolute Bafhlen, fithrt damit die Redrung durcd) und
bejtimmt das Vorzeichen nachtriglich in dem gefundenen Refultate.

1 Multiplication der Bahlen mit Hilfe der Logarithmen.
Bejtimme dag Product x = 1-0954 . 0-91567 . (— 3-1571) . 1-00782

Es ift log 10954 = 0-03957

log 0:91567 — 0-96174 —1 -
log 3:1571 = 0:49928
log 1-00782 = 0-00338
== 0:50:397
Rumerud = 3-1913; x = — 3:1913,
2. Divijion der Jahlen mit Hilfe der Logarithmen.
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o 34156 XX 0°4023
Bejtimme den Wert der Brudhed x — 173578 5 5-6700"

log 34156 = 0-53 347
log 04023 = 0:60455 — 1
=1-13802 —1

log 1-2378 = 0:09265

log 5-8709 = 0+ 76870
log x = 0:27667 —1

x=171390)
3. Potenzierung einer Jahl mit Hilfe der Logarithmern.
329, 1:065

Bejtinme x = (5=
log 829 — 2:51 720
log 67 = 1-82607 .
0:69113 >< 1:065 ober 1log 0:69113 — 0-83956 — 1

5601 ; log 1:066 = 002735
69113 log (log x) = 0-86691 — 1.
4147 log x = 073605
346 x = 5°4456.
log x = 0-73606
x = 5 4457,

4, Radicierung einer Jahl mit Hilfe der Logartthmen.
1) @3 fei die Hte Wurzel aud 10 zu beftimmen.
log 10 = 1-00000

log V10 — 0-20000
V10 — 1-5849,
2) Berede x = \7352, a = 0-21537, b — 7-7856, ¢ — 0-93572,
log a = 0-33319 — 1
log a? = 0-66638 — 2
log b = 0-89129
1-56767 — 2
(log ¢ = 0-97115 — 1)
log ¢2= 0-94230 ¢ 1

0:61537 —1

2:61537 — 3

log x = 0-87179 —1
x = 074437,

5_
Senn in dem 3u berechuenden Ausdruce 3. B, Va* - bt aIgeBraijt{Je
Summen aqufteeten, jo miifjen gunddit die einzelnen Summanden und hier=
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auf Deven Summe berechnet werden; die logavithmijhe Rechnung ijt aljo

mehrfach unterbroden.
Biftorifdes, Die Logarithmen find erfunden und benannt von Neper (Zord John

Napier), weldjer 1614 eine Tafel natiirlidjer Logarithmen mittheilte. Dev von ihm gewihlte
Name Logavithmus (Adyov &eeduds) bedeutet ,Bifler des Berhdltnijjes”, injofern
o138 berfelbe angibt, twie vielmal ein gegebenes Verhiiltnis mit fich felbft multiplicievt werden
mitf8, um ein anbdered Verhiiltnis zu geben. L e Geft manbh, =1unda, =1
fo gelit die dlteve Definition in die neuere iiber. b v,

UAngeregt durd) Neper verbffentlidite Brigos 1618 bdie gemeinen Logarithmen Dex
Bafhlen von 1 bi8 1000. Unabhingig vom Deiden hatte bereitd ber Sdweizer Uhrmader
Jost Biirgi logarithmijdje Rechnungen angewandt, dod) erfolgte die BVeriffentlicdung feiner
Logarithmentafel (mit der Bafis 1°0001) exft 1620.

§. 201. Aufldjung von Crponentialgleihungen, welde
fidh auf lincare Gleidungen uritdfihren lajjen.

Gine Gleihung, in welher die Unbefannte ‘im Erpomenten auftritt,
Deifit eine Grponentialgleichung. Diefelbe Hat die allgemeine Form a*=Db

X

ober Va =

Die Aufléjung der Erponentialgleiungen beruht auf der Anwendung
bes Sahes: Sind pwei Sahlen einander gleich, jo find aud) ihre in Bejug
auf biefelbe Bafid genommenen Logarithmen einanbder gleidh. Dabdurd)
erhilt man Gleichungen die x entweder al Factor oder ald Divijor enthalten.

Manche Gleidhungen fann man ohne Beniipung von Logavithmen
mittelft be3 Saped aufldfen: Sind zwei Potenzen von gleider Bafis
cinander gleid, jo find ihre Grponenten gleich.

Brifpicle 1) VET_ Vo5
x;l 1 B—4x ‘x"_f_,
Zea) 2
=1 4x—5
S
x = b,
g e SR
V25+38x_—_ 5
a+3x
log 2=10og b
5 log 24+3log2.x=1logh.x
x (3 log 2—1log 5) = — b log 2
Sk 5 log 2 e 1°50515
8log2—1log 5 0°90309 — 0°69897

X = — (1-50515: 0-20412) = — 73738,
Bemuknng Jit bie Saiung ein Quotient jweier Sogarttfjmen bon
Denen ber eine ober beide eine mnegative Rennziffer Haben, jo mujs man

biefe Differengen durd) ifhre negativen Werte erfenen.
056864 —2  1°43136
3. % A= o —

}“.
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Fimfter Abfdynitt.

Gleidungen des sweiten Grades,

I. @Quadratifde Gleidungen mif einer nbekannfen.
§. 202. Die allgemeine Form einer Gleichung de3 weiten Grabed ijt
Ax?+ Bx -+ C=o, wo Azo,
ober, wenn man beide Seiten durd) A dibidiert,
x? 4 %x 4 10— =)
}
Ceht man 7113' — ity % =h, jo exhilt man die georduete Form
x24ax+b=0.
@3 find nun 3 Falle moglich.
a) Wird dad von x freie Glied b =0, fo hat man
x? Jax =0, ober x (x+a) =0,
jomit nach §. 131 x =0 und x - a=0, b.i. x=—a. Der Gleichung
geniigen aljo zwei Werte.
b) 3ft a=0, jo wird
x* 4+ b= 0 pber x> = — b,
Cine joldge Gleichung, in welcher die Unbefannte nur in ber weiten
Poteny vorfommt, heifit eine reine ober binomijde quabdratijche Gleidjung.
¢) ©ind a und b von O verjchieden, jo Deit die Gleichung eine
gemijdhte oder vollftandige Gleihung de3 zweiten Grades.

Reine quadratifthe Gleidpmgen.
§. 208. Um cine reine quabdratijhe Gleichung
i = i)
aufsuldien, zieht man aus beiden Theilen die Vuadratwurzel; man erhilt
x = \/b.
. Gine rveine quabratijfje Gleichung Hat aljo zwei entgegengefepte
Wurzeln; ift b pofitiv, fo find diefe reell; ift b negativ, jo find fie imagindr.
Bu demjelben Refultate gelangt man aud), wenn man die gegeberte

Gleidhung auf die Form
x? — b =0, ober x* — (Vb)*=0, ober x —Vb) (x4 Vb) = 0

bringt. Diefe Gleichung wird befriedigt, wenn man
entweder x — YVb =0, d. i. X, = Vb,
ober x + Vb =0, b. i. X, =—VDb jefit.
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Beifficle.
b ka0, x2 = 15, x2=—1,
x =+\9=-+3. x = =+ V15 x =+V_—-T.

Gemifdyte quadratifdye Gleidyungen.

§. 204. UUm eine in Der geordneten Form gegebene quabdratijde
Gleidung aufzuldien, trandponiert man suerft Da3 abjolute Glied und
ergiingt bann die linfe Seite u einem volljtdndigen Dutabrate eined Binoms,
indem man 3u beiden Seiten dad Quabdrat ded halben Coefficienten ded in
Bezug auf x linearen Glieded addiert.

x?Lax=—D
x?t+ax 4+ %—E === % —D
23 2
(c+3) =% >

Man erhilt aljo eine rveine quadratijhe Gleidung in Bezug auf die

Unbefannte x + <, fomit nadj §. 203

a 2
K+§=i—.\/%—b,

o . a 2
folglidh i SeVELG
Hiernad) Hat auch jede gemijchte quabdratijdje Gleichung 3w ei Wurgeln.
Diefelben find :
a) veell und ungleich, wenn b << (5;—)2 ift; und war
jind Beide pofitin, wenn a2 << 0 und b > 0,
s el s At O e = )
ift bie eine pofitiv, bie anbdere negativ, wenn b << O ift.
b) Diejelben find rveell und gleid), wenn b = (%)2;

c) compler und conjugiert, wenn b > (—2—)2 ift.

Beifpiele.
1) =x2—6x=1 2) 24 Tx=—12
oo (L) =%
x2—6x 432 =749 b e
(x—3)2=16 X+ Tx+ () =—1243
x—3 ==4VI16 e ]
ol +3)=1
x=3, 44 sl
X1=7,x2=—~1_ +2 i
: x:_l.q_.];
g =
31:'__3: X2=_4-
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§. %05. Unftatt zur Anufldjung einer gemijchten quadratijhen Gleichung

i jebem befonberen Falle die in § 204 durdhgefiihrte volljtindige Ent-

widling zu wiederholen, fann man die Wurzeln einer auf die geordnete
o gebrachten Gleidjung aud) jogleich) aud der allgemeinen Formel

- a Ja? o

ableiten.

Wenn die allgemeine Form
Ax? 4~ Bx + C = 0 vorliegt,
bann ergibt bie Subftitution der Werte a und b

< —BVE—1AC ;
24 '

§. 206. Wenn aus einer irvationalen Gleidung bdie Quabdratwurzel
burch Crhebung zum Quabdrate weggejdhafft wird, fo enthilt hiufig die neue
Gleichung Wurgeln, die der gegebenen nidht angehoren. Man Hat daber in
diefem Falle nadhtraglich nod) zu unterfuchen, welche der fiiv die Unbefannte
gefunbenen Werte die uripriinglich gegebene Gleichung erfiillen. Jene
Wurzel, welche der gegebenen Gleidjung nidht gemiigt, fommt einer Gleichung
3, weldhe aus bder gegebenen Durd) BVevdnberung bder Vorzeichen ber
Quabratwurgel erfalten wird.

Beifpiel. 2% — V3x—3
V3x —2x — 8
3x =4x?—12x + 9 gibt
3
A 3' X, = Z‘
Probe fir x,: 6—V9 = 3 filr 50 23— V& L 3
X, geniigt;

x, geniigt nidt.

x, = 3 geniigt hingegen der Gleichung

2x 4 V8x = 8.

Beziehungen wifdyen den bekannten Bahlen ciner quadratifdyen Gleidjung
und ihren Warzeln.

§. 207. Die linfe Seite einer auf die geordnete Form gcﬁr'acf)ten
quabratifhen Gleihung x>+ ax 4 b witd ihr Gleidungdtrinom
genannt. -

3ft m eine Wurgel der Gleicpung x* +ax+ b =0, fo heiht x —m
ein Wurzelfactor derfelben. :

1. Das Gleidungstrinom einer jebden quadratifden
Gleidung ift burd ihren Wurzelfactor theilbar.

Moinif-Meumann, Sehrb. b. Arithmetif u. Algebra f. 1. oberen GL. b. Mittelidh. 25. Aufl. 8

!



114

Beweis. Gemdh der %orauéiegung befteht die identijdhe Gleichung
m2-4-am-+b = 0,
fomit x* —j—ax—l—b = x24-ax-+b— (m?4am-h)
= x2—m?’4a(x—m) = (x—m) (X -+ m+ a).
2. Jebe quadratifde Gleidjung hat zwet Wurzeln.
Beweis, x*+ax—+b = (x—m) x4+ m-+a) = 0 gerfllt in
x—m=0uwmbx+m+a=0

mit ben Wurzeln x, = m und x, = —(m+a) = n,

Somit ift n = — (m 4 a) die giweite Wurgel undx —n=x-+m+2a
ber sweite Wurzelfactor.

3. Die Gleidung x*4-ax+b = (x—m) (\—n) [iefert fermer
den Saf:

Dad Gleihungsdtrinom einer jeden quadratijden Glei-
dung ift gleich dDem Producte ihrer Wurzelfactoren.

4. Auz derfelbenr Gleichung evgibt fich die Jdentitiit

x?+4+ax~+b =3*—(m—+4n)x-4mn,
folglih a=—(m -+ mn) und b = mn.

a) Der Coefficient ded (ineaven Gliedes ift gleicdh der
negativen Gumme beidber Wurzeln.

b) Dag abjolute Glied ift gleic) dem Producte beiber
Wurzeln.

Bufike. 1. Beide Siige ergeben fich aud) unmittelbar aud den all-
gemeinen Lojungen (§. 204).

2, Yud x2taxtb = (x—m) (x—n) ergibt fih: Sind bie
Wurzelt m und n der Gleihung x*+ax+4b = O veell, jo wird bder
Uusbrud x2-4-ax - b fliv jeben Wert von x, welder pwijdhen m und n
liegt, negativ, dagegen fiir jeben LWert von x, welder grofer ald die grifere,
oder fleiner af8 bie fleinere beider Wurzeln ift, pofitiv. Sind aber die
Wurzeln der obigen Gleichung imagingr, etwa p - qi und p —qi, jo wird
x?tax | b fiir jeden veellen Wert von x pofitiv; denn e3 ift

=epax gb— G- plgii—pigl) = @—=D)" 4,
fomit immer pojitiv.

3. Mit BVeadptung dez Saped 4 (a3t fidh aud den Vorzeidjen der
Wurzeln einer quadratijhen Gleihung auc) auf die Borzeidjen ihrer Glieder
und umgefehrt aud den Vorzeidhen dev lepteven auf jene der erfteren jdhliehen.

§.208. Anfaaben. 1. GinequadratijdeGleidungzubilden,
welde zwei gegebene Sahlen m und n ju Wurzeln hat.

Lofung, (x—m) x—n) = 0
oder x)*— (m-+n)x-+mn = 0.

2, Ginen Ausdrud ponder Form x>+ ax4binFactoren
su zerlegen.
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Man fepe x*4-ax+4b =0, welde Gleidung x, und x, 3u Wurzeln

Hat; bamm ift
x*4ax+b=x—x) (x—x,).
Bufal. Soll der Ausdbrud ax? 4 fx + y in Factoren jerlegt werben,

fo bringt man ihn auf bie Form « (x2 -+~ 5 X + %), verwandelt denr Aus-

pruct in ber Slammer mittelft dev Wurzeln der Gleichung x9—|——fx 4 %:0
in ein Probuct pweier Factoven und ntultipliciert diejed nod) mit . 5. B.:
Yx2—38x—2 = 9(x*—ix— 3 = 9x 4+ x—3.
Goniometrije Lojung der quadratijhen Gleichungen §. Anhang §. 285.
Beredhnung grofter und fleinfter Werte eimer Function durcd) Auf-

[ifung einer quabratijden Gleidjung | Anhang §. 286.

Quadratifde Gleidjungen wurben in geometrijder Form jdhon von Euklid, in Bahlen
yon Hero von Aleyandrien und insbefondere Diophant, fowie von bden Snbern (Brahmagupta
geb. 598 1. €hr., Mohamed ben Musa 9. Jalrh. n. Chr.) gelost.

I1. Algebraifdie Gleidungen foheren Grades und Cxponentialgleidungen
mif einer nbekanuten, welde fid aunf quadratifde Gleidungen
juriidfiifren laffen.

Binomifde Gleidyunaen.

§. 209. Gine Gleihung Heifit binomifd), wenn fie nur eine Poteny
der Unbefannten und ein abjolutes Glied enthilt. Die allgemeine binomijdje
Gleidhung ded mten Graded lautet: x™ = a,

Diefelbe hat wie jebe Gleichung m ten Graded m Wurzeln, welche,
wie im Anhange gezeigt wird, von einander verjdjieden find. Demnad) hat

x = Va mverjdjicdene Werte obder Va ift mbeutig, wenn der Bujammen-
Hang lehrt, dajs Va fimmtliche Wurzeln der @Ie[d)ung x"=a bejeidynet.
S allen dibrigen Fallen verfteht man unter \/a wenn a eine pojitive,
veelle BaBl ift, nur die eine pofitive, veelle %urge[ per Gileihung x"=a,

Die Siipe ded §. 166 iiber das Vorzeichen der Wurzeln begichen fich
aljo nur auf die veellen Werte der Wurrzeln.

Manche binomijhe Gleichungen, jo die vom 3., 4, b 59
10., 12. Grabde, lafjen fich durc) Juritdfithrung auf quabratt]dje @5[e1cf)ungen
auflbien.
Bu diejem Bwede ftellt man dag abjolute Glied al3 cine mite Potens
bar, reduciert die Gleichung auf O und gerlegt die linfe Seite in Factoren,
wodburd) bdiefelbe auf wei obder mehrere Gleihungen niedrigeren Grabdes
suriicgefithrt wird.

a)x*—=ga opbir xt—(Va)*=0

8 8
(T \sf‘a) (2 4+ Va.x 4 Va?) = (,
/%
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3 8 8
fomit x—Va =0 und ?—I—Va..x—]—\/ETa =0
N 3

X-— Va; T — \a . 1-+V—_3)

U = e oder x‘*—(\/a)"‘ =0
(x2 —Va) (x*+4-Va) = 0,
jomit 2—Va=0 ud =x*+Va=0
_}1:_,‘_\/“ ‘(3:_' V—V'L__—F\/al

3. EB Die Gleihung x*+1 = O obder x4——(\/_1)2 e
V—1) x2+V—1) = 0 hat folgende vier Wurzeln:

x=)V—-1==+" -(1—]-\/—1)
uubx:i]/—\/fizi%(lk Ea

¢) Die LWiung der binomijhen Gleidhung fiinften Graded folgt unter
§. 211, b.

Gleidungen von der Form x™ | ax™ = b

§. 210. $Hihere Gleihungen, welde nur zwei Potengen der Unbe-
fannten von joldjer Bejdhaffenheit enthalten, dajs der eine Potengerponent
pa3 Doppelte ded andern ift, lafjen fich tmmer auf quadratijche guvitcfithren;
ntan braudyt nur die niedrigere Potenz durd) eine newte Unbefannte audzudriicen.

a) Um bie Gleidung x*= + ax™ — b aufzulbjen, fepe man x= =1y,
folglich x*™ = y?; bann hat man

y2-4ay = b, und daber

— —_F\/%2+b-

Wirh mun ftatt y wieder der Wert x= rejtituiert, fo ift
Y

fomit Hat man eine binomif cI)e Gleichung erhalten.
B B, x*—13x2 456 = 0.

Gept man x2 =y, jo hat man y>— 13y + 36 = 0O, weldhe Gleidjung

169 5
— 2\ Pos— P
afpoy =9 obet y = 4 gibt. Man Hat daber
= ofer it a4
xl — +3 X, = -+ 2.

b) Ju analoger %etfe behanbelt man bte Gleichung
¥ rpx s i fal AL pxi b = b
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3.8 (x2—6x4+11)2—4(x*—6x+11)+3 = 0.

Gept man x2—6x+ 11 =y, jo with y*—4y -+ 3 =0, woraus
fi) y = 3 ober y = 1 ergibt.

Flir y = 3 erhdlt man dann x* —6x 411 = 3, und auld diefer
Gleidung x, = 4, x, = 2.

Fitr y = 1 hat man x? — 63411 = 1, und dafer x; = 34V —1,
x, = 8—V—1.

c) Hat eine Gleidyung die Form, vx—i—avx =D, jo febe man
\/“:11 =y, baber vx — y ; bann ergibt fich

y:-t+ay = b, und barauP

2m

TsaiNdies ———+\/ +1,
bafer, wenn man beide Theile sur 2mten Potenz erhebt,
a AT\
3 6
3 8. vs—Vyx =2
6

et man Vx =y, o hat man y —y = 2, daher y, = 2,
y, = —1, und fomit, dba x = y® ijt, x; = 64, x, = 1,

Reciproke Oleidmugen.

§. 211. Gine auf Null vebucievte Gleichung heift reciprof, wenn
die Coefficienten ihrer vom Anfange und vom Ende gleich weit abftehenden
®lieber entweder jowohl dem abjoluten Werte ald auch dem Vorzeichen nad
gleich find, oder bei gleichem abjoluten Werte entgegengefebte Vorzeidhen
haben. Jm lepteven Falle mujs, wenn die Gleidung von geradem Grade
ijt, a3 mittleve ®lied fehlen.

Die allgemeine Form ber reciprofen Gleichungen ift

F Ll ipogme b o g enmd L a gt a1 =0,

Gine reciprofe Gleidhung Hat die Cigenjdaft, dafjsd der
reciprofe Wert jeber ifhrer Wurzeln ebenfalld Wurzel der
Gletchung ift.

$Hat 3. B. die reciprofe Gleiung x* 4+ ax®4-bx*4ax4+1 =0
bie Wurgel w, ift alfo wt4aw?4-bw?+aw+41 =0, jo ift aud) Tlv—

eine Wurzel der Gleichung. Denn durd) die Subititution x = ‘—1 erhilt
ber erfte Theil der gegebenen Gleichung den Wert

Lpatqbatart+l=rAtavtbwifawtw
weldjer Wert ebenfalls = O ift.
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Seve reciprofe Gleichung, welde nicht den fiinften Grad iiberfteigt,
(i3t fich auf quabratijje Gleijungen Furiidfiihren.
a) Dag Polynom einer reciprofen Gleihung ded dritten Grades
X taxttax+1l =0
[dj3t fich in zwei Factoven zerlegen, von Denen bder eine beziiglich x =1
und der andere dad Frinom einer quabdratijhen Gleichung ift.
Bereinigt man 3. B. in der Gleichung
x*tax?+ax+1 =0
bie ®lieder, welche diefelben Coefficienten Haben, jo erhilt man
x4+ 4axx+1) =0,
ober, ba x*+1 = (x4 1) x*—x+41) ift,
x+1) x>*—x~+1-4ax) = 0.

i}:eicr Gleichung wird geniige geleijtet, wenn man entiveder x4 1=10

ober x*4(a—1)x+4-1 =0 fept, wodburd) man bdrei Wurzelwerte exhilt.

Auf gleidje Weije gejchieht die Aujlbjung der Gleichung

x+ax?—ax—1 = 0.

Nad) berfelben Methode laffen fid) audy die Gleidhungen behandeln
xf-Eaxi-Eabx -t h® —(),
x?—ax?4abx—b? = 0,

b) €3 fei die reciprofe Gleichung ded vierten Grabdes

xttax®+bx*4ax+4+1 =0,
in yoelcher Diefelben Coefficienten gleidhe BVorzeidhen Haben.

Dividiert man durd) x2, was geftattet ift, weil die linfe Seite den Factor x

nicht enthalt, und vereinigt bann bie Glicder mit denfelben Coefficienten, jo

erhilt man (Xs 5 %) g (X 4% _}_1{) +b=—0,
Gept man nun x —}-—;— =Tt x”—l—?—l—-% = y? aljo
x“—}-—:—:? = y*—2, folglich durd) Subftitution in der obigen Gleichung
y2—24ay+b =0, und

=+ \/% —Db+2

LWird jeder biefer Werte in die Gleidhung x 4 —}1{— ==y eingejest, fo
erhilt man, da diefe Gleichung in Beziehung auf x vom Fweiten Grade ift,
fitv jeben Wert von y pwei Werte fiiv x, alfo im gangen vier Wirgeln fiir
bie vorgelegte Gleichung. _

Nach derfelben Methobe [dfjat fich auch die Gleichung behanbdeln

x*+ax®4bx?4amx 4+ m? = (.

Bufa. Die binomijhe Gleichung desd fiinften Graded fann in eine
lineare und in eine Gleihung vierten Grades bder eIJeu evwibhnten Form
seclegt yoerden.
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W=a oher 5—(ffa}5 =)

(!w"\/'t) (X*-I-VM"-I-\ Xi*‘-l—\/ﬂt3 X-I—Va“) = 0,
jomit x — \/a. = 0 und x*4 \/a x3 \/a.2 x2 \/as x -+ \/a‘ e
¢) Da3 Polynom der reciprofen Gleihung ded vierten @51abe§5
xt4ax?—ax—1 =0,
in welchem diefelben Coefficienten entgegengefepte Borzeiden Haben,
(dj3t fich in zwei Factoren zerlegen, von Ddenen der eine x*—1, Der anbdere
bag Trinom einer quabdratijhen Gletchung ift.
Die obige Gletchung afst i) zunddit jo darftellen:
x—D+axx*—1) = 0.
Run ift x*—1 = x*+1) (x®—1); man Hat alfo
x*—1) x*+1+4ax) = 0.
Gept man x2—1 =0, fo erhilt man x, = £ 1; feht man
2
x4 14ax = 0, fo ergibt iy x, = —2EYL=4
4
Die Gleichung Hat aljo vier Wurzeln.
d) Jebe veciprofe Gleihung ded fiinften Grabes
x5 L axtfbxitbxPtax+1=10
wan durd) BVereinigung der Glieder mit gleichen obder entgegengefepten
Coefficienten und Heraudheben des gemeinjamen Factord auf jwei Gleidungen
guritcgefithrt werben, von Denen bie eine x=1 = 0 unbd bie anbdeve eine
reciprofe Gleichung ded vierten Grabes ift, in weldjer diefelben Coefficienten
gleiche Borzeichen haben. Die erfte gibt bezliglich x = — 1 ober x = -1,
bie pweite witd nad) b) aufgeldst und gibt vier Wurzeln.

Exponentinlgleichnngen.

§. 212. Diefe werden mit Hilfe der Logarithmen aufgeldist.
a) Gleichungen von der Form a* 4-pa* = q.

Sett man a* =y, fo erhiilt man y*4py = q, aljo

y — a* = ____|_\/p -+ q, und daber
log(—— \/P +q)
log a
3. 8. 42"—[—5.4‘ = 36 gibt fiiv 4* =y, y*+ 5y = 36, worau3
y =4 =4 b y = 4= = —9 folgt; jomit x =1

Der anbdeve Wert von x ift nidht veell.
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x 2x
b) Gleidyungen von der Form Va—+pya = q.
2x
Fiir Va = y witd y*+py = q, folglic)

2x
Vi — H~+\/ —+ q, und baher
log a

= @y )

2x
3 B. Aus 5\/64 — (& \,-64 = 8 erhilt man fiiv V64 =y,

4 log 64 6log 2
AT = —_— = =~ 2log2
5y®— 6y =28, balhery =2 ober = 7, und X 9log 2 2log 2

X =

= 6
her 2 =2, -~ =1 x =38
Der pweite Wert von x ift nicht veell,

ITL. @uadratifde Gleidungen mif mehreren Anbekannfen.

§. 213, Gnthilt eine quadratijje Gleichung mehrere Unbefannte, jo
laffen fid) Diefe, wie bei Den Gleichungen ded erften Grades, mur dann be-
{timmt angeben, wenn fo viele von einanber unabhingige und einander
nicht widerfpredjende Gleidhungen vorhanden find, ald Unbefannte beftimmt
werden jollen. Die Aufldfung gejdhieht aud) hier nach den in §. 134 an-
gegebenen  Climinationdmethoden, durd) weldhe man fhlieflich auf eine
eingige Gleidjung mit einer Unbefannten fommt.

Die allgemeine Form einer quadratijfen Gleihung mit gwei Un-
befannten ift

Ax’+ Bxy+4Cy*+Dx+Ey+4+F = 0,

Jjt die gweite Gleihung linear, jo gibt die Subjtitutiondmethode
eine quadratijhe Climinationsgleidung. Diejelbe liefert fiir die eine Un-
befannte gwei Wurzeln. Sebt man diefelben in die lineare Gleichung ein
(mid)t in die quabdratijhe), jo erhdlt man die zugefhorigen Werte fiir
bie andere Wurzel, aljo zwei Wurzelpaare.

Beifpiel, x —y = 7T

x2 4 2y2 — 118,

Wird der Ausdrut x = y+ 7, weldher aud der erften @[eldjung

folgt, in die zweite jubftituiert, jo Hat man

(r+ 0 +2y® = 118, oder georduet yﬂ—l—l—;—y — 27
weldjer Gleidung die Wurgeln y, = 3 und y, — — 23—3 entjpredhen.

4
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A}

Werden diefe Werte von y in den Ausdrud x = y -+ 7 fubftituiert,

fo erhdlt man x, = 10 und x, = — %

§. 214, Sind beide Gleichungen quabdratijch, fo ift die Climinations-
gleicdhung vom vierten Grade, daher im allgemeinen nach den bidher vor-
getragenen Lefren nicht [68bar. Jn eingelnen Fallen gelingt bie Léjung
diefer jowie einiger Gleichungen hiheren Graded durd) Unwendung fpecieller
Methoden.

1. Durd) Berbindbung der beiden gegebenen Gleichungen nac) der
Methobe der gleichen Coefficienten erhalt man eine Gleidhung mit einer
Unbefannten.

Beifpiel. 5x?—2y? = 30 — 2
2 5

2=y h
S 4x* = 30+ 114; 4y +5y® — — 604286
9x? — 144 9y? = 225
x —+4 y ==%x5
5 =4Nn=8%=4n=—0;%=—4y =5;
g =—4,y, =—05

Bejondere Aufmerfjamfeit verlangt bdie Bujammengehovigteit bder
Wurzeln. Sind die Lojungen wie hier ausd zwei von einander unab-
hangigen Gleidungen gewonnen worden, jo find alle Combinationen in
ben Beichen miglid); ed exijtieven aljo vier Wurzelpaave.

2. Durd) pajfende Berbindung beider Gleihungen erhalt man eine
lineare Gleidung, welde mit einer ber gegebenen Gleichungen zu ver-
binden ift.

Beifpiel. C+yltx4y

s R b e
2x 42y = a—b
: — —1 +1
jomit K—I—}’:aTbunb x”—f—y”f—‘amag’r—-ag{

Auf dieje neuen Gleidungen wendet man bdie Subjtitutionmethode
oder bag fpiter unter 4) Beifp. 2 erwidhute BVerfahren an. ;

3. Man erhilt eine Gleihung mit einer Unbefannten, indem man in
eitter der beiden gegebenen Gleichungen eine Berbindung beider Unbefannten
al8 neite Unbefannte einfithrt.

1. Beifpiel. Die ecine Gleidhung ijt Homogen, d. h. fie enthilt mur
bie quabratijcjen Glieder; dann gibt bie Divifion durd) y* eine quadratijde

Gleidung in Bezug auf —;—

a4
b

I
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L3x2d-2z5 —yt — 0 g Lo g
0. x4 xy+y =17 Xyz 2y LV :
x 1-3x® +8x=1 ;)‘F@-;"E”
L T 1 1 e 1 2
e s 2o ga\F4i——t=d
2 ] x i
e
x:-%i—i- YZSX Yotma
(Jubftitutert in IL.).
X=X = —%; vi— 3% qibt
Yi— _8; Y= —
Die Subjtitution y = —x gibt
i

v

X, =+V0i  y, = FV.i
4 4
2. Breifpiel. Cnthalten beide Gleidhjungen aufer den quadratijchen
®liedern nodh ein abjoluted Glied, o erhdlt man durd) Climinieren bder
abjoluten Glieder nach der Methode dev gleichen Coefficienten eine Homogene
®leidung, weldhe mit einer der gegebenen Gleichungen zu verbinden ift.
x24 3xy =-T —3
—xy+y?=3 7l
x2—16xy+Ty2 =0 u | w.

3. Brifpiel. x+y-+Vxdy=

A s =010,
Die 1. Gleidjung ijt quabratif cf) in Begug auf Vx -y,
Vify=—1x\I4e=—1xl
ity =2 Vx+y=—38
xty=4 x+y=9
xy: =10 x24y: =10 u. {. w.

4. Man leitet ausd den gegebenen Gleidhungen eine neue Gleidjung
ab, welde nah x+y, x—y, Xy oder % aufsuldien ift.

Beifpicle,
1) x*4-y? = a,
TiVie— ]

Multipliciert man die gweite Gleichung mit 2, und verbindet bdie
newe Gleidhung mit der erften durd) Addition und Subtraction, jo er=
hilt man
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(x +y)? = a-+2b, daher x +y = =+ Va2,
(x—y)? = a—2b; x—y = +Va_—2b;

folglidh x = == (Va+2b + Va—2D),
y = =+ (Va+2b — Va—2b).
Man erhilt vier Wuvzelpaarve.

Dx +y =a analog X—y = a
x2 4 y2 = h? Xy —h
E+y)P— @y =2xy=—al - biZzy—D s
Xyt —2xy=@E—y)}= Xty =AV2h?—a?

= bi—ald b =2b—a% x_y—,

x—y:—_i—\/.‘abz—aﬁ u. f. w.
x—l—y
X = (a+\f2b2 aﬁ)

2 =g(a+\ﬂ)2—aﬂ)
2

3)xt+y=a Eoy=—2
xy = b? xy = b?
(5 —dxy = G —y)* =22 =4b G—y)'+dxy =
x—y = +Va?—4b2 1. | w. = (x+y)! = a’+4-4b?
x+y = +Va? +4p*
-y .
e
x4y =Db

durd) Divifion x2—xy+y? = ,3; ober x*4-3xy(x+y)+y* =Db®
x2-2xy -+ y?'= b? a®438xyb = b®

8 6 i ®
3xy = b'—+ xy==b3ba
b® — af 7
XY = e
x+y=bhbuf w
D)x+4y=a jomit x?4y? = a?—2xy
xt 4yt = bt :

x4 4xty + 6x2y 74 dxy 4yt = x4 dxy (x4 y?) - 65y -yt =al
b* 4+ 4xy(a?— 2xy)—|—6xy =g
(xy)?—2a’(xy) = Wu f. w.
Drei Unbefannte.
Beifpicle. 1) xy — a, xz2 = Db, yz = ¢
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Multipliciert man die erften zwei Gleihungen mit einander und
dividiert das Product dburd) die dritte, jo erhdlt man

i ab  Baler = +\/ab

Yuf dhnliche Art fmbet man
e S == \/E
2) xytxz—=a xy+yz=0D>b xz4yz=c.
Gept man xy = x', xz = y', yz = 2z, jo hat n'mn
-y —a xi-L2 =, \‘—I—z ==
Daraud folgt

atb—e¢, A atc—b, b4c—a,
3 2 AT ) ;8 = Y% = ) 7

dann erhalt man, wie in 3),

= o \[EE Gt
e e
Rl (a-!—b—-c) (b4+c—a)
yﬁ =+ 2(a+c—h) '
ik (&‘5‘0—]3) (bt+c—a)
71 +\/ 2(a+bh—c) S

Die Beidjen ftnb bet y und z entjprechend den BVorzeichen Der Pro-
bucte xy und xz zu wihlen.

Sedyster Abfdynitt,

Unbefimmte Gleidungen.

L. 2nbeflimmie Gleidungen des exfien Grades.

§. 215. Fiihet eine ufgabe auf weniger Gleichungen, ald Unbe-
fannte zu Beftimmen find, fo fann man durd) wiederfholted Eliminieren der
Unbefannten immer zulebt eine eingige Gleichung mit zwet oder melreren
Unbefannten erhalten. Gine joldhe Gleichung ift unbeftimmt (§. 133).

Hauftg wird bei derlet Aufgaben die Jahl der Aufldjungen durd) die
Sorderung bejhriinft, dajs die TWerte der Unbefannten gange, oder ganze
und zugleich pofitive Bahlen fein jollen. Jn diefem Falle heift die Wuf-
gabe eine Diobhantifde.

Auflofung in gangen Bahlen.

§ 216. GCine unbejtimmte Gleichung ded erjten Grabes
(378t feine Auflojungin gangen Sahlen zu, wenn die Coeffi-
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cienten ber Unbefannten einen gemeinfamen Factor Haben,
purcd) welden dagd befannte Glied nidht theilbar ift.
Brweis, €3 fei die auf die einfachjte Form gebradite Gleihung
ax--by = ¢,
wo a, b, ¢ beliebige gange Sahlen darftellen. Haben a und b dad gemein-
jame Mafy m, durd) weldhed ¢ nidyt theilbar ift, fo Hat man

a b ¢
e Gty

Da nun % und % gange Sablen find, jo fonnen nidht zugleid) x und y

gange Bahlen fein, iweil jouft aud) %.x—}——%.y, folglich auch % eine.
gange Babhl wire, wad gegen die BVoraudfewimg ift.
§. 217. Cine Gleidhung des erften Grades mit 3wei Un-

befannten, dberen Coefficienten velative Primzahlen {inbd,
hat unendlich viele Auflojungen in ganzen Jahlen.

Beweis. Die Gleihung ax by = ¢, wo a und b relativ prim
find und a ald pofitiv voraudgejept werben famm, [ajst tmmer eine Auf-
(Bjung in gangen Bahlen zu. Died ergibt fid) unmittelbar ausd der nad)-
folgenben Aufldjung derjelben durc) Reduction.

©3 feien x=¢, y=43 eine Aufldfung in ganzen Jahlen, jo hat man

ac--bg = ec.

Dann ift aud

ac—abu-+bgl -+ abu = c. ober ;
a(a—bu)+b(f-|au) = c.
Der gegebenen Gleichung geniigen jomit allgemein die Werte
x—a—bu y = ptan,
wo u eine willfiirliche pofitive oder negative gange Sahl begeichuet.

§. 218. Anfgabe, GCine unbefjtimmte Gleidhung ded erften
®rabes in gangen Jahlen aufzuliijen.

L Yuflojung dburd) Subftitution

Man beftimmt ausd der Gleichung ben Wert derjenigen Unbefannten,
beren Goefficient Den Eleineren Saflenwert hat, jdjeidet aud pem gefunbenen
Quotienten die davin enthaltenen Gamgen aud und fubftituiert in dem
vejtievenden Brudhe fiiv die anbdeve Unbefannte nad) und nach) die Bahlen
0,1,2 8.., big fiir eine diejer Subjtitutionen auc) dev Wert der erften
Unbefannten eine gange Sahl wird.

Beifpiel, G3 fei die Gleichung 4x — Ty = 75. Man erhilt darausd

% :E;i‘_'{! i 18+y+5:’;—3—y — 18+y—l—3.1—11~y.
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Man finbet fiv y = 3
x = 184343 = 24
Die vorgelegte Gleichung (a3t alfo die Auflbjung x = 24, y = 3
aut, und alle dibrigen Yuflojungen in gangen Sahlen find gegeben durch
bie Fovmeln x=244Tu, y= 3+4nu,
wo u eine willfiivliche gange Sahl bedeutet.
Man finbet buf)er folgende Aufldjungen:

firw="...—4 — 1 - 0f 1 S
e e B
iR e ) e e

Das hier angegeﬁene %exraf)reu fan febr weitldufig werben, wenn
die Coefficienten Deider Unbefannten grofie Sahlen find.

IL Auflojung durd Reduction. (Culer'jhe NMethobde.)

Gang einfacd) gejtaltet fich die Uujldjung, wenn die eine Unbe-
fanunteben Coefficienten 1 hat. 3. B. aud der Gleichung x+bhy=c¢
folgt x = e —by; man fann Hier fiir y jede Deliebige ganze Babhl jepen
und erhilt dbann aud fitr x eine gange Sahl.

Uuf diefen Fall (Gi3t fih duvd) folgendes BVerfahren audy jede andere
Gleidhung aE =hy = o
guviicfithren. Man fud)t den Wert fiiv diejenige Unbefannte, welde den
tleineven Coefficienten hat, jcheidet aus dem gefundenen Qutotienten die davin
enthaltennen Gangen aud und fest den in Brudhform erjdeinenden Reft einer
neiten Unbefannten gleich). Die jo gebildete Hilfdgleihung (68t man in
Bezug auf die pweite der urjpriinglichen Unbefanuten auf, behandelt den
echaltenen Quiotienten wie den fritheven und fept diefed BVerfahren fort, bis
man endlicd) auf eine Gleiung fommt, in welder die eine Unbefannte den
Coefficientenn 1 hat; denn bdie Coefficienten der Unbefannten in den $Hilfs-
gleichungen find dber NReihe nad) jene Jabhlen, welde bei der RKettendivifion
awifdhen a und b ald Dividend und Divijor auftveten. Da aber a und b
relative Primzahlen find, jo ijt ber legte Divijor, aljo aud) der Coefficient
der einen Unbefannten in dev lepten Hilfsgleichung, gleich 1. Wird jodann der
Wert fitr diefe Unbefannte nach und nach in die vorhergehenden Gleichungen
fubftituiert, jo exhlt man gulest die Formeln fitr alle gangen Werte von x und y.

Beifpiele.

1) €3 fei bie Gleichung 19x — Sy = 52 gegeben.

List man biefelbe nad) der Unbefannten y, welhe den fleineven

Coefficienten hat, auf, jo erhilt man
g 19x — 52

8
ober, wenn man aud Ddiefem Quotienten die Ddarin enthaltenen Gangen
abfonbert, v 2X___6_|_3x——
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Da x und y gange Babten fein ollen, fo mujs aud) der in Brudform
3x—4

criceinende Yusdruc =2 eine gange Sahl fein. Sept man =;—=u,,
{0 hat man
== 23—6+u1 S
258t man Die @l!fég&td)ung e —111 nad) x auf, jo erhilt man
__ 8uy +4 ?
=2

ober, wenn man aud bdiefem Quotienten die Gangen audjcheidet,
x = 20, 414 2utl
Da x und u, gange Jahlen fein jollen, o mujs aud QH‘T"H eine

folche fein. Begeihuet man fie durd) u,, fo ift
=2 41t u...2)

2“‘3+1 = u, qibt nach u, anfgeldst

duy—1 u —1
U = Eemieily =+ 2
Li :
unb wenn o= = u, gefept wird,
=, s 8

Yus 5t = v, folgt endlid) die Gleichung
- = 2u-41 .04,
in welder die Unbefannte u, den Coefficienten 1 hat und fiir jeben Bes
liebigen gangen TWert von u, eine gange Bahl wird.
et man nun den Wert von u, nad) und nad) in die friiferen
Gleichungen 3), 2) und 1) ein, o ergibt fic
2n, +1-+w, = 3,41,

e
5 g B G e gl
y =161, +8—6 I 8u,F1 = 190,43

Die allgemeine Yufldung in gamzen Jahlen ijt aljo gegeben durd)

bie ormeln
b x = 8u-+4, y = 19u+3,

wo fiir u jede beliebige ganze Bafhl gejebt werden fann.
== 10— 0 o0 e

Fiir u = B
ftx=...— (6 — 4 4 13 34 ...
y=...—181| — 16| 3 22 193 .

2. 3 jei die Gleihung 11x 28y = 106 in gamgen Bahlen anf-
sulbjen.
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11x + 28y — 106 gift x =P =By —9__2y 4 T=5y

=9 — 2y + u,
=5 =il 1—5
'ﬁ_yzul P 6111:1_]11 + GUI

=1— s e Uy,
14:6_5ﬂ=112 - ul=1;gsﬁ :_]_12_{_1_5“3

= — Uy | Uy;
= =g " 112=1—5113.
Hieraud ergibt fich durd) allmahliche Subjtitution
9, = — 14 5uy; + vy, =—1+4 6u,,

y =14+1—6ug +1—5u=3— 1luy,
x =9 — 64 220 — 14 6u; =2 4 28,
1o u, jede belicbige gange Bahl fein fann.
Bufah. Die Methode von Lagrange, eine unbeftimmte Gleidhung des
erften Graded mit Hilfe der Kettenbriiche in gangen Jahlen anfzulbien,
wird weiter unten (§. 236) angefiihrt werden.

§. 219. 1. Um ein Syftem von zwet Gletdhungen mit drei
Unbefannten x,vy,2z in gangen Sahlen aufzuldien, leitet man aud demjelben
burd) Glimination 3. B. von z eine Gleichung mit zwei Unbefannten x, y ab
und (68t diefelbe nadj einer der in §. 218 angefiihrien Methoden auf. Sub-
ftitutert man bann bie fiir x und y gefunbenen allgemeinen Werte, weldhe
eine willfiivliche gange Bahl n enthalten, in eine der Gleidhungen, welde
aud) bie Dritte Unbefannte z enthalten, fo erhdalt man eine biophantijde
Gleidung zwijden diefer und n. Die Lijungen fiiv die Unbefannten z und
n enthalten eine willtiirliche gange Bahl u. Seht man den fiiv n erhaltenen
Wert in die friiher fiir x und y gefundenen LWerte ein, jo erhdlt man bie
allgemeinen Qbjungen fiiv lepteve. (Siehe § 221, Beijpiel 3.)

Um eine unbeftimmte Gleidung mit mehr ald zwei Unbe-
fannten in gangen Sahlen aufzuldien, wenbdet man die in § 218 unter
II, entwicelte Reductionsmethode an. Man fommt auc) Hier gulept tmmer
auf eine Gleichung, in welder die eine Unbefannte 1 zum Coefficienten hat,
und erfilt dann durd) gehdrige Subftitution die allgemeinen Ausdriice fite
bie Unbefannten ber gegebenen Gleidhung, in Demen jedbod) meift mehrere
Dilfa-Unbetannte erjceinen. (Siehe §. 221, Beifpiel 4.)

Auflofung in gangen nud pofitiven Bablen.

§. 220. Die Gleichung ax +by=-c hat eine begrenste,
bic Gleiung ax —by =c eine unbegrengte Anzahl von
Auflojungen in gangen und pojitiven Jahlen.
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Beweis. 1. Bur Anuflfung der Gleidhung ax + by = ¢ in gangen
Bahlen Hhat man die Formeln
Xx=¢a—buy y=p8+ au
Gollen nun x und y pofitiv fein, fo mufd
ea—bu>0und g+ au>0, alfo

e funb u>——ﬁ-

jein. ED?cm exhilt baf)er nur fm: jolche gange Werte von u, welde swifden
den @rengenf und — ? liegen, gange und pofitive Werte von x und y.

2. Der Gleidhung ax — by = ¢ geniigen die gangen Werte

X=a+ by y=§+au
Damit x und y pofitiv feien, mujs
¢-+bu=0und g+ au=>0, aljo
US> —cub n> — %

fein. Da ed unendlich) viele gange Werte von u gibt, welde > — —E— und
jugleid) > — % find, jo fonnen audy x und y unendlich) viele gange und

pofitive LWerte Haben.

§. 221. Anfgabe. Cine unbejtimmte Gleidung ded erften
@radesd in gangen pojitiven Sahlen aufzulifen.

Man ftellt zuerft die allgemeine Ljung in gangen Jahlen auf und
bejchrintt dann die noch willivlichen Werte fitr die Hilfe-Unbetannte jo, daj3
bie Uusdriicfe fiir die Unbefannten der gegebenen Gleidyung pofitiv werben.

Beifpicle. 1) Der Brudh ?,% joll ald Summe gweier Briiche dargeftellt

werben, deven Nenner 7 und 11 find.
@elﬁcn x und y die Bihler der gejuchten Briiche, jo hat man

4= ober 11x+ Ty =230,

T

Diefe Gleidhung in gangen Jahlen aufgelost gibt
x=5—Tu y=2541lu

Damit 5 — Tu>0und 25 + 1lu > 0 werde, mufg n < 2

und 0> — 22 gefept werden. Diefen Bedingungen entjprechen fiiv u nux
bie Drei %erte 0, —1, — 2. Man Hat daber
fiirn = 0 =D 7= Ube
,”u::HI \—-:12,}'r-14;
1= —2..x=19, y= 3.

r

Die gejudhten ,Bu"ld)e find bemnad)
5 19 3
e und ﬁ, Dber = unb “, ober > 1nd i

Moénil=Yieumann, Lehrb. b, Arithmetif u. Algebra f. b. obeven CL. b, Mitteljd). 26, Aufl. 9
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92) Die Gleichung Tx — 17y = 50 in gangen pofitiven Jahlen auf-
auldien. :
Die ganzen Werte von x und y enthalten die Fovmeln
x =170 4+ 12 mbd y = Tu + 2,
aud denen man jogleich erfennt, dafs fiiv u feine negativen Werte, dagegen
0 und alle pofitiven gangen Safhlen gefebt werden biirfen. Die Aujgabe
hat unendlich viele Yufldjungen;

firun= 0| 1| 2| 3].
erfilt man x = 12 [ 29 | 46 | 63 | .
== ORTGTE 16° 28 |

3) Man [Bje in gangen pojitiven Bahlen auf:

3x 4y —2z=15| 2

4x + 3y —4z= 4|—1

2x 4+ by = 26;

paroud y = 2n und x = 13 — Hn.
Die Subftitution in die erfte Gleichung gibt
22 4+ Tn = 24; pavaud z = 12 — Tu und n = 2u,
Die Subftitution von n = 2u in die Werte von x und y gibt
x = 13 — 10q, y—4u z — 12 — Tu,

Bebingung : ' Ossmais % (12)
folglid) o rix By 2 —5
4) Man [Bfe in gangen pofitiven Babhlen auf:
3x + 4y -} 5z =26.
x=8—y——z—1—2-—"-y3;‘%:8—y—z+u,

2—y3 2z_u gibt y=2—2z—3u und

x=8—242z24+83u—z+u=6+4+z-44u
Da x, y und z nidjt Heiner ald 1 fein diirfen, fo ift 3 Der fleinfte Wert
fiit y 4 2z und ebenfo fitr y 4 2x. S
vl 27 — 2 3n > 2 gibt 0 < 0,
y+2x=1445u>2 , u>—2
x — z [iefert feine Bedingung.
Aus der Bedingung folgt u=—1 und u=—2.
Die Subftitution gibt

x—=2-1z2 und x=—2143
)':5_255 " y=8'—-2&
baraug 0 <z <2}, 2<r< 4
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fomit z=1, 2, 3;
Xl 4, 13
Y= 3! . ]'f 2.

Li. 2Anbeffimmte Gleidungen des jweifen Grades.

§ 222 Die Sdwierigleiten Dei bder Lofung ber unbeftimmten
®leihungen ded pweiten Graded find ungleidh) grifer al8 bei den unbe-
ftimmten @leichungen ded erjten Grades. Hier joll nmur ein fpecieller Fall,
weldher lemlid) Haufig auftritt, unterjudht werden,

Anfaabe. Cine quabdbratifdhe Gleichung mit wei Un-
Defannten, welde jid) auf die Form einer Proportion
bringen [df8t, beven Glieder in Bezug auf die Unbefanuten
finear jind, in vationalen Bahlen aufzulijen.

Gemdp der nnahme [djst fidh) bdie quabdratijhe Gleichung auf bdie
Fovm bringen
(ax4-by+c) (dx+ey+1f) = (ax+by+e) (,x+ey+1)
oder ax+by+feo =d1x+91Y+‘f1

8, x+byte dx+ey+4f

Seft man die beiden Quotienten gleid) einer Jahl p, jo erhilt man
swei lineare Gleihungen in Besug auf x und y. Lost man diefelben
nach x und y anf, fo exhalt man bieje al8 rationale Functionen von p;
bemnad) find fiir beliebig gewdhlte rationale Werte von p aud) x und y
vationale Sahlen.

Die erbaltenen Jahlen founen (fiche Beijpiel 1). weiter beniigt werbden,
um bdie gangzahligen pofitiven Lojungen Fu ermitteln.

Bei der Anwendung diefer Dethode mujs man verjudjen, divdh gwec-
mifiged Tvandponieren eingelner Olieder beide Seiten in Factoven u
serlegen.

Beifpicle. 1) 5xy — 3y = 163,

y (bx — 3) = 168,

bx — 3= lyﬁ= P;
3 168

X = %r Wfe b —p-.

Um bie LWiungen in pofitiven gangen Jahlen zu erhalten, zerlegt man
168 in Factoren und wihlt fiiv p jene, weldje um 3 vermehrt ein Biel-
faches von 5 ergeben.

Die Factoven von 168 find: 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 24, 7, 14, 2§,
56, 21, 42, 84, 168, %

jomit p= 2" 12 T, 42; D Q
=1y 3, 2, 9 3 :
ST R e

0k
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2) y = \19X9+5X+3,
y2—9x?=>5x 4 3,
- (y+3x) —39)=>5x+3,
dipe el
: y—8x =105 —P;
y=23x }+pund 5x -3 =py + 3px = 6px 4 p%
=8, _?,Pf;:g_}_ oD 89T —9
5—6p’ Y = 5—6p e

g 6—6p '

ywo man fiir p jebe beliebige rationale Bafhl, p = % audgenommern, fegen
fonn. Firp=1witbh x=2umdby =T

Die LWofung ber Pythagoreijhen Gleihungen z? = x* 4- y* und
u? = x2 -+ y? 4 22 ift im Ubungsftofie behanbdelt.

Die Diophantifdien Gleidjungen fithren bdiefen Namen infofern mit Unvedt, al8
Diophantus  nur rationale (nid)t ganzahlige) Lojungen von unbeftimmten Gleidjungen exjten
unbd jweitenn Grades fudjte. Grv Gegnitgte fich daber bei fineaven Gleidungen damit, die eine
Unbefannte bdurd) bie anbdere ausyudriiden. Sein liberjetier Bachet (1612) fitgte felbft:
ftindig die ojung in ganzen Bablen Bingu nad) einer Methode, die im wefentliden mit dev
Guler'jden itbereinftimmt. Biel frither war biefelbe Aufgabe [don von indijden Dlathe-
matifern gelost worden,

- Sicbenter Abfdymitt,

Tettenbriidye,

§. 223. Gin Brud), deffen Nenner die Summe aus einer gangen Jahl
und etnem Bruche ift, von weldjem der Nenner wieder diefelbe Jujammen-
jepung faben fann, Deift ein KRettenbruch. Hier: joll nur von jolden
Rettenbriichen die Mede fein, deren Bihler 1 {ind; ithre allgemeine Form ijt

1

a4

1

I
b+c-}-.-_.

Die Bridje o, 1 -+ Deifient Glieber bes Rettenbruches. Hat
ber Rettenbruch eine endliche Bahl von Glicdern, o heifit er jelbjt ein
endlidher, fonft ein unendlidher RKRettenbrud.

. Derwandlung eines gemeinen Srudyes in cinen Kettenbrudy) nud nmaekehrt.

§. 224. Anfgabe. Cinen gemeinen edhten Brud) in einen
Kettenbrucd) su verwandeln.

Man dividiere den Nenner durch den Jahler, dann den fritheven
Divijor durd) ben Reft, den newen Divijor duvd) den mnewen Reft, . §. w.
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big eine biefer Divifionen ofhne Reft aufgeht; die eingelen Quotienten find
bie MNenner der auf einanber jolgenden Glieder ded RKettenbruches.

Beweis, It 4 ein edjter Brud, aljo a << b, fo Hat man

= SRS
ql—i—“nq;—f_ ?2 ql—l_a-'-é—l_%%f 1[‘ 1' m"
2

 foenn b :a den Quottenten q, mit dem Refte r,,

a :1'1 " " q2 " " r I‘2f

l'1 : 1‘2 " " 3 QS " " " rﬂr
. §. . gibt.

Der hier begriindete Rechnungdgang ift iibereinftimmend mit der in

§. 69 gur Auffinbung des griften gemeinjamen Maffed von b und a an-
gegebenen Kettendivifion, woraus folgt, dajd man aud) hier, wie dort, endlid)
auf einen Reft = O fomimen miiffe. Ware in der obigen allgemeinen Ent=
widlung, 3 B. r; = 0, fo hitte man den endlichen Kettenbruch

BT LR
D g
3 qs
Der genteine Brud) % wird in Bezug auf den erfaltenen Kettenbrud)
per Crzeugungdbrud) genannt.

it 3. 8. ]—E?i in einen Kettenbrud) su verwandeln, jo hat man folgende

Redynung:
151:69 = 2 mit bem Refte 13 oder 69 | 151 | 2 = q,
69 : 13 T 5 r " " 4 4 13 5 S ‘]9
1 i R R S e 113 = ¢4
sl 4 — q,
baber gy =9 4L, 1,
5 + 3 _I_ i

Bufa. Wm einen unedyten Brud) in einen RKettenbrud) zu ver-
wanbdeln, ftellc man denjelben al8 eine gemifchte Sahl dar, verwandle dann
ben angehingten echten Brudhain einen Kettenbruc) und fepe diefem nodh die
erhaltene gange Bahl vorvaus. Der Kettenbruc) Hat in diejem Falle die Form

i q+ 1 1
b s o H;" -+ }; flos
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§. 225. Anfgabe. Cinen endlidhen Kettenbrud) in einen
gemeinen Brud) ju verwanbdeln.

Man vereinige dad lepte Glied Ded RKettenbrucdhed mit dem Nenner
be3 vorlepten zu eimem unedjten Bruche und dividiere dadurd) den Fahler 1
biefed vorlepten Glicded; bden erhaltenen Bruch veveinige man wieder mit
bem Nenner ded vorhergehenden Glieded und dividieve baburc) den Fihler 1
besjelben, unbd fepe diefes Berfahren 6id zum erften Gliede fort,

1 eas
— 1
8 B. - +§—I— L= Man vechnet:
8+ &
il e g igg iy
e e e B
5 41

5
41T hhE G 128
4+ 128~ 1287 iﬁgig 553

Gin anberes Werfahren, einen RKettenbrud) in einen gemeinen Brud)
a1t verwanbdeln, wird weiter unten (§. 227) angegeben werden.

fiherungsbriidge und ihre Eigenfdyaften.

§. 226. Bridt man einen Kettenbrud) bei ivgend einem Glicde ab und
veroandelt den bid dabhin reihenden Kettenbrud) mit Vernachlaffigung der
folgenden Glicber in einen gemeinen Brudh, fo heift biefer ein Naherungs=
brud) be3 gangen Kettenbruches, und gwar der erjte, zweite, dritte...,
je nachbem man nur dasd erfte, ober die erften gwei, drei, .... Glieder in

Unfprud) nimmt.  Begeichnet man fiiv den RKettenbrud
1

SR
T e
q ik
2 ds + 'R —[—-. . .Z - o
bie auf einander folgenden Nihevungsbriihe durd) - > ?:—, ...... , Jo
1 2

sl G S

g |
= —_ 1
N. -I— +— 1
T 5% T ot M s —I_E;' 1. i m.

PBei einem endlichen RKettenbrudje {tellt der lepte Niherungdbruch u-
gleicd) den Crzengungdbruch jelbjt dar.

§. 227. Der Fahler eined Niherungsdbrudjesd (vom Ddritten
an) ift gleid) Dem Producte ausd dem Jahler ded vorhers
gehenden Naherungdbruded und dbemNenner ded neu hinzu-
fommenden Glieded, vermefhrt um den Jiahler des zweit
porhergehenden Ndherungsbrudhesd; ebenjo ift der Nenner
cinedddaherungdbrudesd gleidydem Producteauns dbemNenner
bes vorhergehendenNiherung3brudes und dem Nenner ded
neu zugezogenen Glieded, vermehrt um den Nenner des
sweitvorhergehenden Naherungsdbrudes.

Iit




Beweis.  Fiiv die erften Niherungdbriide exhilt man:

Z 1
N—i=—q—l, boher Waa— 4 N =q1
L , Daber
N, (11+q. fh(h"‘_l Q1q+1
2
> quz, N, =¢q, q + 1.
B
N~ oo +_—_ e ey 1
q Y Lt Sy L
3 T g e WO e g
s
1 e 9e 92 11 s 93 1
Q dads + a5 + Qs GG g A i (‘]1‘]24‘”%**“‘11
qp s 1 1

pder ;a = Nzgs i;‘: baber Z; = Z, q3 + Z;, N; =N, q5 + N, ; woraus

hervorgeht, bajd das obige Gefep fiix den dritten Niherungdbrud) ridytig ift.
Gefetst mun, dazjelbe Gefep gelte fiir den n ten Niherungdbrud), jo dajs
én e Zn—l q, + Zm—ﬂ

N—n' P ‘Nn—l Ay +Nll-‘;’

fei. Wm aud dem nten Naherungdbruche den (n —+ 1) tent Ju erf)aifeu braudyt
man mit Riidficht auf die Glieder des Rettenbrucf)e?a welde 311 und E‘;j:

gehbren, mur in dem erftevent ga —i— — ftatt On 31t fepen. Man er[)aIt Dann

Zn-|—1 ( q +l) + e [ 3 Zn«—l (qn Un41 + I) + Zn_g qn+l
N N N (o 1 N &
n41 Nn——l (qn + __) + sl n—1 (q q -1 + ) + n-2 qn+1

i (Za—19 T Zn—g) Gnpa + Zny
(Nn 14n +Nn—2) qn-H + Nn—l
Zn+l il Z qn-]—l + zn~1
Nn-l—l i Nn qn+1+Nn—1
®&ilt daher dad obige Bildungsgejes fiiv den nten Niherungdbrud), jo
ift €8 aud) fiiv den (n 4 1) ten richtig. Nun gilt diejed Gefep, wie gezeigt
vourde, fiir den Dritten Niherungdbruch, aljo gilt es aud) fiiv den vievten,
folglid) auch fitv den fiinften, u. §. w.; folglich) gilt Dasfelbe allgemein.
Mit Riikficht auf die hier nachgewiejene Eigenjchaft lafien fih aud
pen erften pwei Niherungsbriichen ohne Schwierigleit alle nadjeinanbder
folgenden Niherungdbriidhe und daber bei einem endlichen Kettenbruche aud)
per Crzeugungdbruch beftimmen.
3. B. Fiiv den Kettenbruch - z +

jomit

Bt

Uli—-

in

-.-._30
=+

Z|N

1
hat man N =2
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daber - ¢
7, — 84+ 1—13 N.— T4+ 2= 30; §—5;
7, —68.6 +13 —421, N, —157.6 + 30 — 972; £ — %0

ober Nenner 2, 3, 4, 5, 6,
1 '8 13 68 421

RNaperungdbriide 5, — 3 77 579

Der lepte Niherungdbrud) ftellt zugleih den Crzengungdbrud) bes
gegebenen Kettenbruched dar.

§. 228. Die Differvenz zwijden -3wet unmittelbar auf
einanber folgenden Ndherungsdbriihen ift gleidh einem
Brude, deffen Jihler 4~ 1 oder — 1 ift, je nadhdem Der
Beiger bed Subtrahendd eine gerade ober ungerade Jahl
ift, und Dbejfen Neunner dag Product der Nenner der beiden

Niaherungsbriiche ift.

Zn-—l Zy =1
¥ . Nn—l Nn = Nn—l Nn ;

Beweis. ©8 ift
S Z LN e T N
_n_l_____n_____nln nnl'uub
Nnk‘l Nn Nn—l Nn
Zn i Zu-_l—l U ﬁ_zn An 41 g= Zﬂi
Nn Nn-|—1 Nu Nn 9nt1 5t Nn-—]_

i zn Nn—l FE Zn—l Nn o T (Zn—I N-n s Zn Nn‘l) &
Nn (Nn o1 = Nn—l) N n Ng-{—l

Hiernad) ift allgemein der Bihler des Brudjed, welder die Diffeveny

Z

Z
— —ﬁ“f auddriicft, ba3 Entgegengefeste ded Bihlerd von dem Brude
n+1
Zyy  Zn

fife die Differeny : ~— ljo filv bie nidjftoorhergehende Differens.
n-1 n 1

Jun ift diefer Jihler fiiv die erfte Differens, d. 1. fiiv
Yol n e D R e R o | N b S Gt Vi
N, N, 91 q 92 + L G (dr @ + 1) N, N, N, N,
gleih 1, bemnad) fitv die weite Differeny — 1, und jo fort fiir die auf

einander folgenden Differenzen abwedyjelnd + 1 und — 1.
1 1

Solgefige. 1. Wegen Noey < N <Nops it §_ &, =N, N, i
Der abjolute Wert der Differeny pweier auf einander folgender Niherungs-
briiche wird mit wad)jendem Beiger fleiner.

2, Au3 bdem Borzeien folgt: SJeber gerabe Niherungdbrudy ijt
fleiner und jeder ungerade Niferungsbrud) grofer al3 Ddie beiden ihm
benacdhbarten Naherungdbriide,
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3. ﬁué————-4>—ﬁ—§ .+ Jolgt -Z—‘>é>&

B Nﬂ
zs % 7,
PETEIRTET 0 REESge

Mit wadhfendem Jeiger nimmt der Wert der uugeraben %aﬁer1tng§=
briiche ab, hingegen nimmt der Wert dev geraden Nifherungsbriiche su.

4. Der vollftindige Wert des Kettenbrudhes ift ald lepter Niherungs=
brud) fleiner al8 bie ungevaden und grofer ald die geraden Niherungdbriiche,

Der vollftandige Wert eined Kettenbruched liegt alfo immer gwijdhen
et unmittelbar auf einanber folgenden Naherungdbriichen.

§. 229. Die Differens swifden einem Naherungsdbrude
undbem vollftdndigen Werte eined Rettenbruches ift abjolut
genommen fleiner ald ein Brud), deffen Jahler 1 und defjen
Jenner bag Duadrat dbed Nennerd ded Naherungdbrudes ift.

Da ber volljtindige %‘ert—;— De3 Rettenbrudhed immer zwifden wei
unmittelbar auf einanbder folgenden Naherungsbriidjen liegt, o ift der Unter-

c o Zn : : Z
fhied = — = abfolut genommen Eeiner af3 Dev Unterjdhie 243,
N,k B N
fomit e Ly
¥ N
Wegen Nops > Na ift nun No Nopa >N, unbN Ng, bafer andy
Zn a 1
N b N—

Bufa, Da Ni<<Np < N; < Ni < ., baber

—>N2> > s > iy

jo folgt, Daj3 jeder folgende ET‘aI)erung%nm’; von dem vollftindigen Werte
bes Rettenbruches um weniger verfdyicden ift, al8 ber vorfergehenbde, dajs
fich afjo die auf einander folgenden Niherungdbriiche diejem Werte immer
mehr ndahern, bid Der-lepte, wenn e3 einen gibt, mit ihm zufammenfallt,

§ 230, Bahler und Nenner eined jeden Ndherungs-

Druched find relative Primzahlen.
7 Zins,
it die Niherungsbriiche ™= und 1~ ift (§. 228, 1), abfolut ge-
n-~—1 n
nommen Zoea Ny — ZyNon = 1.

Wiiven mun Zn und Ny nicht velative Primzahlen, jondern Hitten fie ein
gemeinjames Mafp m, fo wire m aud) ein Maf von Zny No — Za Nuyg
(8. 68) und folglich ein Maf von 1, wad nicdht moglicy ijt.

§. 231 Wenn ein Brud --qp— pem volljtindbigen Werte
eines Rettenbrudes % nifer fommt als ein Niherungsdbrud),
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fo ift fowoll ber Zahler als der Nenner Ded3 Bruded grifer
ald der Bdhler Deziehungsweije RNenner ded Ndiherungs-

brudes.
Z ; Bia
Bor. —gi— %< %— - o n, um da3 Beidjen u beriicfidtigen,

ald gerabe Sahl voraudgejest wird;

Z i 7
omit i SO T e
f Ny b q Ne
Zn- Zn AT O
15D a-l__ “a oo n—1 1I’< 3 b
Nn_l a Nn_l Nﬂ Nn—l q Nn—l Nu 4
, Do i N D 1
daber ; o 5
Da nunt Zo— ¢ — Noa p > 1 ift, fo folgt
q > Nn.

z
Aus %;~> - tud q >N folgt aud) p > Za.

Sit n eine ungerade Sahl, jo folgt aud bem Beweije, dafs p uud q
grofer find ald Znga beziiglic) Noja, daher umfomelhr grdfer find ald Zy
und N,

Folgefah. DieNdherungdbriidhedriten denvollftandigen
Wert Ded Kettenbrudjesd in den fleinjten Jahlen mit der
groften Unndherung aus.

Die Theorie ber Kettenbriide twurde von Euler (1737) gegebenm. Friiher Bhatte

Brouncker (1655) bereits -E— ourd) einen SKettenbrud) davgefiellt, und Huyghens (1682)

jur ofung der in § 232 folgenden Aufgabe Kettenbritche benittit

Anwendungen der Kettenbriidye.

§. 232. Aufgabe. Dasd Verhaltnis zweier arofer Jahlen
burd) fleinere moglidhjt genau darzuijtellen.

Man vermwandelt den Verhiltnidquotienten in einen Kettenbrud) und
Dejtimmt deffen Niiherungsbriide entjprechend §. 231, Folgejap.

8. B. Man foll die BVerhiltnidzahl der Peripherie eined Kreifed zu
deffen Durchmefier, d. i. 3-1415926 durd) fleineve Jahlen moglichft genau
augdriicen.

: 31415926 1
31415026 —=SIWH 5.4 1L 1 |

Niherungdhriiche:
st e W | AR
8 2 833 355 86698
12 T 08" - 118’ 27565
* & 233, 2Aufgabe. Den Wert eined unendlidhen perto-
Difden Kettenbrudesd zu beftimmen,



s ol Perinde ! (gy) Uay vbiens )
% s _i_.n + 1 1
Sl ql_l..
g
NI | Zpy (¥ + 7,
omifx=— 1+ 1 e 2 i 5 4 Bl
T My T T N @O N,
iandx

Die pofitive Wurzel diejer quabratijhen Gleichung ift der gefuchte Wert,

* §. 234, Anfaabe. Cineirvationale Quadratwurzel durd
pie Niherungswerte eined Kettenbrudhes zu beftimmen.

€3 fei Va zu Bcitimmen SUtcm fudhe bie grifte davin enthaltene Safhl g

und fepe Va = q—l-*. wo — = Va—q <1, bafer x, :V_l—>l
a—q

fein muj3. Nun fude man rmeber pie grifte in x, = \7a._l_q enthaltene

gange BBl q; und fege %, = gy - 10 - <Lumdx, =1 >1

fein mufs.

et man Ddiefed BVerfahren fort, und find bie gropten in x,, x5, 2.
enthaltenen gangen Baflen gy, s, . ..., fo hat man

1 1
Va' = q + _]_'_. — q + _1_ 1 = s0e
diiitie At =
Durd) die aud dem erfaltenen Kettenbruche hervorgehenden Niherungs-

werte fann Va mit jeder belicbigen Schirfe bevechret werden.
St 3. B. V14 gu beftimmen, fo hat man folgende Rechmung:

. V14 = 3+XLI,

wo T, — o e R
g v_lis_é V142+2 % 2+V14~2 2_|__1_'
TR \/142_3=V145+2 i V1515~3 =5 1‘1'4
s \/145 . V141+3 Thig +\/14—— xs'
X m, weldes wieber = x, = 1-|—§1:,

jo Daj3 bie Jenner 1 2, 1, 6 immer wiederfehren. Man Hat alfo
14 =341
V 1 —|— _[_
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Die Niherungdwerte find:
g LRI TLG B al BOsT

r gr 41 27! 31’ 89’ 120’ 809’ " °°
@egt man V14 — 327 — 3.741656. .., fo ift ber Fehler Heiner als

809
80192 o8 445 = 0:0000015...; e3 ift aljo V14 auf 5 Decimalen genau
Deftimmt.

* 8. 235. Aufaabe. Den irvationalen Briggsd' {den Loga-
rithmus einer Sahl durch dieNaherungswerte einesd Ketten-
bruched zu beftimmen.

Sit 3. B, x = log 2 ju ermitteln, fo ift
; 10x = 2 bemnadh X:{)-}—%‘;
105 = 2 und 10 = 25, Da 23 <<10<<24, feht man x, = 3-}—%;
e G 1 :
bafer 10 = 2 ~ *» = 8.2% ypp

()‘*=2 @a( ) <2<(3)

fet man x, = 3+

buIJer 2 = ( ) 12° ( )"

= ()™ ober 125 = 1 1024,
: Da 1- 0249<.1'25<1-02410’
febt man x; = 9+ %r
parnad) ift log 2 = L | 1
7 g oo

3 2 :
Die erften drei ﬂlaf)etungémerte find 3, 0 92, Deven lepter einen

&ehler Hat, weldher Fleiner ift ald 9 8b49 = 0:00011..
Somit {timmt ggsO'?:OlOT .. auf 3 Decimalen mit dem gefudhten

Logarithmus iibevein; log 2 = 0-301...

§. 236. Anfaabe. Cine unbeftimmte Gleidhung ded erften
Grabed mit Hilfe eines Kettenbrudes in ganzen Jahlen
aufzultfen. (Lagrange'jhe Methode. 1767)

Um fiiv die Gleiung ax+=by = ==¢, wo a, b und e pofitive
Baflen find, eine Aujldfung in gangen Sahlen zu erhalten, verwandelt man

% in einen Rettenbruc) und berechnet den vorlepten Niherungdwert desfelben
+
= ‘é)“'. Da %—TI;— %;—;, alfo aq—bp = =1 (§. 228), daber aud
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acq —bep=-=ec ift, o haber x und y die abjoluten Werte cqunbd ep,
und zwar mit denjenigen BVorzeichen, weldje mit Riicficht auf die Vorzeidjen
ber vorgelegten Gleichung der ibentijden Gleidhung acq—bep = =4=¢
genitgen.

Beifpicl. €8 joll 9x + 29y = 15 in gangen Jahlen aunfgeldst werden.

Man verwanbdle 2—% in einent Kettenbrud) und beftimme den vorlepten

Niherungabrnd) 5. Da g — 15 =gw, alf 9.13—29.4 =+ Lund

29
9.13.15—29.4.15 = 15ijt, |o bilber x = 13.156 = 195, y =
—4.15 = —60 cine Aufldjung der Gleihung in gangen Jahlen, und
man erhdlt dann (§. 217) al8 allgemeine Lofung

x = 195—29u, y = — 604 91,

wo die Hilfa-Unbefannte u eine willtivlidge gange Jahl beeichnet.

Adyter Abfdmitt,

Progreffionen.

§. 237. Gine Jolge von Jahlen, weldhe nad) einem beftimmien Ge-
febe fortichreiten, Beifpt eine Reihe, aucd) Progreffion. Jede biejer
Bablen wit ein Glied ber Reibe genannt. Die Jahl, welde angeigt,
bie wievielte Stelle in der Reibe ein Glied cinnimmt, Heifit der Jeiger
diefes Glieded.

Gine Neibe Heift fteigend oder fallend, je naddem die auf einanbder
folgenden ®lieder immer griffer oder immer fleiner werben.

©ine Reihe interpolieren Beift, zwijden je zwei auf einanbder
folgende ®lieder eine Deftimmte Bafl von Gliedern einjdalten, welde mit
ben Glicdern Der gegebenen Reie wieder eine Meife derfelben Art bilden.

1. Arithmetifde Brogreffionen.
§. 238, Gine arvihmetifde Progreffion ift eine NReihe, in
weldjer die Differens je sweier auf einander folgenden Glicder (a3 vorher-
gefende al8 Subtrahend genommen) dicjelbe Jahl ift. Diefe conftante

Diffevens Heifit die Differens ber Progrejfion. So find
Jed a8 16, 19, 22 . .,

unb 50, 47, 44, 41, 38, 35, 32, 29,...
arithmetije Progreffionen; in dev erften ijt 3, in der zweiten —3 bie
Diffevens.
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Die Reibe ift fteigend, wenn die Differens pofjitiv ift, fallend, wenn
diefelbe negativ ift.

1. Sn einer avithmetijden Progrefjion ift jedbed Glied
gleid) ber Summe aud dem erften Gliede und dem Producte
berDifferenzmitdbemumlvermindberten Zeigerbed G liedes.

St a, das Anfangsglied, d die Diffeveng und aq da3 nte Glied, fo ijt

a, = a, + dr

a, = a;,+d = a, + 24,

a, — a,-+d = a, | 34,
aljo allgemein an = a, + (n—1)d.

Die Formel an = a; + (n—1)d heifit dag allgemeine Glied
ber Progreffion, weil davaus, wenn man fiiv n nad) und nad) 1, 2, 3, 4,.. .
febt, alle Glicder Der Progrefjion abgeleitet werden fdnnen.

,Bﬂfalj. B = (an—d)-;—(au-i—d).

Seded Glied einer arvithmetijden Reihe ift dad avithmetijdhe WMiittel
per Denadybarten Glieder.

2. In einer avithmetijhen Progrefjion ift die Summe
irgend einer Unzahl von Gliedern gleid) bem Producte aus
per halben Anzahl diefer Glieder und ber Summe ded erften
und lepten Gliedes.

Beweis., Jit an dad nte Glied der NReibe, fo ift an —d dad nidhit-
vorvanjtehende, an — 2d das diefem vovangehende Glied, u. i. f.

Drtict man nun die Sumnte der erften n Glieder durd) sa ausd, o ift
8o = a, + (& +d) 4 (2, +20) ... 4 (2 —2d) 4 (aa— ) + an.

Sdyreibt man die Glieder in umgefehrier Ordnung, jo ijt aud
82 = 8 (an— @) (0 —20) . . .+ (8, +20) + (3, + d) -2,

Durc) Adbition diejer beiben Ausdriide erhilt man, da je Fwei unter
cinander ftehende Glieder a, 4 an jur Summe geben,

280 = (2, 4-an) 4 (2, 4-20) 4 (3, F-an) +. . . 4 (2, +20) -+ (2;4-22) (3, +-20).

Hier fommt a; + ax jo oft ald Summand vor, ald Glieder ange-
nommen werden, aljo nmal; daher 28y = n (a; 4 az), und

B = 3 (3 ).

Diefe Fornel heifit Da8 Summenglied der avithmetijhen Progreffion.

Beifpiel. Man judhe dag allgemeine und dad Summenglied der Reibe
der ungeraden Saphlen 1, 3, b, 7, 9, 11..

Daa, =1, d = 2 ijt, jo hat man

a=14+m—1).2 = 2n—1,
E— %(1»{—2&—1) = n?
So ift 3. B. a5 = 2.156—1 = 29, und 8;; = 15 = 225
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§. 239. Die beiden von einander unabhingigen Gleidhungen
ap = a; -+ (n—1)d und s, = %(31 ~+ an)

enthalten fiinf Grofen a,, d, n, an, sn; 8 miiffen aljo je drei berjelben
gegebernt feir, wm die Dbeiben anbeven zu beftimmen. Dabdburd) erhilt man
10 verjdjiedene Aufgabern.

©ind 3 B. d, n, a,, gegeben, fo findet man aud der erften Gleidhung

ﬂ‘l — am—(n—l)d,
und dann aud Der jweiten
B —g{a,.,—(n—l)d—{—an} e —121—{2an——(n—1)(1}.

§.240. Cinearithmetifde Progrejjion zuinterpolicren,

Sind pwijdjen die Glieder ax und axyq einer arithmetijden Progreffion,
deven Differeny d ift, r Glicder eingujdhalten, die mit ax und axys Wwieder
eine arithmetijche Progrejjion bilden, jo ift ax bad erfte und axy, dad
(r -+ 2)te Glied ber neuen Progreffion, daber, wenn bdie Differens derfelben
mit d, Degeidhnet wird, axs, = ax+ (x4 1)d,; e8 ift aber aud) axp =
ax 4 d, folglich (r +1)d, = d, und

- d s d
1L 7 r41°
Die interpolierte Reibe ift alfo
Ak, Ak 1.—:;"1"1, ax + ;i‘ilp oot r—f; 1 Akt
8. B. Man jdalte in ber Reihe 1,2, 3, 4...... awifden die Glicder

2 und 3 nadj bem Gejese ber arithmetijchen Progreffionen. T Glicder ein.
Hier ift d=1, r =17, dbaher d, = ; bie interpolierte Progrejfion
ift aljo bt
BRI 7
2' 2'8_' 2?, 25' 2'8"’ 2&', 2'_8"' 25' 3.

J

II. Geomefrifdie Lrogreffionen.

§. 241, CGine geometrifhe Progrejjion ift eine Reihe, in
weldher der Quotient je zweier aufeinander folgender Glieder (bad vorher-
gehende ald Divijor genommen) diefelbe Jahl ift. Diefer conftante Quotient
Deifit der Duotient der Progrejfion. So find

1:08,:9:-27: 81, 243,129, .. ..
R i T et i el SRl
* 3¢ 9’ 27 81" 243 729" "
geometrijdje Progreffionen; in der erten ijt 3, in der gweiten & der Qutotient,

Die Reibe ift fteigend, wenn der Quotient grofer ald 1 ijt, fallend,

wenn derjelbe fleiner al3 1 ift.
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1. Sn einer geometrifGen Progreffion ift jedbesd Glied
gleid) dem Producte aud dem erften Gliede und derjovielten
Potenz desd Duotienten, ald ber um 1 verminbderte Jeiger
bed @liebes anzeigt.

Begeichnet a, das erfte Glied, q ben LQuotienten und an dad nfe
Glied, fo ift -

; a‘2 T a’lQr

a; = 2,q = 3,q°%

a, = 8¢ = 4,q°

allgemein 8y = 8 q" ! (a3 allgemeine Glied).

Bufaf. an = \/(““) (3aq).

Sebes ©lied einer geometrijjen Reibe ift das geometrijdhe Mittel
Der Deiden benad)barten @licber.

2. Sn einer geometrijden Progrefjion ift die Summe
von n Gliebern gleidh) dbem Producte ausd dem erften Glicde
und der um 1 verminbderten nten Potenz ded Duotienten
pipibiert durch) den um 1 verminderten Quotienten.

Beweis. Begeidhnet s, die Summe der erjten n Glieder, fo it

Sa = a +2,4+2,¢*+...+a,¢" a7,
und, wenn man beide Theile diefer Gleihung mit q multipliciert,
0$n = 8,4+ 2,9 +a,¢% . .+ 2,* 4 a,¢~
- Wird bann die exfte Gleicdhung von dev gweiten fubtrabiert, fo exhalt man
qSa— 8y = a,q® —a, und folglidh
a(gn—1)  a,(1—gqn)
g—1 i vl
al3 ba38 Summenglied fiir die geometrijdhe Progreffion.
Dasfelbe [dfst fich, daa, *—'=a,, alfoa, q* =anq ift, aud)jo darftelen:
g e A W — an
n q e 1 1 i q .

Beifpiel. Man beftimme dad allgemeine und das Summenglied der
Progreffion 1, 3, 9, 27, 81, 243, ...

Hier ift a, = 1 und q = 3, dafer

e e L

o ift 3 B. 2, = 3° = 19683, und 5, — o' — 20524,

§. 242, GCine olfne Cnde fortidhreitende Neihe fHeifit convergent,
wenn f{id) die Summe der erften nGlieber umijomehr einem beftimmten
endlichen Grenzwerte nibert, je grofer n wird, und bdiefer Grengwert Heifit
- bie Gumme der unendlichen Reife. Eine Neife, in weldher die Summe
von n WAnfangdgliedern beim unendlichen Wad)fen von n fiber jeden con-
ftanten Wert Hinaud gunimmt, Yeift divergent.

S —

Sy
e
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Fiiv die geometrifhe Progrefjion a, 4 a,q 42,4 - a,q4* .. jt

gt AR B e e e Ly
e q-—I _q—l q—1 1—q 1—q
: a a :
1 5 — Eod g s 1 R 1 z > n
lim.s, g ) q—l Tiq lwq]]m (qm).

Jit nun q>1, jo wird mit dem wachjenden n aud) q» und dafer
aud) sn ditber jeben angebbaren Wert hinaus zunehmen. Gine fteigende
geometrijche Progreffion ift demnach ftetd divergent.

Jjt 4 =1, jo ift s = a,.n, jomit lim. 8, = oo fiir n = 00;
daber ift auch in diejem Falle die Reihe divergent.

Jft dagegen q<<1, jo nibert fich beim unendlichen Wachen von n
q" obne Gnde der Null und s, dem endlichen Grenziwerte Ta_‘—q, weldjer

dafer die Gumme der unendlihen Reibe ijft. Eine fallende geometrijdje
Progreffion ijt demnad) jtets cbnbergent.

1
3. B. Fiiv die EHelI)e i 2, 4, B

ift, hat man s = ng = 2; 0. 5. je mehr Glicder der Reihe man abddiert,

defto mehr nibert fid) die Summe bder Zahl 2, ohne jedoch je bdiefelbe
wirtlich zu erreichen.

ooy in welder a, =1, q = i

Gine avithmetifdje Progreffion ift, wie man aus der Sumntenfornel sn = —- (a —+an)
fogleid) exfieht, immer divergent.

Jeder periodifhe Decimalbrud) faun als eine fallende geo-
metrijge Progreffion davgeftellt und ald jolhe fummiert, d. i. in einen
geneinen Brud) verwandelt werden. Nach §. 103, 2 ijt

e b b R Lo s s )
X = TR T T _ 1 T1m—1
10m
3. 243, Mittelft der beiden von einander unabhingigen Gleichungen
2 a,(qn—1
ani=—aqr=unn s — ‘;1_1 ),
pon denen Die gweite auch durd) s, = ”‘—"{‘I';— erfept werden fann, laffen

fich aus je dreien der fiinf Guidfen a,, q, n, a, und s, die beiden anderen
beftimmen. Bon diefen 10 Aufgaben fihren zwei auf Gleidhungen des
nten Grabes.

Sind 3. B. q, n, 8 gegeben, fo erhilt man aus der yweiten Gleidhung

(@—1)sn
‘l'l = qn_l ’
und dann aud der erjten Gleichung
e e C g L)
Py qn'—'l .

Mo énif=9Neumann, Lebrd. b, Arithmetif u. Algebra f. b. oberen GL, b, Mittel§d, 26. dufl, 10

*
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§. 244. Aufaabe. Gine geometrifdheProgrefjionzuinter-
polieven.

Sdaltet man wifden die Glieder ax und axya einer geometrijden
Progrejfion, deren Quotient q ift, r Glicder ein, die mit ax und axis
wieber eine geometriife Progrejfion bilden, jo ift in dicfer ax Ddad erfte
und axsr 08 (r+2)te Glied; man Hat daher, wenn dber Vuotient der
neen Progreffion mit g, begeichnet wird, axss = ax.q**'; 3 ift aber
aud) ax+1 = ax.q, bafer q,"** = ¢, und

r+1
q = V4.
Die interpolierte Progrejfion ift alio

r+1 r+1 -1
_ ax, acVq, axVq? ... axVq", axin
Um 3 B. in der Reihe 1, 16, 256, 4096, . .. zwifden je swei Glieder
3 nene Glicder zu intevpolieren, febe mam, da q = 16 wnd r = 3 ijt,

4

q, = V16, jomit g, = == 2 ober q, = == 2i, wodurd) man erfdlt

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, ...
gy r g6 =80 0] 198 %60

1, 2i, — 4, — 8i, 16, 32i, — 64, — 128, 256, ....

1, — 2i, — 4, 8i, 16, — 32i, — 64, 128i, 256, ...

Einige befondere Reiben.

§. 245. Die zufommengefepste avithmetijh-geometrifde
Reibe.

Multipliciert man die Glicder dber avithmetijhen Progreifion

a, a—+d, a-2d, a-+3d....
mit den gleichftelligen Gliedern der geometrifhen Progreffion
b, bq, bq? hgezaii
fo entfteht die zujammengefehte Reihe
ab, (a+d)bq, (@+2d)bq? (a4-3d)bg’....
G5 fei a3 Summenglied derfelben
Sp = ab4 @+ dDbg+(@+2dbg*+..+fat+ @ —1)dibg !

i Deftimmen.

Multipliciert man beide Theile diefer Gleichung mit q, o ift
qS = abq+(@+dbg’+ @ +2d)bg*+.. 4 {af @ —1)d}ba

Wirh dann die erfte Gleichung von der gweiten jubtrahiert, jo erhilt man
Sa(q—1) = fa+ (@ —1)dibq»—ab—(bdq+bdq® 4. .4 bdg™")

= ab(@—1) + (n—l)bdqnmhﬁ((;ﬁzliiu,

und folglich

2 fabilqra=1) (n—1bdqgr _;bdq(qll_—f_—:ﬂ

? Sn ! q—l + q—-l (q_n, ' Dber
_ ab(@=—1) ;. bdq L b e

B = + o @—D—(@—1)
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Jit <1 und wird n = oo, fo nihert fich q» und aucdh) nqr, (wie
aus dem fpiter folgenden binomijdhen Lehriage fich ergibt), ohne Eubde der
Peull, und die Summe der unendlichen Reihe dem Grenjwerte

g — #bl—q) +bdg .
(T o
§. 6. DieNReihe der Quadrate dernatitvlihen Jahlen
Bur %eftunmnng per Sumute 8y =12 4 22 4 32 4. . n? bilde man
ik 1
= (1—|—1) = 13—|—8 1"*-}-.5 1+1
B =@ L 1)8 == 253,23 15802 L
48 — (8—|—I) = 9Pl 3 3l 3+1

(n—|—1)3—— 11+dn+3 n—l—l

Durd) Abdition btefer @Ietd)uugen ethilt man, da fidh 1° + 23 4
+ 334 ..+ n® in beiden Theilen aufhebt,
(11—1—1)3::3.(12’—[—22—}—32—1—..—}—112)—{—3.(1—|—2—|—3..-—]—n)—£—n—{—1,

ober (n41) = 3.sn+3.§(n+1)+(n+1),
woraud fid ergibt B = M)ﬁ@ﬁl—].

§. 247, Die NReihe der Cuben der natirliden Sahlen.
Um bdie Summe s, = 1° 4234+ 3% +.. 4+ n® zu Dbejtimmen, ver-
fabrt man in gleicher Weife wie in §. 246, indem man Fuerjt 14, 2¢, 34,
44 .., (m -+ 1)tnad) der Formel m 4+ 1D*=n*+4.n34+6.n244.n--1
entwidelt und dann die Gleichungen addiert. Man erhilt
n?(n + 1)"'

b ey

IIL Binfesjins- und g&entenredjnunq

§. 248. Werden die am Ende einer Jeiteinheit filligen Jinfen eines
Capitald zu diefem Hingugefitgt und mit thm wieber verzingt, jo jogt man:
bag Capital ift auf Jinfeszinfen angelegt.

Bei ben Jinfedzindrechnungen fommt, wie bei der einfadhen Bing-
redhmung (§. 125), bag Capital, die Jeit, dagd Procent (Jindfufs) und bder
Bing in BVetvadht. AR JeiteinDeit ijt, wenn nidht ausdriiclich das Gegen-
theil DGemerft wird, ein Jahv zu verftehen. Jjt ein Capital ju p % ange-
legt, fo wadjen 100 Einbeiten des Capitald (Gulden, Kromen) in einem
Sabre jammt den Finfen auf 100 4 p an; jomit hat eine Capitaldeinbeit

nadh) 1 Jahre mit Hingufiigung der Jinfen den Wert 109+p el +Wpo'
Den Wert 14+ L 100 31 weldhem die Einheit ded (Sapxtaié mit Binjen in

1 Jahre amwid3t, nennt man den VBerzinjungsfactor; wir wollen ben-
felben in ben nad)folgenden Rechnungen der RKiivze halber mit q begeichnen.
10*
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§. 249. Erfic Sumdamental-Anfaabe. Cin Capital a ift zup%
anf Zinjeszinfen angelegt; ju weldem Werte wad)st es nad
n Jahren an?

Da bdie Capitaldeinheit mit den Jinfen nad) 1 Jahre den Wert ¢
erfilt, fo hat das Capital a nach) 1 Jahre den Wert

)
b. . man findet den Wert eined Capitald nac) 1 Jahre, indem man den
Unfangsdwert mit dem BVerzinjungsdfactor multipliciert.

Wirh dag newe Capital a, wieder ein Jahr verzindt, jo ift jein Wert
am Ende dezfelben a, = a,.q = a.q>

Nady 3, 4 ... Jahren wird dad Capital angewadiien fein auf

Ger—ra g A i — i n g

Hiernad) ift der Wert ded Capitald am Ende ded nten JFahres

Ao — I)

3t man bdiefe Gleidhung nad) a auf, fo ergibt fih al3 der gegen-
wittige ober Barwert eined nah n Jahren zahlbaren Capitald
an
@.

Ebenfo erhalt man aud I) fiir p und n die LWerte

p=(V/2—1).100, n = LEtazles
ufige. 1. Hier wurbe n al$ eine gange Jahl von Jahren vorausd-

gefept. Jjt nun n eine gemijdhte Jahl, etwa m -{—%, jo find nur fiir die

vollen m Jahre bie Binfeszinfen von a, dagegen fiir den Brudhtheil des
nod) folgenden Jahres die einfachen Sinfen von aw zu bevechuen. Man
exhilt aljo in diefem Falle

a =

e = aq® -+ aqln;ép‘r—, ober ba b5 = a—1if,

o —aqe(l+ 2t s) = aq“‘f1+(q—1) }

2. Werden die Binfen nicht jahrlich, fondern nac) dem mten Theile
eined Jahres (halbjahrlich, monatlich) capitalifiert, o ift in der Gleidhung I)
und in den davaug abgeleiteten Formeln q = 1 +M und fiir n die
Bahl nm zu-jepen.

3. Die obigen Gleihungen Ennen aud) auf anbdere Grifen, wenn
biejelben in einem conftanten Berhiltnifie wadjfen, 3. B. auf die Junahnte

ber Bevilferung eined Landes, ded Holzitandes eined Walde3 u. dgl., an-
gewendet werden.
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Beifpicle.
1) Wie hod) wahst ein Capital von 2518 K in 12 Jahren zu b %
Binfegzinjen an?
51 =="2518 10512
log 1:05 = 0-021 189
121log 1-:05 = 0-25 427
log 2518 = 3-40 106
losiar ==ii326h Has
aljn e -— 4022 K.
2) Ein Capital von 2000 K ift bei 4 % Binjeszinjen auf 4469 K 84 h
angewadyjen; wie lange wor dasjelbe angelegt?
4469-84 = 2000.1-04», aljo

_ log 4469°84 —log 2000 0°34927
Shge log 104 = o708 — 20°905...

Set man n = (20 4 t) Jahre, jo ergibt fich, da 2000 K nad) 20
Jahren auf 2000.1-0420 =4382-2 K anwadjfent und daher die Differeny
4469°84 —4382-2 = 87-64 K ber einfacdje Jind des Capitals 4382:2 K
fiiv die Beit t ift, nach § 125

__ 100.87°64 _
4382°2.4

§. 250. Bwtttt Fundamental-Anfgabe. Duvrdh) n Jahre wird
am Anfange oder am Ende eined jeden Jahred ein Betragr
gezahlt; gu weldem Werte wad)jen alle diefe Betrige jur
Beit der lepten JSahlung an, wenn man p% Jinfedzinjen
vrechnet?

Die Heit von der erften bi3 zu der lepten Jahlung betrigt n—1

Sabre; fest man daher 1 4 -P- 5 = 4 jo it gur Beit der lepten Jahlung
ber Wert dber 1. Jahlung
2

1 Jahr, und jomit n = 20— Jahre.

r (ln-— 1'

r” rr " o rr r qu—ﬂ’
" r r (11'2)tcu ' S l‘q",
' ' " (l’l l)ten e ==l

r " nten " T l';

bafer die Summe aIIer diejer Werte
$o = I+r1q+1q 4 ... 41" 4 rq"", ober

aRle(ne=il)
Bu/srot S sy

§. 251, Auf die vovanitehenden wet Hauptaujgaben lafjen fich alle
mehr oder weniger gujammengejebten Anjgaben itber die Finjedzindrednung
uviidfiifhren.
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Anfaabe.

Gin 3up% auf Jinfedzinfenangelegtes Capitalawird
purdh) n Jafhre am Enbe eines jeden Jahred um den Betragr
vermefhrt ober vermindert; welden Wert hat e3 am Cnbe
piefer Beit?

Um Ende ded nten Jahres ift der Wert Ded Capitals a (nad) §. 249)

aqe, und Der Wert aller n Betriige r, um welde dad Capital am Ende

eines jeden Jafhred vermehrt oder verminbert wird (nad) §. 250) ;‘“_11),

per Gndwert des jo vermelhrten ober verminderten Capitald ift alfo

r(q“—l)
— n+
E aq =i

— (i B)
Diefe Gleidhung (653t, da fie b Grifen enthdlt, d verjdhiedene Auf-
gaben. Die Bejtimmung von q iiberfteigt, da man dabei auf eine Gleichung

ped (n— 1)ten Graded fommt, die Grenzen Diefer Wnleitung.

Jit im Falle der BVerminbderung a—EO <0 ober r>ﬁ' aljo r

grifer ald der jibhrliche Bind bed Capitald a, fo wird der Endwert diefed
Gapitald von Jahr zu Jahr fleiner, bid enbﬁd’) bag Capital erjchopft ift.

Bufaf. ©ollen zu verjdicbenen Seiten fillige Capitaldbetrige mit
einander verglichen werben, fo mujd man fie immer auf denjelben Jeitpuntt
vebucieren. Da aber bad BVerfhiltnis ihrer Werte fiiv jeden Beitpunft das-
felbe ijft, jo lange ihv Binsfuf ungedindert bleibt, fo ift e3 an fidh) gany
gleichgiltig, weldher gemeinjame Seitpuntt fiiv die Vergleichung gewdhlt wird.
Gewdhnlich werden entweder die Barwerte ober die Werte nad) Ablauf de3
gegebenen Beitrammed beredhnet und mit einanber in Bergleichung gefept.

§. 252. Beifpicle.

1) Semand legt durd) 10 Jahre zu Anfang cined jeden Jahred 230
RQronen 3u 5% Binjeszind an; welden Wert Haben bdiefe Anlagen am An-
fange e 10ten Jahres?

G 230'(1093:_ Ll 00 06.2889 = 2892-89 SKronen.

2) Jemand legt durch) 15 Jahre am Ende eined jeben Halben Jahres
eine fich gleichbleibende Summe in eine Spavcajje, welche bei dem jabhrlichen
Binje & b % Dalbjihrig capitalifiert, und erwirbt fich dadurd) gur Jeit der
lepte Bahlung cin Guthaben von 3292:T1 K; wie grof ift die jedes-
malige Cinlage?

Hier mujs man 30 Beitperioben redhnen und ald BVerzinfungsdfactor
. B0 s= A <
1-025 annehmen; man Hat daher 3292-T1 — LB =1 witgin
z 0°025 2
3292°71.0°025 "
Tomw—1 — VL
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3) Gin Anlehen a foll durd) eine am Gnbde eines jeben Sahres 3
jahlende Rate r in n Jahren getilgt (amortifiert) werden; twie viel mufs die
JSahresvate r betvagen, wenn der Bevedmuing p % zugrunde gelegt werden ?

Der Cndwert ded Capitaled a mujs gleid) fein dem Cnbdwerte der
n Raten, beide bezogen auf bie Beit ber lepten Bahlung, d. i. am Enbe
ped nten Jahres,

(

t@—1) pofer p=2220—1)
q—1

qiiei o

4) Nach wie viel Jahren find von einem auf Jinfedzing ju 54 aus-
geliehenen Capital von 1060 fl. nod) 167-22 fl. iibrig, wenn am Enbde
eined jeben Jahres 80 fl. zuviicfgezahlt werden ?

Shadh § 251 ift 167-22 =100 1.05% (10:80 _ 1060

1-05". 540 = 1432-78

log 143278 —log 540 :
= log 105 =20 Jahre.

r
aqt =

1

Rentenvedynung.

§. 23. Die Beredhnung von Jinfedzinjen fommt insbejondeve Dbei
der RNentenredhnung vor.

Unter einer Nente verjteht man einen in fejtgejepten gleichen Beit-
terminen (meiftend am Cnbe jeded Jafhred) zahlbaren Gelbbetrag, bdeffen
Bezugaredht dburch eine vorfer gejahlte Geldjumme, die Einlage, evworben
wird. Die Cinlage wird entweder auf einmal oder jahrlid) entrichtet und
Deifit dann begiiglich Mije ober Pramie. Die Rente ijt gewdhnlich conftant;
fie fann aber aud) nady einem beftimmien Gefepe verdnderlich jein. Eine
Rente Heifpt Seitvente, wenn die Jahl der Termine, in denen {ie gezahlt
wird, genau beftimmt ijt; Leibrente dagegen, wenn fie big zum Tode
pe3 Empfangers fortbauert. Hier joll nur von Jeitventen die Rede fein.

Die Rentenvechmumg beruht auf folgendem Grundgedbanfen. Der Bar-
wert der Nente mujs auf Jinjedzinjen angelegt zur Jeit des lepten NRenten-
Dezuged denjelben Endwert haben, wie jammtliche NRenten, wenn diejelben
fofort nady ihrer Falligleit anf Jinjeszinjen angelegt werden.

E3 fet r die MNente, welde durd) n Jahre am Ende eined jeden
Safres fdllig ift, b der Barwert, welcher ein Jahr vor dem erften Renten-
Dezuge fillig ift, und p der Procentjaf.

Gomit bq" =rq"t 4 rq"? .. .4 rq+ r:%ﬂ.
" 2y T (qn R 1)
der Barwert bh— 1)
i —bat(g—1)
bie NRente e

logr —log [r —b (q—1)]
log q '

Baphl der Termine n=



Aufgaben.

1) Jemand will an eine Verfiherungsbant durd) m Jahre am Anfange
einte3 jeden Jahred einen beftimmten VBetvag a eingahlen, um fid) durch
die nacd)folgenden n Jahre den Vejug einer am Ende eined jeden Jabhres
zaflbaren Rente r su fichern; wie viel wird die jahrliche Cingahlung be-
tragen, wenn p % geredynet ywerden ? :

(Bwijden der lepten Priamienzahlung und dem erften Rentenbezuge
liegen zwet Jalhre.)

m jibrliche Primien, jede = a, Haben zur Jeit ber lepten Sahlung, d. i.
am Anfange Ded mten Jahred, ben LWert a—%m:—-lﬂ, jomit ift ihr Wert

1 Jabhr fpdter mm—_'l—).q. Died ift der Bavwert der nachfolgenden Hente;
g1 !

: : dlgR= 1) g ot onlgn a0t Sap(gTel)
dafer Dejteht die Gleichung = e

Aus der lepten Gleihung fann aud) r, m ober n beftimmt werben,
wenn die iibrigen rdfen gegeben find.

2) Gine Jahresvente r fteige jahrlich), und zwar n Jahre Hinburd)
in einer arithmetijchen Progrejfion mit der Diffeveny d; wie grof it deven
Barwert 3u p % ?

Die am Ende der eingelnen Jahre zu Deziehenden NRenten {ind

r,r+d r4+2d,..., r+@m—1)d,
und die Summe der Barwerte
1;.:14_%;_(1 %82§+‘_'+1+(’31—n_1)‘1
oder nad) §. 245 4
et R e IR S v e R
o ol Do

Avithmetijdie und geometrifhe IReiben wurden fdjon bei den Griechen betvadjtet und
fummiert. Die Nomer fannten beveits den Binfeszing; dod) erfolgte die viditige Bevedjnung
ver Binjeszing= und NRentenanfgaben evft im 16. und 17. Jahrhunderte.

’

Yeunter Abfdymitt.

Combinationslehre.

1. Permufationen, Combinationen und Variafionen.
§. 254, Gegebene Dinge nac) einem beftimmien Gejege in Gruppen
sufammenitellen, Deifit combinieren im iveiteven Sinne bded Wortes.
- Die eingelnen Dinge werben Elemente, und die aus venjelben gebilbeten
Gruppen Complerionen genannt.
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Bur fdriftliden Darftellung der Combinationen ift e3 am wed-
mdpigten, die Glemente dure) die in natiivlicher Ordnung auf einander
folgenden Jahlen, weldie Seiger ober Jndices heifen, oder durch die
Buchftaben in alphabetifher Reihenfolge su bezeichnen. Bon jwet Elementen
ijt bann jenes bas hHoheve, weldes ecinen groferen Jeiger hat ober im
Ulphabete jpiter vorfonunt.

LBon zwei Complerionen heift jene die hoheve, in weldher von bder
Linfen aus zuerft ein Hioheres Element vorfommt; 3. B. die Complexion 1342
ift hoher al3 jeme 1324. Die niedrigfte Complexion ift diejenige, in
welcher fein hohered Element vor einem niedrigeven fteht, in welder alfo
pie Elemente in natitrlicher Ordnung auf einander folgen; und jenc
pie hodhfte, in weldher fein nicdrigeres Clement vor einem fHiheven fteht,
jomit alle Glemente in umgetehrter Ordmung vorfonmen.

Alle Combinationen jdeiden fidh ihrer Natur nach in Berjepungen
und BVerbinbungen. Vei den BVevfepungen fajgt man die verjdiedene
Anordnung der gegebenen Elemente, bei den Verbindungen ihre
Ausmwahl m beftimmter Anzahl ng Auge. Wird nidht nur auf bdie
Anzahl und Auswalhl der Elemente, jonbern gleihzeitig auch auf die
Anordnung derfelben Rirckficht genommen, jo fommen Berbindbungen
und Verfepungen vereint vor.

Hiernach unterjcheidet man drei Wrternr ded Combinierens: dag Per=
mutieven, da3 Combinieren im engeren Sinne und das Variieren.

Bet jeber diefer drei Combinationsavten fommt die wirtlide VBildbung
ber Complegionen und die Jahl derjelben in Betracht.

1. Permuticren.

§. 255, Permutieven Deift, gegebene Clemente auf jede migliche
MWeife verjesen, fo jedoch, dajs in jeder Complexion alle Elemente vorfommen.

Die Anzahl aller miglichen Permutationen von n Elementen begeidynet
man durd) Pn (Permutationszahl von n), die Anzahl der Bermutationen
von genannten Elementen, 3. B. von a, b, b, ¢ dbuxc) I (abbe).

Bildung der Permutationen.

§. 256. Um von melreren gegeberen Elementen alle mbglichen Per-
mutationen zu bilben, {dhreibe man Fuerft die niedrigite Complexion ber
gegebenen Glemente an, leite aud diefer die ndd)ft hihere, aud dicjer wieder
bie nidyft Hobere, u. . w. ab, big man jur hid)jten fommt. Man erhdlt
aber aug jeder jchon aufgeftellten Complexion die nid)jt Hihere, indem man,
in diefer Complexion von vechts nad) (inf3 fortjdreitend, dag erfte Element
aufjucht, an deffen Stelle aug bden ved)ts folgenden ein Hihered gefetst
werden fann, jodann Diejes hohere Clement an jene Stelle fdhreibt und
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bie linf8 vorangehenden Glemente ungedndert ftehen, die iibrigen aber ihm
in natiielicher Ordnung folgen lajst. 3. B.

123 abbbe babbe bbabe beabb eabbb
132 abbeb babeb bbaeb bebab ebabb
215 abebb baecbb bbbac bebba ebbab
231 achbb bbbea chbba
312 bbeab
321 bbeba

Amahl der Permutationen.

§. 257. 1. Sind alle miglichen Permutationen von n verichiedenen
Clementen gebildet und tritt zu diefen Elementen nod) ein neued dazu, o
fann Dbagfelbe inm jeber ber fritheren Permutationen den erjten, ober bden
jweiten,. .., ober den (n -+ 1)ten Pla, aljo n-4 1 verjidhiedene Stellungen
einnefmen, jo dajs aud n -+ 1 Elementen (n - 1) mal jo viel Permutationen
entjtehen, ald aus n Clementen. €3 ijt aljo

PP )
Da nun etn Clement nur eine etngige Stellung zuldfst, fo ift

Py — 17 baljer

Po=—il2:

P, —=1.2.3, u. §. w.; allgemein

Ba—1:23. . m—1) n;
0. . die Permutationdzahl von mehrerven verfdiedenen
Clementen ift gleid) dem Probucte der natitrliden Jahlen
von 1 bi8 zu der Jahl, welde die Anzahl der Clemente
ausdritdt.

Das Probuet 1.2.3.4.... (n—1).n witd durch dad Symbol n!,
sulefen: ,Facultitvonn” ober ,Factoriellen”, bejeihuet. €3 ift baber
P,=21 P,=31...P,—n!

2. Wenn unter den gegebenen n Elementen p gleide vorfommen, jo
betracdpte man Diefe einftweilen af8 verfhieden; daun ijt die Anzahl aller
miglidgen Permutationen nl. Denft man fid) diefe Permutationen jo in
Abtheilungen gebracht, dajs fich die Permutationen einer Abtheilung bHlof
ourd) die gegenjeitige Stellung der ald verjdyieden betvachteten p Elemente
vort einander unterjcheiden, wihrend bdie iibrigen Elemente bdicfelbe Stelle
einnehmen, jo enthilt jede diejer Abtheilungen, jo viele Permutationen, ald
man aus p Clementen bilden fann, aljo p! Pevmutationen. Demnad) ift
oie YUngahl Der Abtheilungen ;L: LWenn man nun die ald verjdjieden be-
tradjteten Clemente wieder alg einander gleid) annimmt, fo liefert jebe
Abthetlung nur eine Pevmutation; fomit ijt ;—: die Anzahl ber Permutationen

von n Glementen, unter weldjen p gleiche vorfonmien.
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Befinden fid) unter den gegebenen n Elementen aufer den p gleiden
@lementen noch q andere g[eid)e Elemente, jo wiederholen fich die Schliiffe in

gleicher Weife, und ift baf)er tne Anzafl aller verichiedenen Pernmutationen.

3. Gind unter bden gegebenen n Clementen n—k einanber gleid,
und die itbrigen k Clemente ebenfalld einanbder gleich, wie 3. B. in dem
Producte a»—%b%, jo ift die Permutationdzahl derfelben

n! e s e R e R e e R e
b—k)lkl™ 1.2.3...n—%k).1.2.3  ..... EEyE:

Dividiert man Jdhler und Nenner diejes Bruches durch 1.2.3. .. (n—k)
und fchreibt die dann iibrig bleibenden Factoren ded Jahlers in umgefehrter

Ordbnung, fo Hat man
n! on(n—1) (0—2).. (n—k—}—l)
R I i RER 3 -k
Der lepte Brud, Ddejjen Jihler ein EBrobuct mm k Factoren, die von n
beginnend um 1 abnehmen, und defjen Nenner bad Product von k Factoren

ift, dic von 1 begimnend um je 1 wachien, wird durd) bas Symbol (1),
su lefen: ,n iiber k", audgedrvitft. €8 ift alfo

ok oy n! sendin
P kb= — ().
i n—l) —k+41)
Bufol. Aus (1;)*1. T k folgt fitv k~n n--1,
n+42, ...

(;:):1' n+1) (n ‘)) --:'.

9, @ombinicren.

§. 258. Combinieren im engeren Sinne heift, gegebene Elemente
jo mit etnanber verbinden, dajs jede Complexion dicjelbe beftimmte Anzahl
aug den gegebenen Elementen enthilt, wobei jedod) nur joldje Complexionen,
in welden nicht dicjelben Glemente vorfommen, a8 verfdieden gelten.

Se nachdem die Verbindbungen je wei, drei, vier,. . . Elemente enthalten,
nennt man fie Combinationen dev zweiten, dritten, vierten, ...
Claffe, oder auch Amben, Tevnen, Duaternen, u. | w. Die Ele-
mente fe(bft fommen al3 Combinationen dev evjten Clajje angejehen
werben und Heifen ald jolche Uniomnen.

Man unterjheidet ferner Combinationen ohne und mit Wieder-
holungen; bei jenen darf in einer Complezion ein Element nur einmal,
bei Diefen auch ofter vorfommen.

Die Anzahl aller moglichen Combinationen der rten Clafje aus n Ele-
menten ofhne Wiederholungen wird durch C;, bdie Anzahl bevjelben mit
Wieberholungen durd) C7~ begeichnet.
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Bildung der Combinationen.

8 259. 1. Um aus gegebenen Elementen die Combinationen der rien
Glafje obhne Wiederholung gu bildern, jdhreibt man die evjten r Elemente in
natiicficher Reihenfolge nieder und erfept in Dbiefer jowie in jeder neu ge-
bildeten Complexion von rehts nad) linf3 gehend fo bald als miglic) ein
Glement durd) dag nddft Hoherve noch nicht verwendete Element und
{dfat davauf in der erforderlichen Anzahl die hoheven Clemente in natiir-
(idjer Ordnung folgen.

Beifpiel. €3 follen die Duaternen ofhne Wiederholung aus den Ele-
menten a, b, ¢, d, e, f gebilbet werdern.

abed ahdf acef beef
ahce abef adef bdef
abef acde bede cdef
ahde acdf bedf

2. Wm aus gegebenen Elementen die Combination der rten Clafje
mit Wiederholung ju bilden, jdhreibt man dasd niedrigjte Element rmal
an und evfept in diefer fowie in jeder nen erhaltenen Complerion von rved)ts
nad) [inf3 gehend jo bald al8 moglich ein Clement durc) dag ndad)ft hoheve
und [dist eben diejesd Clement in der erforderlichen Wnzafhl folgem.

Beifpiel. €3 jollen die Ternen mit Wiedberholung aus den Elementen
a, b, e, d gebildet werben.

aaa ahb acd bbd cee
aab abe add bee ced
aac abd bbb bed cdd
aad ace bbe bdd ddd

Bahl der Combinationen ofne Wiederholungen.

§. 260. Berbindet man feded von n gegebenen Elementen mit jedem
der fibrigen n— 1 Glemente, fo erhdlt man alle Ymben, wnd zwar jebe
2mal, 3 B. dbie Ambe ab, indem man a mit b, und indem man b mit a
perbindet. Da fid) fonad) n (n —1) paavweife gleiche Amben ergeben, jo
ift bie Anzahl aller verjchiedenen Wmben von n Elementen

0 — n(n—1)

(2}

“

Hat man itberhaupt alle Combinationen der rten Clajje ohne Wieher-
holungen von n Clementen und verbindet jede bdicfer O Combinationen
mit jedem ber davin nicht vorfommenden n — r Elemente, fo enthalten bdie
fich evgebenden Ci. (n — r) Verbindungen alle Combinationen der (r 4 1) ten
Clafie, und zwar ecine jede derfelben (r - 1)mal, da fie aus jeder Dder
r+ 1 Gombinationen der vorigen Claffe, in denen eines ber jest in ifr
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porfommenden Clemente feflte, entjtanden ift. Die Sahl aller verichiedenen
Combinationen der (v - 1)ten Claffe von n Elementen ift daber
e
Citt=0Ci.c I
Da num Ci= 7 an ) ift, o Gat man
: (= ) (a=52) ;
G=10 5 folgtid
_nmh—1)(n—2) (n—38)
Gy

A, 5

alfgemein
G,_ (n—l)(n—? (11—r+2)(u—:+1)
2 4l e (=l Y

oder mit Riicficht auf bie im § 257 3 eingefiihrte ‘Begetd‘)mmq

a=() a=() .. o=()

Bufal. Sdhreibt man neben jede Combination der rten Clafje ohne
Wiederholung die in ihr nicht auftretenden Elemente, jo bilden diefe eine
ECombination der (n — r) ten Clafje. Dabei fanu feine Combination der einen
Glafje obne eine entfpredjende Combination der anbeven Claffe auftveten.
Somit ift die Anzahl der Combinationen fiiv beibe Claffen gleid).

() =062

Bapl der Combinationen mit Wiederholungen.

§. 261. Sind n Clemente gegeben und verbindet man jeded Element
mit fich jelbjt und noch mit allen n Elementen, aud) fich jelbjt nicht aus-
genomimen, jo geben die eraltenen n (n4-1) Lerbindungen alle Amben
mit Wiederholungen, und pwar jede 2mal. Die Anzahl aller verjchiedenen

Ymben von n Elementen mit Wieberholungen ift alfo L“;_—Q

Sind diberhaupt alle Combinationen der rten Clafje mit Wieder-
Holungen von n Glementen gebilbet und verbindet man jede diefer C"
Combinationen guerft mit jedem der r Elemente, welde darin vorfommen,
und dann nod) mit allen n Elementen, fo enthalten bie fid) evgebenden
Cre.(n 1) Berbindungen alle Combinationen der (r+1) Claffe mi
Wieberholungen, und zwar jede (r 4 L)mal. Denn enthdlt eine befti mmt
Combination der (r - 1)ten Clafje ein Clement a nur einmal, fo ijt fie
aug derjenigen Combination rter Clafje, welcdhe mit ihr jammtliche Elemente
bi3 auf a gemeinjam Yat, einmal entjtanden, und gwar eben durcd) Ber-
bindbung mit a. Enthalt ferner diefelbe Combination der (r - 1)ten Claffe
ein anbered Glement b kmal, dann ift fie aud) aus derjenigen Combination
rter Clafje hervorgegangen, welde ihre jammtlichen Elemente, jedod) b nur
(k — 1) mal enthdlt, und zwar ift fie aud diejer Combination gevade kmal
entjtanden, (k — 1)mal nimlic), indem man fie mit jebem in ihr vor-
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fommenden b, und einmal, indem man fie mit b al8 einem der n Elemente
verbunden Hat. Pieraus geht hervor, dafs jede Combination der (r“—i— 1}ttilt
Glafje fo oft entftanden ift, a8 die Bafl ihver Clemente betrdgt, aljo
(r+1mal. €3 ift daber

wyralel W, D.+I'
Gt —On*, S

Da nun Crt=7 (1_14'21) ift, fo Hat man
ws_ D (@+41) (n+2) .
ey O
Crt=1 (’;_'_21)_&;' 2‘) (2+3}, . §. w.; allgemein

e+l @+2). . @+r—2) mt+r—1)
L A L e R [ r :
Sdreibt man in bem lepten Brudje die Factoven des Bihlerd in um-~
gefehrier Orduung, wodurd) der Brud) die Form
m+r—1) (n4+r—2)..0+2) (n41).n
ST S N PR i
annimmt, fo fann man Ddenfelben nad) der im §. 257, 3 eingefiihrien Be-

seidnungdweife durd (“+:"1) augdriien. €3 ijt baher

(1) BCP) e(r)

3. Dariicren.

§. 262. Variieren heipt, gegebene Clemente fo miteinander ver-
binden, dafs jebe Complexion diefelbe beftimmte Anzahl aus den ge-
gebenen Clementen enthalt, wobei {fedod) and) foldhe Complexionen, in
welchen Ddiejelben Clemente in verichiedener Anordnung vorfommen, als
verjchieden gelten. Baviationen find demnad) permutierte Combinationen.

Wie die Combinationen, untericheidet man and) die Variationen in
bic ber erften, zweiten, dritten,. . . Clafie, fermer in Variationen
phne und mit Wieberholungen.

Die Angahl aller mdglichen BVariationen der rten Clafje aus n Ele-
menten ofjne Wiederholungen wird durd) Vi, und die Jahl devjelben mit
Wieberholungen durd) Vi bezeichrnet.

Bildung der Darintionen.

§- 263. Die Vaviationen einer beftimmten Claffe erhilt man, indem
man aud Dden gegebenen Clementen alle Combinationen bderfelben Clajje
bilbet und Dann von jeder Combination die Permutationen aufftellt. Die
Bariationen fonnen aber aud) unmittelbar gebilbet werden.

L Um au8 gegebenen Glementen die Vaviationen bder rten Glaffe
ohne Wieberholungen zu bilden, jdhreibt man die erften r Clemente
in natiiclicher Orduung nieder und evfeht in diefer und in jeder neu ge=
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Dilbeten Complexion von redhts nad) [inf3 gehend fo bald ald moglich ein
Clement durd) dbad ndadft Hohere und [djst davauf in erforderlicher An-
3afl Die itbrigen (in der Complerion nod) nidht vorhandenen) Elemente
in natiirlider Ordnung folgen.

©p geben die Clemente 1, 2, 3, 4 folgende BVariationen der dritten
Claffe ohne TWieberholungen.

123, 124, 132, 134, 142, 143, 213, 214, 231, 234, 241, 243, 312,
314, 321, 824, 341, 342, 412, 413, 421, 423, 431, 432, ;

2. Um oug gegebenen Elementen bdie Baviationen der rten Claffe
mit Wieberholungen zu bilben, jhreibt man dag niedrigfte Element
r mal an und erfept in diefer und in jeber neu gebildeten Complerion von
vecd)td nad) lin€s gehend fo bald als mbglid) ein Element duvc) bad néd it
hohere und ldjst davauf dag niedrigfte Clement in Dber erforberlichen
Anzahl folgen.

$Hat man bereitd bie BVariationen irgend einer Clajjfe mit Wieder-
Dolungen bargeftellt, jo bilbet man aus benjelben bie Bariationen der ndachit
hiheren Claffe, inbem man jedes Element vor jede friihere BVaviation fept.

Aug den beiden Elementen a unbd b erhalt man folgende Variationen
mit Wieberholungen

per 2. Glaffe: per 3. Claffe:
aa, ab; aaa, aab, aba, abb;
ba, bb; baa, bab, bba, bbb; u. {. w.

Bahl der Dariationen ohne Wicderholungesn.
§. 264. Die Anzahl der Combinationen der rten Clafje aud n Ele-

menten ohune Wieberholungen ijt (f), aug jeder foldhen Combination lafjen

fid) durch Permutation der r Clemente r! Variationen der rten Clafje ohne
Wieberholungen bilden; folglich ift

V,',—:(:).r!-:n(nﬁl) @=—2):..0—r+2 @—r+D.

Bahl der Dariationen mit Wiederholungen.

§. 265. Gind n Clemente gegeben, fo gibt jeded derfelben n BVaria-
tionen der zweiten Claffe mit Wiederholungen, jomit ift n? die Angahl aller
jolcger Bariationen.

Qit diberhaupt die Angahl aller Bariationen der r ten Clafje mit Wieber-
Holungen vou n Elementen befannt, jo ift, da jede jolche Variation durd)
Verbindbung mit allen n Elementen n Bariationen der (r 4 1)ten Clafje gibt,

Yemml =SV .
Da nun Vr2=n? ift, jo Hat man V;*=n® folglih Vi*=n?;

allgemein Vor —
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1. Binomifder Lehrfab.

§. 266. lnter dem binomifhen Lehriabe verfleht man bas3
Gefe, nad) weldjem die Potens eines Binoms in eine Reibe entwidelt wird.

Sebe Potens einez Binoms mit einem gamgen pofitiven Erponenten
fann aus bem Producte mefhrever Binome, weldje dag erjte Glied gemeinjam
faben, hergelettet werden, indem man in denjelben auch die sweiten Glieder
gleichest. So geht das Product (a +b) (2 f¢) (a+d) (a+e) (a -+ 1),
wennt man e=d=—e="f=>0 fept, in Die Potenz (a4 b)" iiber.

§. 267. DasProbdbuct mehrerer Binome, welde ein Glied
gemeinjam haben.

Wi bag Product (a4+b) (a-¢) (a4 d) (a+e)... zu entwideln,
ntultipliciere man uerft bie erften zwei Binome mit einander, ihr Product
mit dem Dritten Binom, u. {. w. Man exhalt
(a+b) (a+c)=a*-(b4c)a4-be,

(a+h) (at+ec) @+ d)=a’+(b+4c4d)a
+ (be+bd—+4cd)a- bed,
(a+4D) (atc) (a+d) (afe)=a*+(b+c4d+e)a’
4+ (be -+ bd+be 4 ed | ce | de) a?
+ (bed +hee+bde-fcde)a-+bede,
i dil

Dag in dicfen Producten Herrichende Gejeps ift leicht 3u erfehen. Das
erjte Glied eines jeden Probuctesd ijt die jovielte Potenz vbon a, alg Binomial-
factoren gegeben find; in den folgenden Gliedern nehmen bdie Erponenten
vont a in natiivlicger Ordnung ab, 6i3 im lepten Gliede a®=1, d. 1. gar
fein a erjdeint. Der Coefficient ded erften Glieded ift 1, der Coefficient
De3 zweiten, britten, vierten, ... Gliedes ift bezliglich die Summe der Com-
binationen dex erften, zweiten, dritten, ... Clafje aud den zweitenn Gliedern
der Binome, jeder bdiejer Comyplerionen als ein Product ber darin vor-
fommenbden Elemente aufgefaist.

@ilt nun diejes Bilbungagejep fiir ein Product von n Binomialfactoren
a-+b, atec,...a4p, fo dajs :

(a+b) (@a4-¢)...(a+4p)

=a" 48, (b..p)a"~1-} 8§, (b..p) a2 4. .+ Suy (b..p) a 4 Su(b..p)

ift, wo allgemein Sk (b..p) die Summe aller Combinationen bder kten

Claffe aus den n Clementen b, ¢,..p, die eingelnen Complexionen als Pro-

ducte aufgefajdt, bezeichnet, jo gilt dasfelbe Gefes auch, wenn nody ein newer

Jactor a - q dagutritt. Man erhilt namlic :

@a+h) (aj—gc()---(al-l-l?) l(a+q) \ f \

= gott 1 (bl o Sy (b..p) + iy S L. p)
T I Tl T e

-+ Bn (b sp).q.
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Pun ift
S (b..p)+a=b+4e4...+p+q=S5, (b..q).
Serner ift S, (b. .p) bie Summe der Amben vou b, ¢, . .p, und S, (b. .p).q
Die Summe der Ymben, welde man erhilt, indem man die Clemente b, ¢,..p
nod) mit dent newen Glemente g verbindet ; folglich ift S (b..p) + S, (b..p).q
bie Summe aller Combinationen der zweiten Claffe aus den Glementen
by ¢ 2.p. g alio
Sy (b..p) + 8, (b..p).q=8; (b..q).
Ehenjo folgt
S; (b..p) + 8, (b..p).q=5; (b..q),
Sy (b..p) + 85 (b..p).q =35, (b..q),
Sa (beop) + Sa—s (b..p).q = 5a (b..q).
Endlich ift ,
Saiboiploqe=Tc i p —Cavihe )
Pan Hat dbaher
(a+b) @a+e)...(a+p) (a+40q)
=arti4 8 (b..q)a"+8; (b..q) a1 ..
-+ S, (b..q) a + Suga (b..q).
Das angefiihrte Bildbungsdgefes gilt alfo fitv ein Product von n -1
Binomialfactorven, wenn ed fiiv ein Product von n joldhen Factoren richtig
ift. Nun gilt e3 nad) dem Dbigen fiiv 2, 3, 4 Factoren, folglich gilt es
aucd) fiiv 5, folglich aud fiiv 6 Factoven. ., mithin allgemein fitr jede Sahl
bon Factoren.
§. 268. Die Potenz eined Binoms.
Seit man in dem Producte von n Binomialfactorven
(a+b) (ate) (@+d)...a+p)
—ar1 8, (b..p) a1 S; (b..p) a2 8, (b..p) ar—24-...
—+ Sa—1 (b..p) a + Su (b. .p)
die gweiten Glieder c=d=...=p=">, jo wird
(@+b) @+¢ @4d)...a+p=@a+Dbn
ferner
8 (b..p) =b ot +p=b+h+..+b=(2),
Sy (b..p)=be+bd+..Fop=D+b14..+-b=(1)b,

B bodlboel. mop—btbt.. 4 bt— (3)1)3,

8. .p)=bod. m0—|— bn—1+hn—1+ +b"~1’( _:) b1,
Sa(b..p)—bed. mOp—bn—()bn

Mo Enil-Mewmann, Lehrb. b, Avithmetit u. Algebra f. 0. obeven L, b, Mitteljdh. 25, Muft, 11
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Durd) die Subftitution in den obigen Yusdruc exhdlt man dafer fiir
ben binomijden Lehriap die Fovmel

(a+b)n:an+(‘;) a,n—lb+(§)an—2b2+(;) a3 b3 ...

+ (nil) abo—! 4 (E) b,

S diefer Formel herrjdt jolgendes Bildbungsgejes:

1. Die Potenzen des erjten Glicdes a des Binoms exfcheinen fallend,
jene Des jweiten Gliedes b fteigend geordmet. Der Erponent von a ijt im
evften Gfliebe gleich dem Potengerponenten n des Binoms, in jedem folgenden
®liede wm 1 fleiner und wird im lepten Gliede = 0, woraus zugleid) folgt,
bajs die gange Reife cin Glied mehr hat, ald ber Potenzexponent n bes
PBinoms Cinheiten enthalt. Die Erponenten von b nehmen wmgetehrt von
0 bis n 1. Die Summe der Cyrponenten von a und b ift in jedem Glicde
gleich n.

2. Der Binomialcoefficient des erften Gliedes ift 1; bder
Goefficient des jweiten, dritten, vierten, ... (k 4 L)ten Gliedes ift beiiglich
bie Bahl der Combinationen der erten, zweiten, dritten...kten Clafie ohne
Wiederholungen von n Elementen.

3. Jit bag zweite Glied b bed Binoms negativ, jo wird dasd weite,
bierte, . . . fibexhaupt jebes gevabftellige Glicd der Reibe negativ ; man Hat daher

(6 g (111) an—1p - (;) AL EL e (n) I,

Hiernad) ift in der Binomialreihe (a=+=b)* allgemein dag (k4 Lte
Glich gleic (== 1) (;1) an—k

Beifpicle.

1) x+a)f=
= x5 4 (Eli) ax® - (g) a?x* 1 (g) a’x? (i) a*x? | (g) afx | af
=x%4 6ax® 4 15a’x* + 20a%x3 4 15atx2 4 6a’x 4 ab,

2) Bx—2y)t =
—B* — (§)-62.25 + (£) Gy — (¢) 3x.Cy* + @v*
=81x*—4.27x%.2y 4 6.9x%.4y?—4.3x.8y% - 16y*
=81x* —216x3%y 4 216x%y2 — 96xy® }+ 16y~

3) Das Tte Glied vou (2x* — 3y)? ift (~1)°(§).(2x2)9—6.(3y)5
= 84.8x8.729 y® — 489888 x ¢ y 6.

§. 269. BWir laffen nun aud) nod) eine weite Cntwictlung des binomi-
fchen Lehriapes folgen, die unmittelbar auf der Combinationslehre beruht.
Wir multiplicieven a 4+ b mit a 4 b, dag Probuct wiecder mit a -+ b,
. §. w., jdreiben aber dabei, damit das Bildungsgeieh leichter erfannt



163

werde, in jedem Theilproducte auerft den Multiplicator an, und madjen
i ben Nejultaten vorldufig aud) von der Potengbezeichnung fiiv die gleichen
gactoren feinen Gebraud). €5 ift

(a4+bl= a+h
(a4Db)?=(a+b) (a+b) =aa+tab]
+ba-4bbf
(a+b)*=(a+h)?(a+h) —aaataab-taba-tabb)
+baa+bab-hbbha-fbbbf

BT

Die Bilbungsweije der auf einanbder folgenden Potengen ftimmt voll-
{tanbig iiberein mit der Bildungsweije der Bariationen mit Wieberhohingen
ber entjprechenden Claffe ausd den beiden Elementen a und b. Demnad)
ijt allgemein (a + b) die Summe aller Baviationen bder nten Clafje mit
Liederholungen aud denm Clementen a und b, wenn man jede BVariation
al3 Product anffajst.

Dieje Variationen ordnet man jo in Gruppen, daj3 die Compleriomnen
eiter jeden Gruppe burd) Permutation entjtefen. Dann gibt jede Com-
plerion einer Gruppe bdagjelbe Product; mithin ijt der Coefficient bdiefes
Lrobducted gleid) der Jahl der Permutationen der Factoven diejes Productes.
Fiiv bag Probuct a»—* b* ijt nad) §. 257, 5 bie Jahl der Permutationen

(E); fomit gibt biefe Gruppe das Gilicd (E) a—k bk, Da n gleihe Gle-

mente nur eine Permutation geben, jo ift der Coefficient ded erften und
lepten Glicdes 1. §Fiiv bag pweite Glied ift k=1, fiir das dritte k =2,
fiiv Dag vorlepte k =n—1.
€3 ergibt fid) jonad)
(a—|—b)n=a“+(?)zx“—‘b+(;)a"—9b2+...—|—(I’z) an—k bk
e (11 » ) a4
Bufak. * Genau auf diefelbe Avt, wie Hier die Binomialformel ent-
widelt wurde, fann auc) der polynomifdhe Lehriap, d. i. eine Formel
fliv (a-+Db-+e¢4-d-..)" abgeleitet werden, da dieje Poten der Summe
aller Variationen der nten Clafje mit Wieberholungen aus den Elementen
a, b e d,...gleid ijt, wenn man jede Variation al3 Product auffajst. Nm
pafer die nte Potenz eined gegebenen Polynoms zu erhalten, bildet man
aud den Gliedern Sesfelben die Combinationen der nten Clafje mit Wieber-
holungen, multipliciert jede derjelben al8 Product betvadjtet mit der juge-
horigen Permutationszahl und addiert die erhaltenen Producte.
§.270. BeziehungenzwijdendenBinomialcoefficienten,
1. Se 3wei vom Anfange und vom Cude gleid) weit ab-
ftehende Binomialcoefficienten jind einander gleid.
11*
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Der (k4-Dte Binomialcoefficient vom Anfange ijt

(n) L n—1)...n—k+42) @—k41)
k 0 =1k :

Der (k -+ Dte Binomialeoefficient vom Ende ift der (n—k 4 Dite
vom Unfange, aljo

n )zn m—1...0+2) (k+1)
n—k e e T
Multipliciert man Jihler und Nenner des erften Vruched mit
EED kPR k-1 @ -k,
jo erhilt man
(n) _n@—1..(a—k+1) (n—k)...(42) (k+1),
k 1.2....k (k4 1....n—k—1) (n—k) ?

folglich ift
(k) (n —k )

Gin sweiter Beweid ergibt fid) aus §. 260, Jujab.
Bufah. Aus der lepten Gleidhung ergibt fidh fiix k =0
e R S 1
(0) Py (n) =L
2. Die Summe aud dem kten und (k+ Dten Binomial
coefficienteneinerPotenzift gleid) dem (k - 1)tenBinomial
coefficienten dDer um 1 hoheven Potens.
Tt n o T P | R m—k+43) m—k+2)
€a nt(k—l)_ L k—2) &—1) '
ny\_ nm—N....n—k+2)(n—k+41),
(k) 7= T s E—1).k ; baber
n nn—1....m—k+2) g e
(k—1)+() 5 e m el Liws ol !
—@+nm—0...0—k+92) __ (n+1)
il i R k k i
Mitteljt diefes Sapes fann man aus den Binomialeoefficienten ivgend
einer Poteny jene der nddyft hoheren Potens durc) blofe Addition ableiten.

Man erhilt dadurd) fiir die auf einanbder folgenden Potengen eines Binoms
folgenbde Coefficienten (Pascaljhes Dreied):
1
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3. DieGumme ansd den (k4 1)ten Binomialcoefficienten
der kten, (k1)ten, (k4 2)ten,...0is nten Potens ift gleid
pem (k+2)ten Coefficienten der (n41)ten Potens.

Aus bunnnrl}crmmnbcu@agLfnfg,t( ) (H"H) () baberijt

( (k;gﬁi]lg Ek#l)
k1) _ (k+2) _ (k+1)
e \k—f—] I(—I—l s

Co)=(2) -6z
G ()

Addiert man diefe Gleidhungen, 10 ergibt flc[), ba fidh die Glieder auf
per zweiten Seite paavmweife aufheben und (] 0 )"-_U ijt, die Gleichung

O+ + 01+ O=Ch)
8.0 fir k=2 i
(@) + () + ) + C) -+ ) = (1)
4. Die abjolute Summe aller BVinomialcoefficienten
fiir dDie nte Poteny ift gleid) 2n

(+() -+ () =0 -
. Die algebraijde Summe der abwedjelnd pojitiven
und negativen Binomialcoefficienten ift gletd) Null.

(3) 52 (111) - (‘;) oo Sl gy (2) ity

Die Combinationslehre und die Wahrideinlichleitsredinung twurben von Fermat unbd
Pasgeal (1654) begriindet umd ingbefoudere von Fafob Bernoulli (1713) weiter ausgebildet,
Der binomifde Lehrjab ift eine dev erften Cntdedungen Newton’s (1676). n! von Kramp

(1808); (’;) vont Euler, S A

IIL. Elemente dex WabhrfdeinlidReitsrednung.

Dic abfolute und cinfache Wahrfdyeinlichheit.

§. 271. Gind unter mehreven gleid) md glichen Fillen einige bem
Cintreffen eines beftimmten Creignifjes giinitig, die ibrigen dbagegen un-
giinftig, fo heift das BVerhaltnis der Anzahl jener Fdlle, weldje dem Ein-
treffen bes Creigniffes giinftig find, 3u der Anzahl aller gleid) mobglichen
Falle die mathematijdhe Wahrijdeinlidfeit fir bdag Eintreffen
Diefes Ereignifjes.
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Beseidhnet a die Jahl der einem Creignifie gitnftigen und b .bic.Saﬁ'[
ber ihm unginjtigen Falle, jo ift, wenn die mathematijche Wahricheinlichteit
fiiv dag Gintreffen jenes Greignifjes duvd) w audgedriicft wird,

a

W = m

Se mehr Falle dem Cintreffen Des Ereigniffes giinjtig Jind oder je
grifier a ift, defto grifer ift bie Wahrideinlichfeit fitr Das Stattfinden des
Greignifies; find alle Fdlle giinftig, fo ift dad Stattfinden gewijs, und man
hat, da b = 0 ift, al3 dag mathematijdhe Symbol der Gewifsheit

W = —;L =l

Se weniger gitnftige Fille vorfommen, defto geringer wird auch die
Wahricheinlichteit; ift gar fein Fall giinftig, jo ift das Cintreffen des Er-
eiguifjes unmdglidh), und Hhat man, da a = O ift, fiix dag mathematijdye
Symbol der Unmioglidfeit

0
\V-—F‘O.

Sm gewdhnlidien Leben Heifit ein Creignis wahrfdeinlid, wen w = §
sgweifelhaft, wenn w = &, und unwabhrideinlid, wenn w << 3 ifi.

Die Wahricheinlichteit, dajs ein Creignis nicht eintveffen werde, Heift
die entgegengefebte Wahridheinlichieit. Sie wird bdurd) einen
Bruc) dargeftellt, defjen Jahler die Anzabhl aller ungiinjtigen und der Nenner
pie Anzahl aller gleich) miglidhen Fille ift. Vegeichnet man bdie entgegen-
gefebte Wabhrjdeinlichfeit durdh w', fo ift o

& )

o — m, bt‘li]t‘r w “}_ W‘ == ;_]_7}3 I,

D. . die@Summe der Walhrideinlidhfeiten fiir Dad Cintreffen
cines Creiguijjed und jener fiiv bad Nidteintveffen gibt die
Cinbeit, jomit die Gewijsheit; was aud) gany nativlich ericheint, da s
gewifs ift, dajs jenes Ereignis entwebder eintreffen obder nidht eintreffen mujs.

Msw -+ w =1 folgt w =1 — w.

Beifpicle:

Wirft man zwei Spielwinfel A und B, deren fechs Fliadhen nach der
Reihe mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 Punften oder Augen begeichnet find, fo find
in Begug auf die Jahlen, welche auf den obeven Flachen der beiden Witrfel
i ftehen fommen, folgende 36 Fille gleich miglich

AB AB AB AB AB AB
1Ll 21 Al 41 hl 61
3% 22 32 42 51 62
13 23 a3 43 ) 65
14 24 34 44 h4 64
15 25 ab 45 ) 65
16 26 36 46 Ho 66



167

a) Um die Summe 5 zu werfen, find 4 Fille gimftig, namlic) 14,

23, 52, 41. Die Walridjeinlidyfeit, mit beiden Wiitfeln 5 Augen 3u
4 e 4 1

werfen, it aljo G 9

Diefer Ausdrud, welder angeigt, dafs in 9 Wiirfen bdie Summe 5 einmal ge:
worfer werde, ift jebod) nidyt fo ju verftefen, al8 weun man in den erfien 9 Wiirfen bie
Gunie 5 gerade eitnmal werfen miifste; man fann biefe Sunume vielleidt gav nidyt, ober
gevave eimmal, ober aud) mehr alg einmal werfen; aber wenn man fehr viele Wiirfe madt,
fo wird fid) das Berhiltnis der Anzahl der Wiirfe, worin man 5 wirft, ju dev gefammten
izahl vev Wiirfe umjomehr dbem Verhiltuiffe 1 : 9 nibern, je langer das Spiel fortgefetst
with,  Der firtliche Crfolg wivd der durd) Bahlen ausgedriidten Wahrfdeinlicdheit um fo
niher fommen, je grofier die Anzahl der Berfudje ift; uud in diefem Sinme ift die mathe-
matifdje LWahrideinlidleit ftets aufufafjen.

CEmE P e ; . 1

b) Die Wabhrfcheinlichteit, die Summed nicdht u werfen, ift 1 — - = -g_

¢) Die Wahridjeinlicheit, die 8aI]Ie113 und 5 zu werfen, tft pa e
glwei Fille 35 und 53 giinjtig find, E‘

d) Die Wahricheinlichteit, ecinen Pajd), b. i. gwei gleiche Jahlen Fu
werfen, it % = %

Die relative Wabrfdyeinlidhheit.

§. 272. Die bisher betrachtete Wahricheinlichteit, wobei nur ein
Greignis an und fiiv fidh betvadjtet wird, heipt die abfolute Wabhridjein-
lichteit, im Oegenfape u Dder velativen. Darunter verfteht man die
Wahrideinlichfeit, dajd von zwei Ereignifjen, welde einer Reihe miglicher
Gille angehbren, das eine efer cintreffe ald das andere.

Sind fir verichiedene Ereignijie s Fille gleich) mbglic), und vergleicht
man nur die Greignifie A und B, deven einem m und dem andern n Fille
qi'mitig find, jo ift die velative Wahricheinlichteit W fitr das erfte @rciqnia

2 + , und die relative Wahridjeinlichfeit W' fiiv dasg zweite Creignis — + =,

Wean fann die relativen Wahridheinlichfeiten auch aud den n[nuhmn
herleiten. €3 ift ndmlich), wenn man die abjoliuten Q“a[nicf;ciu[id)fdta11 fiir
pie Creigniffe A nub B bejichungsweife durd) w und w' bezeichnet,

n

5 ety = 8 ST

W =7‘-Lﬁ"—_" T LR N e e T e
m-f—n _I;_l_'_% w+4w + 'S"+’§ 1=
Die velative Wahrideinlidhfeit eined Creignijjes ift
aljo gleidh) dem Quotienten aus dev abjoluten Wahridein-
lidfeit jenes Greigniffes und der Summe der abjoluten
Wahrideinlichfeiten der beiden Creigniffe.
8. 98B. Sueiner Urne jind 4 weifie, 6 blawe und 8 rothe Stugeln. Wenn nun
aug derjelben nur eine Kugel gezogen wird, jo ift die abjolute Walhricdheinlichteit,
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. v = 4
eine weife Sugel ju ziehen, =,
8
" I'DfI]C " 7 " _18;

babher die velative Wabhrideinlichteit,
eher eine weife al3 eine vothe Kugel zu ziehen,

e

eher eine rothe af8 eine weife Kugel ju ziehen, I_T——B—sz

Die sufommengefehte Wabrfdyeinlid)keit.

§. 273. Beruht die BVejtimmung der Wabhridjeinlichfeit eined Creig-
niffes auf der Bevedhnung mehrever einfacher Walhricheinlichfeiten, jo Heift
eine folye Wahridheinlichteit eine ujammengefepte.

1. Fall. Wahrijdeinlidteit fitr dag Cintreffen eines
pon mefhreren Creignifjen, die jich gegenjeitig augjdlieBen.

Sit s bie Anzahl aller gleih moglidgen Félle, vou denen m dem Cr-
eignifje A, n dem Creiguifie B, p dem Creigniffe C, ... alfom—+4n—+p...
fitr das Cintreffen irgend eined unter den Creignifjen A, B, C, ... giinjtig
find, o ift, wenn man die abjoluten Wahridheinlichfeiten fitr dieje Creignifje
purc) w', w', w', . . . und bdie jujonmmengefepte TWahrideinlichfeit fiir
pag Gintreffen ivgend eines diefer Creignifje duvd) W bezeidinet,

m n
e Wiy w = —ps—, Wi und

wondbnbrh. mo B Py ober

W=w 4+ w'4+w"+. .,

0. i. Die zujammengejepte Wahrideinlidhteit fitr dag Ein-
treffen irgend eined von mehreven fid) gegenfeitig aus-
jdlichenden Creignifjen ift gleich Der Summe der abjoluten
Wahrijdeinlidhieiten der eingelnen Creignijje.

8. B. Aus ciner Mrne, in weldher 6 gelbe, 8 vothe und 10 weife
RKugeln find, wird eine Kugel gesogen; wie grof ijt die Wahrideinlichteit,
eine gelbe oder rothe Kugel zu ziehen?

Die W., eine gelbe Kugel zu ziehen, ijt iy

515 Die ., eine rothe Kugel
: 2 . : :
gu aiehen, 1ft 5 daber bie ., eine gelbe oder rothe Kugel zu ziehen,
6 8 14 7
’ g -HoF e Tt
§ 274. 2. Fall. Wahrideinlichfeit fitr das Jujammen-
treffen mfe[)rere‘t bon einanbder unabhiangiger Creignifje.

: (633 fei W bdie Wahrideinlichfeit fiix daz Bujammentreffen weier
(Ermgmfje A und B, von denen dem erfteren m’ Fille giinftig und n’ Fille
un.gi'mfttg, bem legteven m* Fdlle giinftig und n* Fille ungiinftig find,
Die abjoluten Walrideinlichfeiten diefer beiden Creigniffe find

b= m i
Wi e
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Da nun jeder der m' dem Creigniffe A gitnftigen Falle mit jedem
per m* dem Creigniffe B gimjtigen Falle zujamnien eintveffen fann, jo gibt
es fiir dbag Bujammentreffen beiber Creigniffe m’ m* giinftige Fille. Die
Anzahl aller moglichen Fdlle ift (m’ 4+ n’) (m" + n*), da jeder der
m' -+ n’ bet A mbglichen Falle mit jedem der m* - n bei B miglichen
Galle ujommentreffen fann. €3 ijt daher die Wahrideinlichteit, dajs die
betden Greigniffe A und B zujammen cmtmﬁen

i

o m’ m“ 5 m’ - T
(' + o) (" -t = bttt o
Sind ebenjo w', w', w', ... Die abfoluten Walhridheinlichfeiten
fiic bag Eintreffen der eingelnen Creignifle A, B, C, . . ., jo erhdlt man
bie LWabhricdheinlichfeit fiir das 8uiamlntntleﬁen GHLI‘ bqur Creignifje
Wo—swiw W e

D.h.DieTW ahrilﬁemhd}futfurha%ﬁuiammentreffulmeﬁrerer
Ereignijfe ift gleich bem Producte aug den abjoluten Wahr-
fdeinlichfeiten fitr bad Einfreffen deveingelnen Creignifje.

3. 8. Wie qrofy ift die Wahrjdheinlichfeit, mit zwei Wiifeln auf

ben erften LWurf die Summe 5, auf den Zweiten die Summe T zu werfen ?
- o s o . 4 ‘
Die W., auf den erjten Wurf die Summe 5 zu werfen, ift 5 bie

28, auf den weiten Wurf die Summe 7 zu mcrfeu ift ;6; 5 Daler bie .

ol
fiir bag Bufammentreffen Ddiefer beiden Ereiguiffe 3(. 3; =

Bujat. Die Wahrideinliditeit, Dajs einCreignis r mal
nad) einanber ftattfinde, ift alfo gleidh w*, wenn w Dbie
abfolute Wahrideinlidteit fitr jenes (&uljnté; ift.

§. 275, Wahrideinlichfeit fitr die verfdhiedenen Com-
Dinationen zweier Creignijje.

Sind s gleid) mogliche Fille, vor denen m’ dem Creignifje A, und
m* pem Greignifie B giinjtig {ind, o ift,‘ e

Y m
2 — waunb — =w"
35 8

gefest wird, die Wahrideinlichteit,

oajg3 A eintrifft .. ......0. e w
» A nidt eintrifft. ..ol 1 — w

S BRI o e e e S e w'

oo B it emtrifie s i 1 — w"

o A eintrifit, B nidit. .o ooaiintnn w 1 — w")

., A nidt eintrifft, aber B ........ (1 — w') w"

., nur A oder B einfrifft.......... wl—w)4+[1—w)w"
., A undb B beide eintreffen........ w' w'

A und B nidgt beide eintreffen ... 1 — w' w
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bajs weder A nodh B eintvifft ........ 1 —w)([d—w"
pon A und B wenigftens eines eintrifit,
aljo A, ober B, ober audy beibe .. 1 — (1 —w') (1 —
b %u& grof 1Tt Die %aﬁr{cﬁemhcﬁfut mit 2 Wiirfeln in 51m
PWiirfen memg}tené etmal 9 &l[ugen 3u werfen ?

Hier ift w' = ;, und w' = -, daber bie gejucdhte Wahricheinlichfeit
1—(1—W‘)(1~—-W”):1——8 1

A S
OO

Mathematifdyer Hoffuungswert.

§. 206. Jft mit dem Cintreffen ecines Creigniffes ein bejtimmter Ge-
winn vexbunder, fo Hat derfelbe vor dem Eintreffen jenes Creiguifjes einen
fleineven Wert, weldhen man den mathematijdhen Hoffnungswert
ped Gewinnes neunt. Diefer Wert h mujs fid) jum Gewinne g verhalten,
wie die Zahl dexr dem Eintreffen des Ereignifies gintigen Fille a zur Jahl
aller miglidgen Fille a ++ b, wo b die Jahl der ungiinjtigen Fille ift.

h:g=a: (a+bh), jomit

L

hza—im,g:wg,

D. §. Der mathematifdye Hoffnungswert eines Gewinnes ijt
gleid) bem Producte ausg dem Gewinne und der Wahridein-
lichEeit Desfelben.

3. B, Jemand fept auf zwei Nummern. ciner Sahlenlotterie, weldhe
90 Yummern enthalt, 1 fl. und gewinnt, wenn fjeine beiden ummern ge-
sogen werben, 240 fl.; wie grof ift der mathematijche Hoffuungdwert?

Die %a[)ricﬁdu[id)'feit mit pei Fummern einen Ymbo zu madhen, ift
100 940 _ 480 _ 160 i
1005 801" 801 267

§. 277. Bei Buiid)crungen, Wetten und Gliictsipielen wird eine be-
ftimmte Summe eingefebt und bdafilr im ginftigen Falle eine beftimmte
Summe gewonnen. Jebe vechtmipige Verficherung, jowie jedes vedhtmifige
Gliictsipiel bevuht auf dbem Grundjage: Der Cinjas muis dbem mathe-
matijden Hoffnungswerte bes Gewinnes gleid) fein. :

Peifen e’ und e” die Einjige weier Spieler, weldje die Walhrichein-
lichfeit w' und w* Baben, einen Gewinn g zu erhalten, jo ijt e’ = w' g
und e =w"g, bdaher ¢ ;e =w':w", b. . bie Ginjase mitfjen
pen Wahrideinlihfeiten, ugewinnen, proportionievtfein.

8. B. A wettet gegen B, bafs er mit 3wei %urfe[u einen ‘.buid) wirft.

Die Wahricheinlichteit, su gewinnen, ijt it A , fitt B — e3 miiffen
fig aljo auc) die Cinjise der beiden Spieler, menn bte %ette rec[)tmczf;tg
fein joll, tie - l- 2 oder wie 1 : 5 verhalten, d. §. B mujs 5 mal jo vief
feben alg A.

daber h =
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Waberdyeinlichkeit in Begichnng auf die Lebensdaner des Henfdyen.

§. 278. Durd) BVergleichung der Sterbeliften, die fitr zahlreicdhe DOrte
und duvd) viele Jahre hindure) gefithrt wurden, ift man zu Tabellen ge-
{angt, weldhe angebern, wie viele von einer beftimmten Anzahl in demfelben
Sahre geborener Menjchen in den aufeinander folgenden Jahren nod) am
Qeben find. Soldhe Tabellen heifen Sterblichteits-oder Mortalitits:
tofeln. Wir theilen nadhjtehend eine jolhe Tafel mit.

Sitfmild)-Baumann'jdhe Sterblidyfeitstafel.
|

L

| A n | an I an n | An n l i
' o0 | 1000 | 20| 401 | 40 | 87¢ | 60 | 210 | 80 37
i 750 21 486 | 41 367 | 61 201 81 32
=2 661 22 481 | 42 860 | 62 192 | 82 28
3 618 23 476 43 353 63 182 83 24

4 593 24 471 44 346 | 64 172 | 84 20

5 579 25 466 45 339 | 65 162 | 85 17

6 567 26 461 46 332 66 152 36 14

7 556 2% 456 | 4% 394 | 67 142 | 87 12

] 547 28 451 48 316 68 132 33 10

9 539 29 445 49 308 69 122 39 8

10 532 30 439 | 50 300 | 70 112 | 90 6

i1 527 31 433 51 291 71 103 91 5
12 523 32 427 52 282 2 94 92 4
13 519 | 33 421 | 53 273 | 73 85 | 93 3
14 515 | 84 415 | 54 | 984 | 74 771 | 94 9
15 p11 || 85 409 | 55 | 255 | 95 69 | 95 1
0

16 507 | 36 402 | 56 246 | 76 62 | 96
17 503 | 8% 895 | 5N fogy ol O 55 ,
18 499 | 88 388 | 58 998 | 78 49

19 495 | 39 381 | B9 | 219 79| 43 |

Dieje Tabelle, weldhe fich auf 1000 in bemjelben Jahre Gebovene
Desieht, enthilt in der erjten mit n fiberjhricbenen Sypalte die Altersjabhre
der Perfonen, in Dder pweiten mit an begeichneten die Jafhl der im After
von n Jahren noch) Lebenden. “Die Differeny zweier Jahlen der Lebenbden
gibt die Anzahl der in Dem bezitglichen Beitranme Geftorbenen. So thrbe.n
7 8. vom 20. big zum 30. Lebensjahre 491 — 439 =52 Perjonen. Die
Sahl der im nten Altersjafhre Gejtorbenen ift gleid) an — duts.

§.279. Die Wahrideinlideit, bajscinenjdahrige LPerjon
bas Alter von n + p Jahren erveiden werbe, davauftellen

Bon a, im Alter von n Jahren [ebenden Perjonen leben im Alter
von n - p Jahren nod) anpp Perjonen. Die Walrideinlichieit, dajs eine
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njifrige Perjon das (m--p)te Jahr erveichen werde, it bemnad), D& Antp
bie Anzahl Der giinjtigen und an die Anzahl allev gleic) moglichen Fille
angibt, Batp
=

W=

Die entgegengefeste Wahriheinlichteit, dajs ndmlich eine n jdhrige

Perjon das (n 4+ p)te Jahr nicht evleben werde, ift w' =1 —312‘
Beifpicle. 1) Wie geof ift die Wahrideinlichteit, dajs eine 24jdhrig:

s il asp 800 ~.pom
Perfon dasd 50fte Jabhr erveichen werde? Bi‘i* 77— 0637,

2) Wie grof ift die Wahrijdheinlichfeit, dajs vou swei Ehelenten, vou
benen der Mann 40, bdie Frau 30 Jahre alt ift, beide dag 60fte Jal:
erveichen werden? Die Walhridpeinlichteit, dag 607te Jahr zu evveichen, ijt il
penr Nann Z—::—, fiilr bie Fran 2:—:, pafer bie Fufanumengefebte LWahrichein
(icjteit, Dafs beide bas 60fte Sage exleben, 2 20 — T 20— 02680,

Lebensverfidernngsrednung.

§. 280. Berpjlichtet i) eine Verficherungdanftalt, etner Verfou oder
peven Nedhtsnadfolgern gegen eine ju entrichtende Geldjunume in einem
beftimmten Falle, weldjer vom dem Leben oder Tode einer oder mehrever
Perjonen abhangt, einen gewifjen Capitalsbetrag ober cine beftimmte Leib-
rente (§. 253) zu zahlen, jo Deift Der beziigliche Vertrag ein Lebens-
verjidherungsvertrag. Bet allen Redynungen fiber Lebensverfichevungen
witd der Grundjay feftgehalten, bajs der Barwert der Bahlungen, weldhe
bie Berficherungdanjtalt von den unter gleichen Bedingungen verjicherten
Pervjorten u empfangen hat, gleich) fei dem Bavwerte der Jahlungen, welde
dic Anjtalt an diefe Verficherten zu leiften Hat.

Unter Dder Referve (Pramienvejerve) eined Verficherten i einem
gegebenten  Beitpuntte verjteht man den Betvag, weldjer fich ergibt, wenn
man den Barwert der von ihm nod) weiterhin zu leiftenden Bahlungen
pon dem Barwerte feiner fiinftigen Beziige jubtrahiert. Die Rejerve gibt
ben Wert der Verficherungs-Polizze fitr jenen Deitpunft an.

BWiv Dejcjriinfen und hier auf einige befonders widgtige Aufgaben.

§. 281. Anfgabe. Cine njifhrige Perjon will bei einer
Berfidgerungsanjtaltein Capital C joverfidjern, dajs diejes
nad) pJahren, wenn die Perjon dann nod) lebt, an diefelbe
auggezahlt werden joll, dafs Dagegen, falla bdie Perjon
wifhrend der p Jahrve ftivhbt, die eingezahlte Summe 31
Guniten ber Anftalt verfdllt; wie groff ift der Betrag M
(Mife), welder an dieAnjtalt jogleidyeinguzahlen ift? (BVer-
ficherung auf den Lebensjall.)
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Tenn alle an Perfonen, welde in der Stexblichfeitstafel bei dem
Uty no angegeben find, unter benjelben Bebingungen bder Verfidjerungs-
(t Deitveten, jo haben fie zujammen M . a, einjuzahlen. BVon den a,
‘erjorten leben nac) p Jahren noch) anyp; an dieje hat die Anftalt je C,
aljo im gangen Dben Betrag C . anyy 3u zahlen, dejjen Barwert, wenn
f wie aud) in den folgenden Aufgaben der Verzinjungsfactor durd) q

, C.a,
eseidhnet witd, “’ Detridgt. Da nun die Barwerte der Cinnahmen

und der Ausgaben bez Anftalt g[etcf) ein jollen, jo hat man bdie Gleidjung
M. a,—C. 22 paper M == C. 222,
q

a, q°
Au demjelben NRejultate gelangt man auch durd) folgende Shlujs-
weije, die ebenfo Dei den jpiteren Aufgaben angewendet werden fann. Die
Lahricheinlichfeit, dajs die njahrige Perfon das (n + p)te Jabhr erveichen
und dajs affo die Auszahlung ded verficherten Capitals C wirklich erfolgen
werde, ift —‘;}l’ baher (nad) § 276) ber mathematijhe Hoffnungswert

biejes Capitalz C ‘:‘” und jein Bavwert C . anzﬂ- €3 ergibt fich baper,

n

wie friiher, M = C. n;f,

8 fei in diefem Falle bie Nejerve R beg Berficherten, wenn er k
Jabre alt ift, zu beftimmen.

Der mathematijche Hoffnungswert ded Capitaled C fiir den Jeitpuntt,
ba der Verficherte bag Alter von k Jahren erveiht (n < k < n -+ p)

it C . 2 ynd der fitr eben Diefen Beitpunft berechnete BVarwert ijt
n RO
R=C. —.

Brifpiel. Wie grof ift der Vetrag, den ein Bater bei 5% Jinjedsing
an eine Verfidjerungdanftalt eingahlen mufs, damit dieje jeinem 10jdhrigen
Solue, wenn er bag 24 fte Jalhr erveidht, ein Capital von 2000 K augzafhle?

4 2000.471 ac
M=2000. g =rmion = o 32 K
Bu diefem Betrage fommt nod) ein Berwaltungslojienzujdlag.
Wenn der Sohn 20 Jahre alt wird, it feine Referve

£ B ) S AR R
R = 2000 IO T B 157837 K.,

§. 282. Aufgabe. Wie grof ift der Betrag M, den eine
niahrige Perfon an eine Verjiderungdanitalt fogleich ein-
zahlen mufs, damit jie, jo Tange jie (ebt, am Enbde cines
jeben Jahres eine Qeibrente B bejiehe? (Nentenverficherung.)

Berfichern i) an Perjonen vom Alter n unter gleidhen Bedingungen,
fo haben fie M. an eingugahlen. Bon dicjen Perjonen leben am Ende dez
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1., 2,8, ... Sabred nod) Bat1, Bnts, Angs. . . Die Anftalt hat daber
an NRenten ausjuzahlen B . anys, B A s Bl .

Die Summe der Variverte diejer Rente ijt
Apt1 an49 n+3
B.(q++—q:—+ b o)
wobet bie NReihe innerhalb der Klammern fné an da3 Eude der Sterblid)-
feitatafel fortzufesen ift.
©et man die Barwerte der Einnahmen und der Ausgaben dev Ver-
ficherungganjtalt gleid), jo ergibt fich

M.a,=8. (a—zﬂ L= “+2 e “Lg . .), und dafer

M—3. -53-(a“+1 s )

q q? q?
ober, wenn man den fiir B==1 ficj ergebenden Betrag durd) v bezeichnet, alfo

r— L (T Baary taas S e

ebt, M:B.
Die Referve fiir dag Alter k der Perjon ift dann gleid)
R=B.r.

Die Berechnung von ry, weldjes den Barmwert der Renteneinheit
fitr Das Alter n darjtellt und ein Hauptelement der BVerjiderungdredynung
bilbet, geftaltet fich meiftens fehr mithjam und weitliufig. LWir geben in
ver nadpfolgenben Tabelle Ddie fiix 4% und H% Dbereitd audgerechueten
Lerte bon 1.

Die Conftruction einer foldjen Tafel gefdhieht am einfachiten anf fol-
gende Weife:

Nady der Formel 1) ift ropq = 1 ( nt: “+3 -+ ), aljo
8n 41
1+I‘n+1 s 1 41 an-}-ﬂ =
— L (Bt )

.I'n 8n
q L q an+-1 4
und folglich n=2linnl )
Man beftimmt nun, 3. B. fir 49, 5uerft und zwar nac der Fovmel 1)
il R |
1'94—‘;; . 1'0(5}4_-‘? . m —0 48077
fobann nach) der Formel 2)
gy (1419 2. 1°48077 3
Bas onh oo 94

bievauf nad) derfelben Fovmel ry,, dann folgeweife ry,, gy, 1. §. ., Wwa3
mit Hilfe der Logavithmen leicht auszufifren ift.



Bavwert eincr NRenteneinfeit
nad) ber Sitfmild)-Baumann'jchen Sterblichfeitstafel fiir4 % und 5% beredynet.

B

\r I'n I'n I'n
e v n n
4% 5% 4% | 8% 49, 5%

0 | 11°432 | 9-782 | 10 | 18°249 | 15°709 | 20 | 16°790 | 14°645
{1 | 14'852 | 12:695 | 11 | 18°149 | 15°651 | 21 | 16'642 | 14'535
| 2| 16°525 | 14'125 | 12 | 18°029 | 15°559 | 22 | 16°487 | 14°421
| 3 | 17°382 | 14'863 | 13 | 17:895 | 15°463 | 23 | 16°827 | 14°301
| 4 | 17840 | 15°264 | 14 | 17-756 | 15°862 | 24 | 16°160 | 14°175

5 1 18°002 | 15°415 | 15 | 17:610 | 15°256 | 25 | 15°987 | 14:043

6 | 18°118 | 15528 | 16 | 17°459 | 157146 | 26 | 15°807 | 13906

v | 18216 | 15°627 | 1% | 17°302 | 15°029 | 27 | 16°619 | 13761

8 | 18956 | 15678 | 18 | 17:188 | 14°907 | 28 | 15424 | 13°609

9 | 18'968 | 15°706 | 19 | 16:968 | 14779 | 29 | 15°257 | 13°482

30 | 15°085 | 13850 | B2 | 107349 | 9:505 | ¥4 | 5°220 | 4:966
31 | 14905 | 13°212 | 58 | 100118 | 9309 | U6 5°058 | 4°819
22 | 14'719 | 13-067 | B4 | 9:881 | 9-108 | ¥6 | 4°854 | 4'631
23 | 14'526 | 12'916 | 55 | 9°639 | 8:°900 | ¥¥ | 4-691 | 4:482
34 | 14326 | 12:758 | 56 | 9:892 | 8687 | V8 | 4-476 | 4°282
35 | 14°117 | 12°592 | BY | 9:138 | 8:468 | VD | 4:804 | 4-124
36 | 13938 | 12452 | 58 | 8-879 | 8243 | 80 | 4-202 | 4°082
87 | 13752 | 12:307 | 59 | 8+'614 | 8010 | 81 | 4°053 | 3°8%

| 88 | 13'560 | 12115 | 60 | 8342 | 7771 82 | 3:818 | 867

| 39 | 13-362 | 11997 | 61 | 8:064 | 7°525 83 | 3:632 | 8501
40 | 13-136 | 11883 | 62 | 7780 | 7272 | 84 | 8'533 | 8'412
41 | 12'944 | 11-662 | 63 | 7-586 | 7055 | 85 | 3-322 | 8214
42 | 12:793 | 11-483 | 64 | 7-293 | 6°838 | 86 | 3-196 [ 3°098
43 | 12-494 | 11296 | 65 7°053 6°624 | 87 2°877 | 2°796
44 | 12'957 | 11-101 | 66 | 6°817 | 67412 | 88 | 2-591 | 27522
4% | 12:011 | 10°896 | 6% | 6589 | 6'207 | 89 | 2-368 | 2311
46 | 11-755 | 10°682 | 68 6-372 6:011 | 90 9:984 | 2°235
47 | 11527 | 10494 | 69 | 6-170 | 5°'829 | 91 1'851 | 1°-816
48 | 11-201 | 107297 | %0 | 5-990 | 5°667 | 92 | 1°406 | 1°384
49 | 11°048 | 107093 | ¥1 5774 | 5471 | 93 | 0°949 | 0°937
50O | 10°796 9-880 | 92 5*580 5294 | 94 0°481 0°476
561 | 10575 | 9:695 1 %8 [ 5418 1 5°147

Beifpicl, Weldgen Betrag muf
fich cine Qeibrente von 200 Kronen 3u ficjern,

Anftalt ein Capital € verj
Grben augdgezahlt werden joll;
jie jogleid) einguzafhlen hat? (Ver

M = 200.1,, = 200.11-527 = 23054 Kronen.
§. 283. Aufgabe. Gine njahrige P

tdhern, Das nad

5 eine 47jihrige Perfon einzahlen, um
bie Binfen ju 4% gevechnet?

erfon will bei einer
ihrem Tode ihren
wiegrof ift ber BetragM, ben
ficgerung auf den Todesfall.)
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Fretenn der Anftalt aqn Perfowen unter gleichen Bedingungen bei, fo
muf3 die Summe ihrer Cingahlungen, nimlic) M.an, gleic) fein bem Bar=
werte alfer Gapitalien, weldje von der Anftalt fitr die geftorbenen Perjonen
an deren Erben zu zahlen find.

Bon a, Perfonen leben nad) einem JFahr nod) a1, die Jahl Der
Geftorbenen des erften Jahres ift aljo an — any1. Ebenfo ftevben im 2.,
3.,... Jahre &y 41 — An 43, A2 — Anfs,. . . Die Anjtalt hat alfo am Cnde
pes 1, 2, 3,... Jahres an die Crben der Gejtorbenen bie Capitalsbetvige

: C.(a-n = an.i_l), C.{a.n_{_l = &n_l.g), C.(an+2 —_— 3*11—[—3); e
3 gahlen.

- Die Summe der Varvwerte aller diefer Jahlungen ijt

a

C.I._n_ qul_'_ n-llq n4-53_|_ n+2q n+3+

ST e --)]
:C.%’-. [1__%(@(;1“'_ n+2+ )+ (n+1 a,:lg,,_'_“)]
ZGE{L—M—inC%z ¥9.)]

(¢}

:?%P—@—nq,

wenn der Ausdruc ui(ﬂic;i a_z*zi ) purd) r, erfept wird (§. 282).
Somit ift - 3

M. a, zg;.an 1—(g—1) 1',] Daber

M-:E. 1——(q—1)1n :
Ehenjo ift die EI‘c]erbe fur die Perjon, menn fie k Jahre alt ift,
R~4 1~@—Du_

- Brifpiel.  Weldhes %ntutt»gc[b hat eine 361af)r1ge PBerjon bei H%
Jinfen an eine Verficherungsanftalt zu zahlen, damit nach ihrem Tode ifhre
Erben eine Summe von 2500 K exhalten?

M=2. (1-005. 36)—?"39.(1—0'05.12'452):898‘54 K.

8. 284, Aufgabe. Gine njihrige Perjon will gegen eine
anm Anfange jedes Jahres gahlbare Pramie P ein Capital ¢
berfidhern, dagbei ithrem Abfterben an dDie Erben ausbhezafhlt
werden foll; man fudhe die Beziehung zwifden P und C.

immt man wieder an Perjonen vom Alter n an, jo betragt die von
ihnen gleich beim Cintritte an die Anftalt zu zahlende Pramic ujommen
P.as, Mach 1. 2,... Jahren leben 10dh) ant1, anps. .. Perfonen; bdiefe
aablen an Bramien P.anrr, P.anis, ...




177
Der Bavwert aller Prdmien ift alfo

P [an - a’_"ﬂ - a““

[ ()
— Pagi(l: —f—h; ) (§. 282).

Der Barwert aller Letftungen der Anftalt an die Cuben der Verficherten
ijt, wie in ber Aufg. §. 283,

18

an [1 — (@ — 1) ).
Man Hhat daher
Poan(l+4rm)=—.a,[1—(q—1) 1], odex
P.A4r)=—[1—(q—1)r)].
Die Referve fitr bas Alter k der Perfon ift gleich der Differen; der auf
biefen Seitpuntt bezogenen Bavwerte dev Hinftigen Bezitge und Pramien, aljo
B—2 [l —(@—Dn]—P[l+x]

oder, wenn man fitv P Den Wert aud der fritheven Gleichung jubjtituiert
und bann den Ausdruc veduciert,

2lae|a

7 L r]l —___E
R—C. 3
Brifpicl.  Eine Hhjdhrige Perjon will auf den Todesfall ihren Erben
ein Capital von 4000 Kvonen verfidhern; welde jahrliche Pramie Hat fie
bei 4% Berginfung einzuzahlen?

»_ 4000 1—004ry, 4000 1—0°04.9639 _ 999.1 @

e T o T e 221 Kronen.

Fitr die obige Perfon wire nach) 10 Jahren die Referve

Tonim Ten 2:586
R =4000 . 15-1-1: 4000 . T 972-3 Stronen.

Aunhang

L. Goniometrifdie Auflofung der quadvatifden Gleidiungen.

§. 285. Sind in x?ax-b=0 aund b groffe Japhlen, jo fann
bie umftindlicge Bevehnung der Wurzeln durd) Cinfithrung der gonio-
metrijchen Functionen eines Hilfswintels pereinfacht werden. Dabei {ind
3wei Fiille zu unterjcheiden, je nachdem b pofitiv oder negativ ijt.

Ll 3 ax-b—0, w 0<b<(3) fomit <1

Mo dnif-9eumanit, Lehrb. b. Arithuetit u. Algebra f. d. oberen EL. b. Mittelieh. 25. Anfl. 12
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s—— g\ b——g=iVi-§
o : 41
= (VB Vi),
4b"—‘ in2 - i =2VB— i:._v._lz'
Man jeht ~3 =sin’ ¢, aljo sin ¢ - uitd e
o 9 i
o it v L
: . 2 sin - cos o
2 2
- X5 =—Vb.1g %, analog X, = — Vb . cotg -;1.
2
Fiie x?—ax+b=0 wo O<b<(g),
ift x, = \/b . cotg -°23- und X, = Vb .tg %.
Bufal. St b>2 = dann feht man g\Lb = i und evhilt
X — — Vb (cos @ =F 1 sin ).

2. Fall. x24-ax—b=0
A 41
s %+bf—%i%VLwé

= (Vi) (VB 1),

Man febt :—E:tgﬂ @, alfo tggozgvb und i=t‘§%;
: Vb TrEgst o] Vb )_\/b(l—cos 7)
jo ift Xl_i,g‘_cp(VI_l_tg p—1)= ke 1 =D oo)
Vb . 2 sin® =
sios P ] 27
2 sin Ecos 5
jomit X, = Vb . tg 3, analog X = Vb . cotg 5 .
Fiir x* —ax —b=0
ift x, = Vp cotg —;'l, X, = Vb . ig %_

II. Grofte und Rleinfte Werte einer gegebenen Junction.

§. 286. o Eine Function y = £ (x) wird fiir einen beftimmten Wert x,
ihrer Vervdnberlichen ein Marimum oder Minimum, wenn bei einer
Ab- oder Junabhme der BVeriinderlichen um beliebige feine Grifen d, & der
Lert der Function abnimmt, bezichungsweife gunimmt,
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Fitr bag Magimum £ (x, — d) <f (x,) >f(x, + &),

fitr dag Mintmum £ (xg — &) >f (x,) <f (x, + &).

Wenn man daher umgefehrt x als eine Function von y darftellt, jo lefert
diefelbe fitr einen Wert von y, weldher fleiner (beg. grifer) ift ald y, = £ (x,)
jwet verjdyiebene veelle Werte fiiv x, =x, — d und x, =x, + ¢,
filv y=y, nur einen veellen Wert x, und fitr einen Wert von y,
weldyer grifer (bez. fleiner) ift al3 y,, imagindre Werte fiir x.

Wi nun jenen Wert fitr x gu beftimmen, fiiv welden ein Ausdrud
von der Form 5%‘2‘1——122% ein Maximum (Minimum) wird, jebt man
oenfelbent gleid) y und [0t bie erhaltene, in Bezug auf x- quabratifche
Gleichung nad) x auf. Gemdf den obigen Auseinanderieungen ift fiiv den
Magtmal- Minimal=) wert von y die Quabdbvatwurgel gleidh Null. Man
fett alfo den Wusdrud unter der Quadvatwurzel gleich Null und erhilt o
dicjent Wearimal= (Diinintalz) wert von y. Die Subjtitution bdesfelben gibt
en gugehiorigen Wert von x. Ein Veaygimum ijt vorhanbden, wenn der Ans-
druc unter der Quabratwurel negativ, fomit x imagindr wird, fall8 y itber den
erfaltenen Wert w d hst. Jm gegentheiligen Falle ijt ein Nininum vorhanbden.

Beifpicle. 1. Weldpes Rechte Hat bei gegebenem Umfange 2a den
groften Fladeninfalt?

1. Seite x; 2. Seite a—x; Flacheninhalt y.

X (a—X)=y obert x2—ax f+y=0, X=%i\/?j_y;
n2 B 2
fomit S —y=0; Magimum: y ==
fite x-:%, aljo beide Seiten: %

Lofung: Das Quadrat mit der Seite —g—.

2. Welches Rechtet hat bei gegebenem Fldacheninhalte f den leinften
Umfang ?
1. Seite x;-2. Seite é; Umfang y.

G f-— —-y e =_1 1_2__'
2x+2;—ynberx“ —2--X-i—f 0 x = £

fomit %’% — £=0; Minimum: y —4Vf (Beihen — unbraudhbar)
Fit x=VF aljo beibe Seiten: V.
Lofung: Das Quadrat mit der Seite V.

-
111 $dfeve numerifde Gleidungen.
§. 287. Die allgemeine Form einer geordueten numerijchen Gleidjung
bes mten Grabes mit einer Unbefannten ift

L

12*
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oo} A cxm—tob A oxm—2 Ll Ay X An =0,
wo bie Coefficienten A,, A,,...An bejondere pofitive oder negative Jahlen
bebeuten, einige von ifnen aud) Null fein fonnen.
Sept man das Polynom
xm L A xmt LA xm—2 L b Ap oy X A =1 (%),
jo fann mit Hilfe diefer Begeichnung die obige Gleidhung durd) f (x) =0
Davgeftellt werben.

Allgemeine Sabe iiber die Gleidungen.

§. 288. Sundamentalfoh. Jede Gleichung

fE=32+A x2-t A xe? L LA, s xAn=0
hat minbeftens eine Wurzel

Fiiv diejen Sap gibt 3 mehreve Beweije, die jedoch alle die Grengen
diefes Budjed fiberjchreiten. Wir werden daher Hier den Saf gerabdejun als
wahr annehmen und ihn jodann den weiteven Unterjuchungen zugrunde legen.

§. 289. Jit a eine Wurzel der Gleidung f (x) =0, jo ijt
f (x) burd) x —a theilbar.

Beweis. Vor.sam A jam—1L A, am—2 . A, .at An=0.
Somit x2 4 A, xo! A, xm2 L Ap X A=
gl g A s A (A AR R 5 A
—xm__ gm _I_ Al (Xm_l piaay am—l) +A2 (Xm—E__ am—-ﬂ) 7}_ 2is -‘I’Am—l (X T EL)

=(x—a) ™'+ B, x»2%4+ B, x4 ... 4 Bu),
wo By, B, ... nur conjtante Grofen enthalten.

§ 290. 1. Das Polynom jeder geordneten Gleidung
f(x)=0vom mten Grade (afst fich in m Binomialfactoren
bon der Form x —a zerlegen.

2. Jebe Gleichung desd mten Grades hat m Wurzeln.

Beweis, 1. €5 fei a, eine Wurzel der Gleihung £ (x) = 0 vom
mten Grabe; nad) §. 289 ift bann f (x) = (x — a,) f; (x), und f, (x) ein
Polynom vom (m — 1)ten Grade. Die Gleidhung f; (x) =0 Dat aber
ebenfall3 eine Wurzel ay, folglid) ijt f, (x) = (x — ay) f, (x); die Gleidhung
fy (x) = 0 vom (m — 2) ten Grabe hat ebenfalls eine Wurzel a,, folglich it
fy (%) = (x — ag) f5 (x), u.].w. Shlieplich exhalt nan fu—s (X) = (X — am—1)
fn (%), wo dann die Gleidung fu— (x) =0 vom erften Grade nod
cine Wurzel am hat, fo Dajs fu_y (x) = X — an Wird. Durd) allmdhliche
Gubftitution ergibt fich demnad)

() =& —2) &—a,) X —a)...(X — am) (X — am).

2. Aus dem Tlepten Ausdruce folgt, dafs f (x) fitr jeden der m Werte
a;, A, a,..4;m—1, am Null wird, dagegen fiiv feinen andern von bdiejen
verjhiedenen LWert an Null werben fanu; d. §. die Gleidhung £ (x) = 0
vom mien Grabe hat m Wurzeln, aber auch nidht mehr als m Wurzeln.

-
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Die Wurgeln felbit find entweder veell oder imagindr, wnd im erften
alle entweder gange ober gebrocjene oder aud) irvationale Sahlen 5 aud)
tounen et oder mefhreve Wurzeln einander gletcdh jein.

§ 291. Jnjedbergeordneten Gleidhungift der Coefficient
be3 jweiten Glieded gleid) Der Summe bder mit entgegen-
gefepten Beidjen genommenen Wurzeln, der Coefficient des
pritten, vierten, ... Gliedesd gleid der Summe der Com-
binationen zweiter dritter, . . . €lajfe, bag lestevon x freie
®lied gleid) dem Producte aller mit entgegengefepten
Beidhen genommenen Wurzeln.

Beweis. Sind a;, ay, a5, . . . am die Wurzeln der Gleichung
f(@)=x24 A xo-1 4+ A, 22 LA g8 L LA, ,+ An=—0,
jo ift nach § 290

fEO=—a)x—2) &—a)...E— an).

Cntwidelt man nun dad lepte Product nad) dem Bilbungsgefepe in
§. 267 in ein Polynom, fo ift, da bdie Coefficienten der gleidhnamigen
(fieder in Deiden Polynomen von f (x) gleich fein miifjen,

Alz—(al —[—ﬂuz —'—&3 +.-+am),
e (i 2an + a, a, 4+ a, a, + .. 4 an—y an),
Ag=—(a, a, a; + 8, 3, a, + ... + 8n—3| A1 4m),
ASE— (_l)m a; a; a3 . . . dm— dm.

Solaefihe. 1. Jede Wurgel einer Gleidhung ijt cin Factor
ihred lepten Gliedes.

2 indertmanineiner ®leidhung die Borzeichen aller ge-
radjtelligen @liedber, wobei die etwa fehlenden mitzugdihlen
find, jo find fammtliche Wurzeln der nenen Gleidjung die
entgegengefesten Werte von denm Wurzeln Der gegebenen
Gleidung.

Durd) bdiefen Satp reduciert fich bie Auflbjung einer mumerijhen
Gleihung auf die Beftimmung der pofitiven Wurzeln. Um ndmlid) die
negativen Wurzeln derfelben augzumitteln, braucht man nur die 8eicf)n:u an
ben geraben Stellen zu dndern und die pofitiven Wurzeln diejer trané’afntunerte}l
Gleichung 3 juchen ; werben diefe entgegengefet genommen, jo hat man die
negativen Wurgeln der nrjpriinglicdhen Gleidjung.

§ 292. Bringen zwei reelle Werte x = a und x = b in
ber Function f(x) entgegengefept begeidhnete Refultate her-
bor, jo mujé zwifden aund b mindejtens eine veelle Wurzel
ber Gleidgung f (x) = 0 liegen.
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Beweis, G2 fei
f(x)zxm+A1 gl A Xm_g‘i‘--""‘Am—lx_'_Am:O'

Set man ftatt x itberall x -4 h, wo b fehr tlein ift, fo ijt
fxdh)=(E+hm 4+ A x4+hp=1 4 Ay 5+ )+ A,
ober, wennt man diejen Ausdruct entwickelt und nad) den fteigenden Potengen
poit h orduet,

frclh) —ft0 F 0, h ¢, h*e Qi L mp

fel B =0 e W e
woraud folgt, dajs firv fehr fleine Inbderungen h audy f (x) fehr wenig
ju= ober abnimmt, dajgd alfo, wenn x fich ftetig andert, auch £ (x) fid)
ftetig &mbert. Ldfdt man daher x alle Fwijhenwerte von a und b durd)-
faufen, o witd aud) f (x) ftetig aus f (a) in f (b) itbergehen und muis
wihrend diejes lberganges, wenn f (a) und £ (b) entgegengefetst begeichnet
find, mindejtens einmal dburd) Null durdgehen.

Bufa. Sind f (a) und f (b) entgegengefet bezeichnet, o famn, da
nad) pweimaliger Inderung des BVorzeichens dagjelbe ungedndert bleibt,
f(x) von x = a b3 x = b aud) 3mal, Smal, allgemein (2n + 1) mal
aug bem Pofitiven ind Negative und umgefehrt itbergehen und wdhrend
biefes Tlberganges Mull werben; db. i e8 finnen, wenn £ (a) und f (b)
entgegengefete Borzeichen haben, 3wijchen a und b auch mehreve veelle Wrzeln
ber ®leiung f(x) =0, jedoch) immer nur in ungevaber Anzahl, liegen.

§ 298. Sind die Coefficienten in der Function f(x)
ganze Bahlen, fofindallevationalen Wurzelnder Gleidung
f(x) =0cebenfalld gange Jahlen.

Wire die gebrochene Jahl %, in welder p und q relative Primgahlen
feien, cine Wurzel der Gleichung
et o SRR e L Vb e s B SR B
jo wiirbe aug ]

(,1;_)“‘4- i (g)“‘"Ur A (2 T Aaa () Aa=0,

wenn man mit ™' multipliciert,

= — ™ A pt gk Ae p ¢ A )

folgen; e8 miijste aljo qu“i einer gangen Sahl gleich fein, wasd nidht moglic
ift, ba p™ und q relative Primgahlen find (§. 4, 2).

Beflimmung der rationalen Wurseln.

§. 204, Gind in ber Gleihung
f@) =30 4+ A 3@ L &, x93 An =
bie Coefficienten Ay, A, .. An gange Sahlen, o miiffen bie
Wrrzeln, wenn fie vrational find, ebenfalld gange Sahlen fein (§. 293).
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In biefem Falle gibt der Sa, bajs jede Wurzel einer Gleichung ein Factor
ihres leften Gliedes ift, ein einfacjes Mittel an die Hand, die Wirzeln u
bejttmmen. Man gerlegt dad von x freie Glied in feine Factoven und
fudit durch Subftitution derfelben bdiejenigen auf, welde die Gleidhung auf
Null bringen. :

Findet man Dabei, dajs ein Factor a eine Wurzel der Gleichung
f(x) =0 ift, jo fonnen bdie weiteven Gubftitutionen ftatt in der gegebenen

Gleidung in der Gleidhung % = 0, welde bdie iibrigen Wurzeln
per Gleichung £ (x) = O enthalten muis, gemacht werden.
€G3 jei 3. B.x* —x* —Tx? 4+ x4+ 6=0
Dag von x freie Glied 6 hat die Factoven 4= 1, + 2, =3, + 6.
Durd) Subftitution diefer Factoren erhilt man
fitx=1....1 —1—T741+4 6 =0, jomit x, = 1.
F @Zfl{x):xs—Tx—f}:O

x—1
fitx=—1...—14+7—6=0, alfp x, = — 1.
A i =x—x—6=0 afiox=-1 = 1}/1  24=1E?

x—1

Xpor—tgs X e

§. 295. Gind in der Gleichung
f(x) =3 4 A xo=! L A, xm2 L ||+ Auy/x + A =0
vie Eoefficienten A, A,, ... Anm, oder einige Derfelben gebrodjene
Bahlen, jo (djst fid) bdiefelbe immer in eine anbere Gleihung trans-
formieven, beven Coefficienten gange Sahlen find, indem fiiv x iibevall
%, wo q dag fleinjte gemeinjame Bielfache der Nenner aller gebrocjenen
Coefficienten ift, gefept und dann mit q™ multipliciert wird.

UAlle vationalen Wurzeln dev tvansdformierten Gleidung find gange
Bahlen und fonmen nacd) §. 294 gefunden werben; wird jede derjelben
burd) q bividiert, fo erfilt man die Wurzeln der gegebenen Gleihung
gy =)

Beftimmung der irvationalen Warzeln.

§. 296. Sind bie Wurzeln einer Gleidhung mit ganzen @ncffic.icuten
nicht gange Babhlen, jo find fie irrational (§. 293). Wenn man in Der
Gleichung die auf einander folgenden ganzen Saf)h".n O s 28 e s
ftituiert, fo (4i8t fich nach) §. 292 aus den BVorzeiden i?er Sieiu[ta’fe'er=
fennen, zwifden welden Bahlen ald Naherungswerten die emgcl’ncn pofitiven
irrationalen Wurgeln, diejer Gleipung liegen und s [)anbc[t'ﬁc[) dann nur
barum, aus den gefundenen Niherungdwerten die dagwijden Itlegenbel LWurzel
mit fedem geforberten Grade der Genauigfeit su bevecynen. Die Beftimmung
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ber negativen irvationalen Wurzeln fann anf die Beredhuung der pofitiven
Wurgeln zuriidgefithrt werden (§. 291, 2. Folgef.).

Fitr die anndherunggweife Berehnung der irrationalen Wurzeln gibt
ed verihicbene Methoden, von bdenen wir hier nur zwei betvadjten wollen.

§. 297. I Hewtow'fdhe Niherungsmethode.

Diefelbe joll an einem fpeciellen Beifpiele audeinander gejeht werden.
fx=x'4+10x — 12 = 0. I)
f)=14+10—12=—1, {2 =8 4+ 20 — 12 = 16,

bemmad) 1 < x, < 2.
Man fept daher x, = 1 + h, jubftituiert in I) und erhalt
B* L 3h L 183 h—1 =0 I

Bernad)ldaffigt man bdie Glieder mit h? und h?, jo erhalt man zur

Bejtimmung eined Naherungdverted filr h die Gleichung
13h — 1 =0 . Diefe gibt h = 0007 .

Die Subftitution bdiefed Werted in II) gibt — 0-074957 ; bemnac)
ift 0:07 au flein, man fept daher h = 0°07 4 k .

Die Subftitution in II) gibt

k¥ + 321 k* 4+ 13°4347Tk — 0074957 = O .
baber angenéhert k — 0°074957 : 134347 = 0" 005G;
alfo ift x, = 1°0756 ein Niberungswert fiiv eine Wurzel.

Die beiben anberen Wurzeln fonunen aud der quadratijhen Gleicdhung
gewonnen werden, welde man erhdlt, wenn man bdie gegebene Gleichung
purd) x — 1°0756 bividiert.

x2 4 1:0756 x 4 11°1569 = 0
gibt e 0-5378 4= 3-2966 i.

Il. Die Regula falsi.

§ 208 Aus §. 292 folgt unmittelbar, dajd in erfter Anniherung
per Buwwad)s der Function proportional ift dem Buwadie der Berdnber-
lichen. Auj bdiefen Sap ftiipt fid) bie folgende Wufldfungsmethode, bdie
unter bem Namen der Regula falsi befannt ift.

Diefelbe foll wiederum an einem peciellen Beifpiele erbrtert werden.

&8 fei 3. B. bdie Gleidung f (x) = x> — x? + 5x — 6 =0
gegeben.  MWan hat

fl)=—1; 12 =8

Cinem Juwad)je der Function um 9 entfpricht ein Buwadhs der
Beviinderliden um 1, fomit entpricht angendbert einem Buwadhje ber
Function um 1, wobdurc) diefelbe den Wert Null erhilt, cin Juwadhs ber
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Lecdnderlidhen wm §; fomit ift 11 ein Néherungdwert firr eine Wirzel.

0132
Subftituiert man in die Gleihung 1°1 ftatt 1%, jo erhilt man
f(1-1) = — 0°379; 1°1 ijt su flein; bdie Subjtitution 1°2 gibt

f(1-2) = 0-288 .
Dem Buwachje der Function um 0667 entfpricht ein Buwads der
Berdnberlichen um 0-1, daher dem Buwadhje der Fuitction um 0379 ein
Suwad)s ber Verinbderlichen gleid 9'(1);_:;;@ = 0°057;

alfoim =4 31 2005 — =157,
£(1-157) = — 0-004833,
f(1-16) = 0-015296.

Dem Juwachie der Function um 0003 entjpricht %ﬁ: 0-00072
al3 Buwad)s der Verdnderlidhen; jomit x = 1 15772,
Die Regula falsi [dj8t fid) aud) bei tranjcendenten Gleichungen an-
wenbden.
€3 fei 3. B. die Gleihung x* = 10 aufpulifen. Man exhdlt daraus
x log x =1, daher fx) = xlog x — 1 = 0.

£(2) = — 0:39794, 1(3) = 043136,
Juwad)d der Berinderlichen gt—g—ggé =0:b. 70 Selp T = 25,

£2'5) = — 0°00515 ; £(2°51) = 0°00318,
Buwadhz der Berdnderlichen @éjgo—gggl—” — 0200618
aljp o — 2 506187 L

Geometrifde Darfielung der imagindren und der complexzen 3alhlen.

1. Geometrifdhe Darftellung der imagindren Jahlen.

§. 299. Jeder veellen Bahl entjpricht ein Pumft bder unbegrenzten
veellen Baflenlinie und umgetehrt jedem Punfte dexfelben entjpricht eine
reelle Bahl. Jeder reellen Fahl b fann man eine vein imagindre Sahl
bi juordbnen. Demnach (a8t fich aud) die Feihe ber rein imagindven
Bablen durd) die Punfte einer geraden Linie (ber imagindren Jahlenlinie)
graphijch darftellen, wobei den Zahlen b und bi auf den beiden Geraden
Punfte entjprechen, welche vom Rullpuntte die gleiche abjolute Entfernung
Haben. Legt man beide Gerade in diejelbe Ebene, jo mitfien fid) diejelben
erftend in bem Der Null entjprechenden Punfte jdhneiden, weil nur bie
Null jowohl der Reihe der veellen ald aud) der Reihe der vein imagindren
Bahlen angehort, und 3weitens miiffen diejelben zu einander normal fein.

Begriimdung. €3 jdliege der Stvahl, auf dem bdie pofitiven reellen
Bahlen fiegen, mit dem Stvahle, auf weldem die pojitiven imagindven
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Baplen liegen, den unbefannten Winfel o ein; ferner entjpreche der Bahl
+ b der Punft A. Dann findet man den der Jahl 4~ bi entjprechenden
Punft B, wenn man die Stredfe OA um

1 pen Winfel ¢° dreht. €3 entfpridht aljo

2 per Multiplication mit 1 graphijd) -eine

i, Drehung um @° Man erhdlt demnadh

/ den der Bahl (- bi). i entfprecdhenden Puntt

X At b g X A, wenn man bdie Strede OB iwieder um
9° aljo Die Strede OA um 2¢° Ddreht.

g Weil (4 bi) . i = — b ift, fo ift der

z gejuchte Punft A’ identij) mit dem ber

i veellen Bahl — b entfprechenden Punfte,

welhen man erhdlt, wenn man OA um
180° dreht. Somit ift 2p° = 180° und @ = 90°. Sn ilbereinftimmung
biemit entjpricht dem Punfte B, weil OB’ entgegengejest ift zu OB, bie
Bapl — bi = b . i® (Drehung von OA um 2709,

2. Geometrifde Darftellung der compleren Zahlen.

§. 300. Der Punft, welder der compleren Jahl a —+ bi entfpridyt,
muid von der imagindven Jahlenlinie den Abftand a und von der reellen
Sabhlenlinie den Abftand b Haben, damit Dderfelbe fiir b = O in den ber
Bahl a entjprechenden Punft und fiiv a = 0 in den der Babhl bi ent-
fprechenden Punft iibergeht. Deshalb betvrachtet man die reelle Jahlenlinie
XX’ al8 bie Abjciffenadhje und bie imagindre Bafhlenlinie YY' alg bdie
Ordinatenachie eined . rvedjtwintligen Coordinateniyjtems und nimmt die
veellen Bahlen a und b einer complexen Bahl a 4+ bi als Coorbinaten
eined Punftes M, und zwar a als Abjcifje und b ald Ordinate an; dadburd
ift die Rage dicjed Punttes in Dber Ebene ecindeutig beftimmt; wmgefehrt
entjpricht einem Punfte M, defjen Coordinaten a und b gegeben find, eine
eingige compleye Sahl, weldje die Abicifie a des Punftes ald veellen Be-

ftandtheil und die Orbinate b als veellen
r Factor ded imagindven Beftandtheils ent-
halt. Man gelangt zu diefem Punfte dex
atbi  Baflenchene, wenn man vom Anfangs-

+|b
. / punfte auf der Abjciffenachie dHie Strede a.
Lodea +ad X ynd pann fenfrecht barauf die Strece b

- auftrdgt.
7 ‘g,‘ e Cbenjo ergibt fid), dajs bie complexen
Bahlen — a - bi, — a — bi, + a — bi
Y beitglic) buvd) die Punfte M!, M, M"

pargeftellt werben,
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§ 301, Der Punft M, weldjer der compleren Bahl a 4 bi ent-
joricht, famn aud) burd) feine Polarcoordinaten beftimmt werben. Bu
bicjem Bwede wihlt man den Anfangdpuntt als Pol
und die pojitive Abjciffenachie ald Polavadhfe; dann ift r M
OM = r ber Rabingvector und MOX = ¢ bder Polar-
winfel bdes Punfted M. us a = r cos ¢ und
b = r sin @ ergibt fich unmittelbar 0 X

a -+ bi =r (cos ¢ 4 1 sin g).

Diefer legtere Ausdrud Heifst die reducierte Fovm, r der Modul

und @ bag Avgument der complegen 3ai)[ a -+ bi.

Bur Befjtimmung von r und ¢ hie;wu bie Gleidhungen
r = Va® I b2 cos ¢ =

b

sin o D Rt e

Rk TR 7_47 i
T é‘i!}? T / Vﬁ b

alio tg @ — }: , o 1 ftetd pofitib'ali nef)mén ift und @ zwijden den
Grengen 0 und 2 & (360°) liegend n;auége}egt Wird.

Oraphifde Addition nud n,%fra/(ion complexer aflen.

§. 302, Da bie formalen Perbindhingen complerer Jahlen im all-
. gemeinen wieber auf complere Bal fent fithren, fo entjpricht jeder Redhmung
mit complexen Sahlen die geometrifche %[ufgabe, aud gegebenen Punkten

ciner Gbene nac) vorgejdyriebenen Pj feben anbere Punfte zu conjtruicren.

1. Addition. (a + bi) 4 (¢ —If diy = o ~-qo)akabel @i

&3 feien bie Den @ummanben mtfprecienden Punfte M (a, b) und
N (e, d) gegeben, Dann findet igim ben ber
Summe entjprechenden Punft R naittelft bder ¥ R
Coorbinaten x = a 4 ¢ und y b + d.
Die Conftruction jeigt, dajs map 5u diefem ay
Punfte R aud) gelangt, wenn manjing bem Enb-
punfte des Rabdiusvectors Dev evftert & bl M eine ) _—1p
Stredfe MR auftrdgt, welde in% tijfze 81111%; 1
Ridjtung mit dem Radiugvector bder] zfveiten Jah -

ON itbereinftimmt. ; G U Rl X

2. Subtraction. €3 fei a+c&=m, b+ d=n jo ift

(m 4+ ni) — (¢ 4+ di) = (m —¢) + (0 — d)i.

Den der Diffeven entfprechenden Puntt M findet man mittelft der
Goorbinatet x =m — ¢ und y=n —d. Man gelangt 1 diefem Punite M
audh), wenn man in dem Cndpunfte Ded Radiusvectors des Minuends R
cine Strecfe RM auftriigt, weldje mit dem Rabdiusvector des Subtrahends

gleidge Grife, aber entgegengefepte Ridtung hat.

——
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Sultiplication nnd Divifion complerer Bahlen in der reducierten Form,
§. 303. 1. Multiplication.
r; (cos g, -+ 18in ¢,).1, (cos @, - 1isin g,) =
T, T, (€08 @, COS @, - i8in @, cos @, |1 cos g, sin g, - i* sin @, sin @,) =
r, I, {c0s ¢, cos g, — sin @, Sin @, -1 (sin ¢, €08 @, +- €os @, sin ,)} =
r, T, {eos (p, + @5) +1sin (¢, + ¢a)}.

Das Product zweier complerer Jahlen ift einecompleye
Bapl, deven Modul gleich ift bem Producte der Moduln und
beren Argument gleid) ift der Summe der Urgumente der
Factoren.

Bufah, Multipliciert man dag erhaltene EErobuct neuerdingd mit
ciner complexen Babhl entfprecdhend bder abgeleiteten Regel, jo ergibt fich,
bafs das Gefes fitr eine beliebige Angahl von Factoren Giltigfeit Hat.

2. Divifion. Uus 1) folgt:
r14{e08 (- pa) + 1810 (9, -9y} 1, (08 o, - 58I ) =1, (€08 9y - i 8ingp,).
Sept man ryry=r und ¢, + g, =, o ift r, _—unb Pe=— @ — @y}

fomit 1 (cos @ + ising):r1 (cos @, 4 ising,)= {cos (o — @) +
isin (9 — @,)}.

DerDuotient jweiercomplerer Jahlenifteinecompleye
Bahl, beren Modul gleich ift dem Duotienten der Moduln
unbd deren Avgument gleich ift Der Differens der Argumente
Degd Dividends und besd Divijors.

Graphifde Aiultiplication und Divifion complexer allen.

§. 304, 1. ©3 liegt nadh) §. 303 die Aufgabe vor, mittelft Dder
Polarcoordinaten zweier gegebener Punfte M (v, ¢,) und N (1,, @,) einen
Puntt zu conftruieren, deffen Rabiudvector r=r,r, und deffen Polar-
winfel ¢ =g, + ¢, iit.

Bu diefjem SBwede trigt man auj der Polar-

R~ adfe die Strede OE=1 auf, verbindet N mit E

und conftvuiert ein ju ONE dbhnlides Dreied, in

weldjemt OM die zu OE hHomologe Seite ift. Man

conjtruiert alfjo <X MOR=<C NOE = ¢, und

<LOMR=<COEN. ©omit t OR 3u ON fo-

molog. OR:ON=O0OM:OE ober OR:1,=1,:1

alfo OR =r,.x, cund <X XOR= < XOM -

<X MOR=g¢, + ¢,, demnad) it R der bem Pro-
o F X bucte entfprechende Puntt.
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2. it i der begitglichen Figur R (r, o) der dem Dividend und M (r,, ¢,)
Der dem Divijor entfprechende Puntt, fo gelangt man zu jenem Puntte, welder
e Quotienten entjpricht, indem man ein dem Dreiecte OMR dhnliches
Dreiect OEN fo conftrniert, bajs die mit OM homologe Seite OE der Einheit
gleid) ift. Dann ergibt fi) ON: OR=O0E: OM pber ON:r=1:r,
alfo ON = ri e LXON=<QLXOR—<LXOM=9¢p —¢,, dem-

1

nad) ift nad) § 303, 2 N der bem Quotienten entfprechende Puntt.

Potengicren und Radicieren ciner compleren Sahl in der veducierten Form.

§. 305. 1. Wir bejchrinten ung hier auf den Fall, wo der Erponent
cine gange pofitive Sabhl ift.

Gept man in der in § 303, 1 gewonnenen Gleichung
r(cos @ + 1isin @) .r' (cos @' - 1isin @) . 1 (eos @' 4 isingp’)...

=rr'r" .. f{eos (o +9' +9“+..) +isin(p+ 9 '+ ¢+ ..)
r—rl—pde= g — @ — @R oTe i ah [ berk senntdven — .
fo geht die Gleichung in die folgende iiber:
{r (cos ¢ -+ 1 sin @)} =1 (cos n @ - isin n g)...1).

Diefe Gleichung ift unter dem Nanmen der Moivre'jdhen Binomial
formel befannt; fie enthilt den Sap:

Die nte Potens einer compleren Sahl ift wieder eine
complere 3ahl, deven Modul gleid) ift ber nten Potenz des
Modulg der Bafis und deven Argument gleichift demnfadyen
Avgumente dev Bafis.

2. Get man in der Gleichung 1)

pi—=ir umd ng=q,, daher

n 4
i =—\/E] b e %

jo ergibt fid)
[{I/rl (cos Eni |- isin %)]n =1, (cos ¢, | isineg,),

jomit

\/ [1‘1 (eos ¢y - 18in 991)] Ve, (cos % -+ isin % :

Wird hier ¢, durd) ¢, + 2k erfet, wo k ivgend eine gange Babl,
bie O mit eingefchlofjen, bedeutet, fo nimmt die Gleidjung, da sin (¢, - 2k m)
— gin g, und cos (p, + 2kx) =cos ¢, ijt, folgende Gejtalt an:

; % ‘ R e PP T
\/ [r1 (cos g, -} 1 sin ¢, )] =Vn (cos 314+112_k_ -+ 18in ﬁr) .2),
wodurc) die nte Wurzel aus einer compleren Jahl dargeftellt wird.
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Subjtituiert man fitv k nad) wnd nach bie Bahlen 0,1, 2, 3,...n— 1,
fo exhilt man qus dev (?Sifelcf)ung 2), ba die Winfel 7, BI-F + L Gk + 4” .. aidht
un 2z, jondern um T differieven und daber nie g[etd[)g,eltlg gImd}L Sinus

und gleidge Cofinusd Haben fonmnen, n verfdhiedene Werte. Auper diefen aber
fann die obige nte Wurzel feine andeven Werte annehuen. Denn jede fiiv
k gefeste Bahl, die in der Reihe 0, 1, 2,..n—1 nicht enthalten ift, lajst
fich durdh k= an + 8 ausdriiden, wo « irgend eine von O verjdhiedene
ganze Babl, B aber ivgend eine Sahl der obigen Reifje bebeutet. Durch

biefe Subjtitution geht ’p‘+ K7 fiber in °’1+2ﬁ”—|—2a:z weldjer Wintel

jebod) gleichen Sinus und gl’,elc}?)en Gofinus Hat mit dem Winfel = T 2’”
per fdhon einmal durd) die Subititution k=g Hervorgebracht mmm

Die nte Wurzel ausg einer compleren Jahl hat demnad) n
verfcdhiebene Werte.

Solgerungen, a) Sept man in dev Gleichung 2) r, =1 und ¢, =0,
jo erhalt man 5 an

V4 1=cos 2—1;-75 1 sin =—

woraud hervorgeht, dajs V-1 n vericﬁigb61te Werte hat. Damit einer
“berfelben veell werde, mujs Sin?%f=0 fein, wa3 aber, ba k nidht grifer

ald n — 1 wird, mur fiir k=0 vder k= 321 ftattfinden fanun. Dev jweite

LWert ift fitr ein ungerades n nidht moglich. V -+ 1 Hat alfo, wenn n gerade
ift, swei veelle Werte +1 und — 1, und wenn n ungerade ift, nur einen
veellen Wert + 1; bie iibrigen Werte find imagindr.

b) Sept man in der Gleihung 2) r, =1 und ¢, =&, jo ergibt fich

Ve g el i sin gt
n n

weldjer Ausdruc n verfdhiedene Werte liefert. Damit einer derfelben reell

@k+D)m
S e

. - - e —1 %o 5
verde, muig sin einr, wag nur fiir k=r—’~—2~--- miglich ift.

Bon den n Werten ift daber fite ein ungerades n ein eingiger, namlich) — 1,
veell; fitr ein qembeg n find alle Werte imaginds.

¢) Da V k- a.__\/a V+1 ift, fo folgt, mit Ritctficht auf bdie

Bielbeutigteit m:m\/+ 1, baj8 ber nten Wrrgel einer jeden pofitiven oder
negatiben ahl n verjchiedene Werte sufontmen, weldhe exhalten werden, indem

man die abjolute Wursel Va it allen Werten von V-1 multipliciert



Aufgaben-Sammlung.

1. Anwendung der Slammern,
1. Analyfiere bdie folgenben Yusdriide und bevechue bdiefelben fiir
a=>50, b=10, ¢ —15b d—20:
1) a—b+4(c+d); 2) a—(b+4c)+4d;
Sa—(b+tet+d; 4 @—b)+(c+d)
2. Gbenjo fiir a=5, b=38, e¢=3::
1) a4-b.b—e; 2) (a+b).b—c;
8) a4 b.(b—c); 4) (@ h).(h-Le).
3. Cbenfo fiix a=120, b=20, ¢ =2:

1) abe; 2) a.(be); .
9)raishies 4) a:(b:c);
B @ib)e; 6) a:(be).

Sdyreibe 3), 4), 5) mit einmaliger Anwendung des Bruchftriches.
4. Gubftituiere in en folgenden Ausdriicfen x=2a - b und y=a—bh:
1) %~ —dwsye d) ozt v (3 —1)
B) TG Eyl—yy 3 zlxsy) Sy XLy
5. Beredme: 1) 5.10—2.3+1; 2) 5,10 —2.3+1);
3) 510—2.83+41); 4) 5.10—@2.3+1).

6. Beredhne:

1) 360—3.12—5.2—1; 2) (360 —3).12—5.(2—1);
3) 360 —(3.12—5.2—1); 4) 360—3.[12—5.2—1)];
b) (360—3.12—5).2—1; 6) 360 —3.(12—5.2—1).

7. Bevedne: 1) 64+54):(6—3); 2) 6454:6—3;

3) 64+5H4:(6—3); 4) (6-+54):6—3.
8. Bevedhne: 1) (10.4)-:2; 2) 10.(4:2);
3) 25:[6.(9—4)]; 4) (25:5).(9—4).

9. Sdjreibe nieder:

1) a ift um bie Summe ausd b und ¢ gu vevmindern. 2) Die Summe
pon a und b ift zu vevminbern um bdie Differens von a undb b. 3) Die
breifache Summe von a und b ift durd) b u dividieren. 4) Dag Probduct
bort a und b ift um den Quotienten aud a durd) b ju vermehren. 5) a ift
purc) den Quotienten ausd b durch ¢ zu bividieren.
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2. Addifion mit abfolufen gangen 3allen.

a+b=Db-+a; at+Mht+e)=at+be
1. Ubdbiere auf fiirzefte Weife:
1) 998 + 357 + 2; 2) 98+ TH+2 425,
3) 95496197+ 3 4 +5; 4) 9997 4 7632 + 3.
2. Wie abdiert man beim Kopfredyuen zu 217 die Bahl 472 Lehriak?
3. Man joll zu 400 zuerft 80, jum Refultate 15 und dbann nod) 5
addicren. Wie fann man dagd Nejultat fiivzer beredhuen? Lehriab?
4. Grldutere dad Verfahren beim Addieren mehrnamiger Jahlen,
3. 98. 3°15' - 8°T', an der Aufgabe (a +b) + (¢ + d).
5. Wie abbiert man gleidartige aber verjhieden benannte Bahlen,
5 B. bm+43em?
6. 2a—+3b-4c)+ 3a. 7 [(Tp+45q) +3p] + 54q.
8. 2p+3q+5p+3q+q. 9. m 4+ 6m-+3n4Tm-+9n,

10. Tm+ [3m 4 (2m 4 8n)|. PLrobe fiir m=1, n=2,

Die Probe befteht davin, dafd man bie befondeven Bahlen in dem gegebenen Ausdruce
jubftituiert und die fKlammern durd) Beveinigung der in ihnen fiehenden Bahlen (nid)t durd
Aufldjung) von innen angefangen verjdiwinden Idjst. Das fo erbaltene ejultat mujs
mit fenem iibeveinftimmen, iweldes man duvd) Subftitution in dem Refultate der voraus:
gegangenen Nednung in allgemeinen Bahlen erhalten Hat. 3. B.

‘) T+ [3+@2416)]=T74+ (34 18) =74 21 =28.
b) Refultat: 12m 4 8n. Subjt. 12+ 16 =28,

11. 3a+ [Tb+4 (a4 Db)]. Probe fiir a=10, b=10.

12. bp+[(Tp + 8q) + 6q].« Probe fiix p=1, q=1.

13. [(156x +HBx+ Ty +x)} +2y. Probe fir x=4, y=2>.

£4) (3a 4 4b) + 26} + (6a + (4b + He)).

5 (2x+3y) + Gx+ 2y} + [Hx+ Gx+y)) + 6],

16.) Berbinde durch Addition:

1) a>b 2 =15 3) a>=>b
b=5; a=a; Hh>4.

3. Subfraction mif abfoluten ganjen Jahlen.

at+(b—e)=a{™—e¢; a—(Mm+e=a—b—e;
a—((b—e)=a—b-e¢;
a—b=@+n—(b+4+n)=(@—mn)— (b—mn)
Bevechne aud den folgenden Gleihungen x auf Grund der Crfldrung
und der Folgejite in § 15 und 16:
K a)x45=12; b) x4 3a=>5a.
3 a) 36 —x=10; b) ba—x=a, -
3. a) x —36=10; b) x —ba=a,
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SBercd;ne ebenfo zuerjt dem Ausdbrud, in weldhem x vorfommt, und
jodann in gleicher Weife x felbft:

4.

.
6.

a) 30— (x+4+4)=10; b) 30— (x—4)=10.
a) (x+4)—30:10; b) (x—4)—30=10. :
Wie lauten die beidben UmTehrungen 3u ma +na—(m--n)a?

7. Weldhe Gleichungen evgeben fich nah § 16, 1 und 2 aus
(a+1)—2=a—1°7?

8. 9m-+42n) —6m. 9. (Tm — 3a) 4 2a.

10. [(Bx+5) +2x] —4x, 11. 3m+9m+m — Hm,
12. (8x —4y) 4+ Tx. 13. [(5z —T)+ 32] +4.
14. (3a—4)—86. 15. (16y — 8x) — 8y.

16. [(bx—2) —2x] — 3. 17. ba+Tb—2b —4a,

18. 12 — (4 4 m). 19. 9y — Bx 4 Ty).

20. 6x +4y) — 3x+42y). 21. 5bm— [2m + 3a) + 2m].
22, 64 (n—4). 23. x+ (8x —4a).

24. Ta+ (3a —2D). 25. 15m -+ [(4m — 3) + 2].
«26. by — (8z — 3y). 27. (m +1n) —[m— (a —n)).
28, 2x—4) — (x—1); Probe fiix x=3.

9.
30.

31.
32.

34.

Ta—+ (8a—2)+ (9a —4). Probe fiir a=6.
[x— (m+n)] + [x— -+ p)] + [x—@-+p)]. Probe Ffiie
x—00 n—d i —2 3 ¥

a—{b—[c—(a—D)]. Probe fiir a=10, b=35, 'c=9.

Ha—3b 33. Th—3e¢

2a— b 2b—3e.

res

17x — 15y 35. 20m — 270 -+ 12p
8x— 9y 1bm— n-+12p

36. A7p-+15q —13r—118)— (Bp —6q — Tr - 88).
37,
38,
39.
40.
41.

42.

(ba-+2b—3¢)— (2a—3b+be) — (a—2b —4e).

Bx —by—Tz)+ (Tx+4y—3z) — (6x — 3y + 102).
Ta—(@B3e—6b)— (6a—3¢)—3b- (3a—8e).
@m—by) + [y —Tm)— (y—x)]
E4+y)—[x—la—F—mj.

2x — [Ba+4x) — dx—1)] — (x—2a—2). Probe fiir
Te=2) 4=
(8m—5x)—(2m——3n—4x)+[(3x—211)—(4m—|—3n)]

ﬁ%ered)ne bie folgenden Ausdriicfe und mache die Probe fitr a=4, b=3:

44.

45.
46.
44.

(8a-+Tb) — (ha—4b) — (2a—b);
8a+ (Tb — Ha) —{(4b—2a) —b};
8a-4 (Th—ba) —{4b— (2a—h)};
(8- Tb) — {pa — (4b — 2a) — b,

Moénit-RNeumann, Yefrb. b, Acithmetit u. igebra f. b. obeven CI, b. Mittelid. 25. Aufl. 13



194

Bejtimme fir X —=4x— @By +22), Y=2x4 (4y —32) und
Z=x— (2y — 4z) die Yusdritcke:
(48, X L (¥ —7); 495X L (VL7 50X LY =)
| Bejtimme -folgende Ausbriice:
X 5%. A+ {B— (C+D)); B A~ IRYC D))
¥53. A +{B— (C—D)}; 54 A—|B— (C—D)};
wen A= 6a— 2b+43e¢), B=3a -+ (3b—4¢),
C=9a— (bl o D— a—@db—20 ift
b5, Weldpe Bahl mufs man zu Tm — (3n— 1) abdbieven, um
5m +5Hn ju erfalten?
S Weldpe Bahl wmujds man von 8a — 4b fubtvahierew, um
2a-—=2b—2 zu erhalten?
57 BVon weldher Sahl mufs man 8a-—4b fubtrahieven, um
2a—2b—2 zu erhalten?
15& Berwandle die folgenden Ausdriicfe auf doppelte Weife in Binome
mit mmex.)anbeltem erjten Gliede:
a) X — 3y +2z; b) 3a—4b—2¢+3;
¢) Ta—Hh3e—d; d) a—2b+43c+4d+e.
59. BVerwandle da— (b 4 ¢) in eine Differeny mit dem Minuend
a) 42, h) 2.a c) da-}h, d) 3a—1, e) 3a -+ 1.
60. ic jubtrahiert man Deim Kopfredynen die Jahl 46? Lehrjat?
61. Beredhne nah a—(b—e)=?
a) 135 —99; b) 7364 — 997; e) 18756 — 9990.
62. Grldutere die Subtraction 19 m 87 cm — 5 m 43 em an ber
Formel (a4 b) — (e + d).

%cxbiube purd) Subtraction:

a=Dh 2 d==b 3) a>b

H>4, 4=4; <6,
@@[}cu 1) >4 2 T4 3) . 1>4
b=2. 5 =1 h>3.

4. podifion und Subtraction mif algebraifden ganzen 3aklen,

. Gtelle die folgenden Differenzen mit dem Mimend O bar.
1) 9—11; o (a1 8) (a—n) —a.

ol

28— (=5 + (= —(FD 4+ 1.

3. (4 Ta) + (4 3a). 4. (— 6m) ~+ (4 3m).

5. (4+5Hn) -+ (— Hn). 6. (—8x) 4 (—2x).
Sdyreibe 3) — 6) einfacher (§. 31).

Po(H22) —(+=). 8. (— 6a)— ({+4a),

9. (4 6m) — (— 3m), 10. (—4s) — (— 88)..



11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
. 2a+38b—{2a—[—2a+43b—{2a-+2b) — (2a —3b)]\.
19.

(—4%) + (—2x) — (— x) + (++ 9%).

Beredne x — (x — 2) + (x —4) — (x —6) fiir x=4.
EAdy—n - @y rotatyta—¢ x vy
Probe fiir x=3, y=1 z—=—2

[@—Db) —b] — (b—a)., Probe fiir a=——T, b=—2.
S5m—[3m — (—n+4m)]. Probe fir m=1, n=—1.

x4 [x—y)—F—x)] Probe fiix x=1, y=—10.
x—[x+42z)—(—x+2)]. Probe firx x=—1, z2— —5,

{a—Db)+ d—e)—le—@—efl —[—c| i ec—a)l
Probe fitv a=—=1, b—2 ¢—3 d—4 e—5

 [6x 4Ty —{—6x 4Ty —[(6x—Ty) — (6x + Ty) — 6]}

— [6x— {6x— Ty) — 6x+ Ty)]

. Um wie viel ift —a fleiner ald +a, + 5 grifer als —2°?
2. Welche gangen Sahlen (mit x Degeihnet) geniigen Dder folgenden

Bebdingung ?
a) —2<x<<+1; b) —3<x<0; ¢) —8<x<—5.

. Welche Werte Hat man fitv x gu nehmen, damit jeder der folgenden

Ausdriicfe a) Null, b) negativ werde?
1) x—3; 2) x4 b; 3) x—a; 4) x -+ a;
5 x4+a—b; 6) x—a—b; 7)a—x; 8) a—+b—x;

. Berbinde bdurc) Subtraction:

) —h>—8 2ita—a 3) a>b
—a=—a; —b<2; — 22,

5. Wulfiplication mif abfoluten gangen 3ahlen.
a.b="b.a;; (ab)e=(ac).h=an.(be); a=.a>=—=a7i>

. Bilbe 1) aug 2.3.5, 2) aus a.b.c auf fed)3 verjhicdene Arten cin

Product von zwei Factoren.
Beredne auf fiirzefte Weife: a) (5.8.7).(125.2); b) 4.9.8.25.125;
0) 25,1 25582.415:

3. Wie fann man eine Jahl mit 56 = T.8 multiplicieren? Lehriat?

4. a®.4a’ 5. 8xy.Tx. 6. 2y%.4y2.

o Tarx ax®, 8. 4z°.5b 2% 9. 6m®n*.Hm?n?,
10. a.2a.3a. Xy 2y 28 M R
13. a%b.5a? b?.8a b, 14. x*.3x2y.3xy%y"

Saxiit dadxin=2 hatgiehl

- 15.
16.

2a(a+b).3a% (a4 b)%.3a% (a4 D)2

13*
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1%.
20.
23,

26.

27.

28.

29.
30.
33.
35.
37.
38.

-39,

40.

41.

42,
43.
44.
45.
46.

4%, a?

48.

49.
52,
54,
57.
58.
59.
60.
62.
64.

65.

(ab).m=am-tbm; amAn)—am-tan
(a+1).5. 18. 4+5.4—2x. 19.[(x+1)x+x]x+1
(a?b +ab?.ab. 21. (6m 4 5m?).2m. 22 (2a®4-a?)3a—(a+1)a’.
(m—1).m. 24,83 —(1—x).3. 2. [x—3)x—5>5x]x—T.
(8xy*+5x?y*—3x%y).12x? y2
Bzt + 22 —bHz* 4 41).62%

(4m® —3m?n+ 2mn? —n?).3m?n
(3x*+5x+417).bx — (4x*—6x—8).3x.
6.(m 4+ n) —5m. 3L 12a%.(3x*+ 2y?). 32. 3ax.(a’4ax+x°).
a.(b—1). 34. hx2.(3x*—8xy 4 2y?).
5.z—2)+T7 8. x*.(zx*—x*4x—1).
4a?bt.(Ha?bh®— Tadh® —- Hatb — 3a’).
Tx2y.2x%y —2xy?—3x22 4 3y?z) 4 x?y2. (14xy—21_‘) z).
{a? (8a —2b) —b? (2a — 3b) +2ab (a + b)}.4a2b2,
Probe fiir a=09, b=2.
Beredhue mit Probe fiir m =20, x=4, y=3, z=2:

a) m— (X.y + z); ¢) (n—x)y +72;

B) m—x(y+2); &) (m—x.y)+z
Wm tieviel wird das Probuct xy grifer (fleiner), a) wenn x um 1 ver-
mefrt (vermindert) wird, b) wenn y wm z vermehrt (vermindert) wird?
Beredyre nac) der Formel (a—b).e="? a) 98.7; b) 999.17.
4(a4+1)—at+T@—1). Probe fiixr a=2.
8(a4+b4+1)—2b—2b (b +3). Probe fiir a=3, b=2.
a!—(at+b—1)a—(a—b-+1)b. Probefira=10, b=>5.
a’(a—1)—b(b2—1)— (a® 4 b?). Probefira=9, b= 1.
—a’bh—ab@a—1)—(@b—1). Probefira=1, b=2
ab(e+d)—e]—ab(e+d)—(c4abe—d).

am-+bm=(a-th).m
da - 4b, 50. bx? 4 9x?2, 51. (a1t m)x 4 (a—m)x.
m (b? — x%) -+ n (b? — x?). 53. 6m -+ 6n+ Gp.
a.10m —b.10m, 55, 1bay? —9ay? b6, ax+fay —a.
a(3x+2)—3bBx+42)+2a(Bx+2).
Ba—4b)2x—y)—(a+b) @x—y)—2x+7.
2m (x+y)—dmx —4m(y—1).
a®h®—adh®,  61. a*b+a’b?+4 abd
12ath? —6a®h® 4 18a%h% 63. 6a% —12a* 4 24a’,
am-bhm—an-— bn,
Lbjung: m(a+b) —n (a4 b)=(a -+ b) (m —n).
ac+de+ad-3d. 66. ab-+b—ac—e.
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69,
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ab b afeg o 68. 25ab— 20a 4+ 15b— 12.

x8 —x?y |- xy?—y3 70. 12x3 —9x% — 16xy2412y3
(az=h) (¢c4+d)=ae+bect+adhbd
(ah) (e—d)=—acetbe—ad=rbd.

1. bx - 8a) (bx -+ 4a). 2. (am 4 bm) (a — bn),

3. 3x?+42y% 4x2+4Hy?). 4. (ax®—hy") (bx2-} aym).
7. (2a4-3b?) (Ha®—4b?) — (10a* — 12h%). Probe fiiva=3, b=2.
6. (p4-2)2. 77, (a—1)2, 78. (8a—4)2,

79. 10m 4 n)2. 80. 2x+y) 81. (x —2y)2

82. (3 — 2n)?. 83. (3a—4b)% 84 5p®—3¢H2

85, (x4-3)?—6x. Pr.f.x=23., 86. (y —4)*+ 8y. Pr. . y=6.
87. x4 a)?4 (x— a)2 88. (x4 a)*— (x—a)

89. (ax*+4by?)?—2abx®y2 90. (a?x — b2y)2 4 (a®x -} b2y)2
91. (x+a) (x—a)+al N.y—G+2) y—2).

. (15a4-9b) (152 — 9h). 94, (am - bv) (am — bu),

. (Ba?— 212 (Ba®-+ 2b?). 96. (5x® 4 3x%y) (bx®—3x2y).

« (mx®4-0y%) (mx® —ny®) - 2nyiimzi-L oy

. (3a24-5b% (3a®—5b2) — (Ba2+ Th?) (2a2— 4b),

. bx+4a) @x—a)—(@4x—3a) (Tx+a)4+Bx—a) (6x4 2a).
. da?4-3b—(a—2b) @a-+b)—(a+tb)a Pr.fa—6b=2
s (x—Bxyix e (k2= Ay 0T y) S (XS E R

. Beredne nad) der Formel (a =4=b) (e =4=d) a) 98.999; b) 107.999.

s X X g v ey 194, (x =y iyl ey
. (22 —2z+1) (6z+3). 106. By*-+6y—17) Ay —b).
. (2a?h —3ab*—4b%) (a—2h).

. (1634 4 8x2y* 4 y4) (4x3 —y?),

, (4a* —12a%b% 4 9b%) (2a2— 3b3).

. 2x*+3x°F4x2+3x+2) x—1).

. (@*+2ab+b%) (a+b)+ (a*—2ab+b?) (a—h).

. (Bx?-4z2—9) @x-8)—(@x* —dx —0) (92|4).

. (a*—afta*—a-1) (a41). Probe fiira=3.

. (a*t+atta*+a-+1) (a—1). Probe fiiva=23.

. (a*—a?+a—1) (af1). Probe fiira=4

. (a®4-attat+ta*+a-1) (a—1). Probe fira=2.

. (x“-~x5y—|—x4y2——x3y3—]—x“y‘*—»—xyE’—]—y“) x4 ).

Bb i h iy o Wb o S e &gk

(X —xty +xyt—xyt o xyt—y%) (x4y).

Late Xty <L x v (v

Weldje Gefemifigleit 1djst fidh in ben Multiplicationen 113, bis 120. erfennen?
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(XESm — xim + x3m ‘i‘ x 2m _I__ R 1) : (Xm + 1)

121.

122, x+1) x+2) x+3). 123. x+3) G—2) (x+4).
124, (x+a) x4+ b) x4 o).

125, (x —a) x—hb) x—e) (x—4d).

126. (a-+b -+ e)s 127. 3x —2y +2)2

128, (y*—4y+4)> 129. (ax®-+by*+ )’

130. 2x -+ 3y)° 131. (hx®*—1)3 132. (3x3—5)2.

183. (ax* —by?? 134. (8a® -+ Th?:3. 135. (ax™— b®)%,
136. (323 —4a%b 4 6ab?—2b%) (4a®—3ab 4 b?).

137, 4x3 —3x2--2x—1) (Tx®—bx?*43x—1).

138
139

. (a®4-2a’b +2ab24 b (a®—2ab 4 2ab®*— b?).
. (2a’b —3ab?—4b3+5) (2a*b—3ab®44b%—15).

14dem_2X3myn_'_2x2DJy2n_4xmy3n_'_4y4n) (X2m+2men+2),2n)_

141.
142,
143.
144.
145.
146.
147.
148,

149.
150.
151.

152.
154.

@+b+4c) @—Db+ec) @t+b—0).

(@a+b+c) @a+b—ec) @a—b+c) (b4c—a).

(a-+b+e¢)? (a—b—c) (a+b—c).

(a+b-4e)? (c—a—h) (a—b—e).

(a®*—2ab -+ 3b2) (3a*-+tab—2b% (2a%— 3b°).
(a?—4a—6) (a?—4a-+46) (a®+4a—6).

Ax*—3x-4+2) Bx242x—1) x2—2x—3).

(a®-2ab —2ac+h®—2be+ ¢?)

(a? 4 2ab+ 2ac+ b2 —2he -+ e?),

[x2-- @+ b)x+ (a2 4 bY)] [x*— (a—b) x+ (a2 — D).
bx{x —x[3x—(x—1)?]—x(x+4+1) x—1)}—x

[ -1 [x*— @ —1)Y. Probe filrz=—3.

Subftituiere in den folgenben Unusbriidfen fiixr A =D5x-— 3y,
B=2x—1, C=1—2y und berechne dann diefelben:
2AB—3AC—BC; 153. (A*—2BC) (B— C);
AB—C2; 155. (A2 —B?) C — (B2 C?) A,

6. Aiultiplication algebraifder 3ahlen.
St R el N TR SRR e
Sl I e (8 0 B) o (-2 8) (d) )
. dax.(—4ay).(—2bx).ab.(—bHbx).
. Ay (—mEY .0y (—bz?).(—bmx)-(—bay)
. 2ax.(—6by) — (—8bx).(—ay) + (—3ab).(— Txy).
aimethind s (— gmipne ). 7. 3bx® (—4b2xin—2) Dhx?
s 20, 9. (—4xy)? 10. (— 2x2y)*
. (—2x%2.(— 8x)%. (— D)t (— B)S.(— 1)E.
. Bevedhne den Ausdruct x2— 6x — 16 fitr x = + 8 und fitx x = —2.



13.
15,
16.

iy
19.
21.
22.

23.
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8x 4 2x —3y).(—4). 14. (Ta® —4b?).(—2h?) 4 14a2b2.
(6x? —Hz?) (—2xy?z) + 3xy?.[—3z° — 4x27)].
(b—Tx+6x%.(—3x%) 4+ Oy* +4x*—x) 2x,

Madye die Probe

suCap. b, Aufg. 112fiirx = — 2, 18. 3u Cap. b, Aufg. 113fiiva = —1.
suCap. 5, Aufg. 114 fitva = —1. 20. su Cap. 5, Aujg. 115fiiva = —3.
st Gap. B, Aufg. 117 fiic x=—2, y=—1.

su Cap. 5, Aufg. 122 a) fix x=—1; b) fiir x=—4.

a) 3u Gap. 5, Aufg. 141, b) su Cap. 5, Aufg. 142, ¢) zu 5, 143,
d) zu Gap. 5, Aufg. 144 fir a=—1, b=—2 ¢=—2,

4. zu Cap. 5, Aufg. 149 fir x=—2, a=—1, b=—3.
. itr weldje Werte von x werden die folgenden Ausdriide a) gleich Null,

b) negativ ?
1) x (x+5); 2 x (x —B); 8) (x45) (x+2);
O E+Nae—2; DE=1ELD: H -V e—2.

. Gepe in (a+Db)t=at+4+4a*b46a2b2+4ab>4bifirh....—b.
. Qeite ausd dem NRefultate der Aufg. 5, 124 unmittelbar die Rejultate

der folgenden Uufgaben ab:
a) (x4-a) (x—b) (x+e¢), b) x—a) x+b) (x—o),
¢) (x—a) x—b) @+ec), d x—a) x—b) x—o).

7. Divifion mit abfolufen ganzen 3abhlen.

abse—1; L.e=1; %:c:?; azhe=—1?
a.2—1; a:2—12; amar—1
(1] ¢

Beredhne aus den folgenden Gleidhungen x auf Grund der Definition

und der Folgefise in §§. 48 und 49:

1 alxd==120 v hyioaX—04"
2. a)%=4,' b) ;4————1)
3 a)2=4; DECLERY
Beredyne cbenjo den %[usbrucf, in weldgem x vorfommt, und dann
x felbft:
4. a)%.7=56; b) %.b=83bﬁ.
5. a) 3X—15; mﬁ=
6. a)2.4=20; b) £ " bi—ab2
b
7. a) Py b) 3%%:
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8. a) 8x —H=2T; b) ax+ab=>5abh.
9. a) 40—3x=1; b) Ta—2x=a.
10. a) 3 (x— )—15; b) a(x —b)=c.
1L 8) 25— b) a:ﬁzc
12. a-) i{.:!-‘_-‘.i:g; b) T = C.
13. Bereinfache (%——Fl).b. 14. (F” a—}l g—&:_—s).b.
B el x 2, 16:-a*: a. 75 v e sant
18. 15a: 5. 19. 2a(m—1):a  20. 50ab:2a.
abe 1230¢ 3 x4 2% (o y-rays T ohiathliz LEa® b e®
24, 9ashix:3abx. 2. G+ Ex—1:x—yF—x-
26. 28a°m?®y*: Tatmy?> 27 20ambhrx?; Ham—1hn—2xp—3,
2a 72
28. 3 -° 29. oy BX 30. -b—.b m.
8L % o 32. 2 abe. 33. 2% 5ax.
ay be 5y
ba® ar 3Xx* 16ax™ £
3. 55-3ab. 35. W'4Z2' 36. m}—yﬁ.i’)y :
bax | mxy Szxx'f
37- b X. 38. T; . My. 39. '5‘y" ;b.
16a%b? | =Bty 4m?nt
40- -Z—m—n—.5a2 b. 41. —57b—; . daxi 43, 7P 3 e
43. (15x”y"’:5x):3y. Tepx—v— 2 S mo gt uy) 3n%y.
4y o
45. mn. —p 46. 15x~. 4% x5 dxy
Sabx 8x , bx
48, 5m = —5'W- 49. 2321(.71).,. 50. 4a,2bb .Q‘E;Ff(;.
51, x —};-. Pr.f.x=8 y=2 % Pr.x=28 y=4,
53, xy:3 Pr.x=06,y=3. bb axy:>.  Bb Hal: bi
56. 6a’m?x: 9;‘:‘. 57 2m (m+1): 22 Pr.f.m =3,
58. b“‘—i—[(b”—l— 0%) : "+“] 89, 15m2n®: (610°: 2n%Y).
60. 42b°m : (2ab%: m). 61, 2 TG pRpd T REND
Ze iy e
ab an Eﬂ.s_a 8mix 4mx
63. o 64. AR 65. - Bt A
s PO sl vl bl fuao syt

67.

)01

Weitere Aufgaben uuter 11 von 127 ab,
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=+hb b

222 =2 4 s Umfefrung,
68. (ax 4+ bx):x 69. 8x+8):8
70. (a®b 4+ ab? :ah. 1. 12a%x2 4 9ax4): Jax?
3 X y 7m 3m 3a ba
12- ﬁ+§—a-.' 73. —5—+T- 7':[:. f]l-_l--;‘
B a—b 2x1-8 ; 3x42
9. ST —l'- i 76. 7}(:{*717 + X—!—l_.
7. (am —bm):m. 8. (mp —np):p.
79. ba?x —10axY):Hhax.  BO. (8x%y’—4x vzt 4x3yd
o b c o 6a Ha 9x  5x
81. T = A 83. A
31 vED e At e e 5 )
bJ.T—— o 80.2y+1 gy 4T

88.
89.
90.
91.

92.
9.
95.
97.
99.
100.
101.
102.
103,
104.

e b i X

17x 412y 3x—7y+2x—3y

-y X+ ¥
Weitere Aufgaben unter 11 von 47 —126.
45am —25bm -4 35¢e¢m) : 5 m.
(2a® —6a2b 4 30ab?:2a Probe fit a=5, b=2.
(bm*x —4m®x? — 3m?x%) : m2x. Probe fiix m=3, x=2.
(10xtyiz — 25x3y328 — 15x%y2z8 | Bix y2z8) : Hx y?a.

Divifion 3weicr Polynome.
(bam —12bm +5an —10bn) : (6 m 4 Hn).
(a®* + 2ab 4 b?) : (a + b). M x2—2xy+yH:(x—y).

4x2—9y? : @z} 3y). 96. (16a? — b2 : (4a — b).
(x2m — yin); (x= — yo). 98. (81m®—16n°): (9m* - 4n3).
@ —+b%:(a-+b). Pr.a=3 b=2.

(a®-b%:(a—h). Pr.a=4 b=1,

(a® — Db :(a+Db). Pr.a=3 b=2

(a®*—Db%:(@—Db). Pr.a=4 b=1

@ 4-Db%:(a-+h. Pr.a=3 b=2

(a®>—Db%:(a—b). Pr.a=4 b=1

Weldye Gefese hevefdhen in den Duotienten 99 bis 104? Wann [afst fid) die Summe

ober Differeny gleid) hoher Potenen jiweier Safhlen durd) die Summe oder Differen; diefer
Bablen ofne Neft theilen?

106, (x¥™ — y2m) : (X -1~ 7). 106. x™=™ —1): (x + 1).
1007 (F2m— vim)ai(X— ¥ 108, (x*= — 1) : (x — 1).
109, (xm+! | yiutl) . (x 4 y). 110. (xMm+1 1) :(x + 1).

111.
113.

(x2m+1 _ yimily. (x — y), 12, (x2=+1 —1): (x — 1).
(a™ 4 1) : (am 4 1). 114. (81x8—16y%): (3x2—2y?).
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Sn den Yufgaben 115 big 122 find bdie Quotienten ohne Ausfithrung

ber Divifion niederzujdyreiben.

115.
11%.
119.
121.
122.

123.
125.
124,
129.
130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.

143.
144.
145.
146.
14%.
148.
149.

150.

8a*41): (2a - 1) 116. (8 — 27 a% : (2 — 3 a?).
(16at—1): (2a —1). 118. (81 a* — 16b%) : (3a + 2 D).
(@a*41):(a—+1). 120. (32a3b> —1);: (2ab — 1).

@° + b9 : @ + b) — [@)° + (b7 : (@ 4 1),
@0+ 1): @2+ 1) = [@)° + 1] : @* + 1.
Stelle die Polynome 123—128 als Quotienten dar:
* 4+ x 4 1). 124, x2 — 2x 4 4.
4xt2x*+ 1. 126. 8x3 +-4x2 4+ 2x 4 1.
x3 —3x2+4 9x — 21, 128, at + adh 4 a2 b® + ab® 4 bt
(14x* —31x 4 15): @2x — 3).
(1—2x+x?—6x*48x%: (1 — 2x)
6xt—11x*—9x2+19x—5H): Bx —1).
(Bax* —abxy—2b%y?):(ax — by).
(20a% — 18a*h -+ 4a%b?) : (4a* — 2ab).
(4a8 — 16a® 4 Ta 4+20): 2a — b).
(xsm + x2m yn ST yﬂn =5 y4n) : (xﬁm bk y3n)'
(X3y3m = wntd y2m+2 + Xﬂu+2ym+1 e X3ny3) . (xzym Hoo xnyz)'
(m* — 2m?2n2 4 n') : (m® -+ 2mn -+ n?).
(6at —Had}4a2 4 11a —4): (2a2 — 3a -} 4).
(12xt — x%y — B2x2y2 4+ xy3+ 20y : (4x® +xy — Hy?).
@2—Tx+16x*—26x -} 24x* — 16x%) : (2 — 3x  4x3).
(15a% 4 8a3b — 41a2b? + 10ab® + 8b%) : (ba® + 6ab — 8b?).
(68 y® 4+ 10a2y® — 155 a* y* - 10afy? + 63 a8)
: (9yt — Haly? — Tat).
(4928 + 6at — Bla® —25): (Ta3 — Ga® |- 3a — ).
(4x°+15x*y* +10x2y* — 9y%) : 2x* + x'y + 4xy? 43 y9).
(d4+5Ha—16a2 —4a% | 4at —5a%+4a%: (4 —3a+ 2a*—ad).
(32 4 104 x 4 100 x2 4 26 x® — 13 x* - x7)
: (8 4 12x 4 6 x — x8),
(27a% — 33a5%b — 45 a*h? + 1 a®b® — 36a b® 4 16 bF)
:(9a% — 2a*b — bHab? 4 4b3).
fx*+ (a+b—¢c)x® 4+ (ab—ac—Dbe)x —abe} : (x4 a)
(x—e)
{120 — 326 x 4 329 x* — 146 x® 4 24 x*) : (4 — 3 x)}
1 (6 —Tx + 2x2).
@—Tx4+16x2—17x3412x4) {2 — Tx+12x2—9x%) : (2—3x)}.
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10.

113
12.

14.

15.
16.
17
18.
19,
20.
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8. Divifion al‘geﬁtai[t@et Bablen. (8. 61)
“12 —18

=fe=

s —18 20 (—4).(—8.=9
(W (—2)-(—6)
Made blt’. ﬂirnbe:

7 Pfira= —2 x=—1.

F 7 86 k=0 Sy =
qu ', 8l firx =—3 y=2

Beredne a'ET 3:23' it e =19

% Qiered)ne 3‘_?;4 —x 4 };:10 > Eﬁ £ fie s 8

X

-1 (=417 e o e
Ebenjo (y T R FifE = 3, y 105
Fiir welde Werte von x werden bdie folgenden Ausbdriice negativ ?
a) @45 x; b @+ 02 ) (x— 1) o (x-al
d) @—T): &=2)

Sdyreibe die folgenden Quotienten in anbever Form mit negativem

) i : —b P—2a—1
und mit pofitivem Borzeiden: a) _ac 53 b) ]a_gua_2as'

Bereinfadhe: a) “b_:; b) (b_b;)(u_a), c) (_a} l(;b_z:ir::;)
(— 288 afnix—2).. § q3n-—xtl 13. (—25amtnhe) : (— Harbr-a).
(32 xm—2n+3p yEm—n—p o 8 Xm—-3n+4pym- n—2p),

(24a3b% — 15a%b?) : (— 3a%b?. Probe fiir a=3, b= —2.
(18am?y® — 27Tbmy* 4+ 36¢y): (—3y).

(6x*—23x2 4+ 24x —10): (—2x + 5). Probe fiir x = 4.
B0x* +2x3 —16x2410x —2): (—bHx2 4 3x—1).

(27 —blx —125x®> —2x34-30x%) : (— 3 4 8x 4 6x?).

1 —156x 4 T2x? — H4x® — 405 x*— 243x%) : (—14- 6x49x2).

9. 3ahlenfyffeme. (§5 .63—066.)
1. Berwandle in defadijdhe Jahlen die folgenden Jahlen aus Sahlen-

fyftemen mit der mneben ifnen angezeigten Grundzahl:

a) 211021220 [3]; b) 103223013 [4];
c) 852076 [9]; d) 58329 [12].
2, BVerwandle die defadijche Zahl 2897 in eine Jahl a) bes Syjtems [2],

b) des Syjtems [H], ¢) des Syftems [6], d) des Syftems [8].

3. BVerwandle
a) 520613 [7] in eine Sahl des Syjtems [4];
by A PTAR2 BY ok e o ok
O) 110100101 [2] " " " " " [51
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Fiihre folgende Rechnungsoperationen aud:
4. 240978 4 97477 + 504336 + 378264 - 615089 [10).
5. 321402 114324 4- 403122 - 213440 + 202113 [5).
Madje hier, wie aud) in den iweiter folgenden Aufgaben, welde nidytdefadijdhe Jahlen

enthalten, bie Probe, indem bdu die gegebenen Bahlen in das befadifhe Bahlenjyjtem ver=
wanbdelft und dbann die verlangte Operation ausfithrit.

6. 57016 - 124560 - 36425 + 61433 + 225347 [8].

7. 2120221 -+ 1012112 4 1221012 4 2111021 [3].

8. 875421 — 191086 [10]. 9. 335770 — 886644 [10].
10. 3122013 — 2033123 [4]. 11. 876543 — 234567 [9].

12. 2507642576 {10]. 13. 790475.9184 [10].
14. 110101110.101101 |2]. 15, 2414302.32142 [5].
16. 897715 ; 91 [10]. 17. 5606912 : 752 [10].
18. 777167 ; 1145 [8]. 19. 3365241 : 354 (7).

10. Theilbarkeit dexr 3allen.

Gudje das gr. g. Map folgender Jablen mittelft Kettendivifion
(§8. 69, 70, 79):

1. 637 und 4277, 2. 2091 und 1353;
3. 1404 und 8658; 4. 3502 unbd H143;
5. 1774 und 3718; 6. 27671 und 21708;
7. 14539 und 25728; 8. 55660 und 66055;
9. 39215 und 73997; 10. 24955 unbd 338625;

11. 1701, 6426, 10521; 12. 120582, 145550, 167706.
13. 12a* 4+ Ta+ 1 und 6a® -+ 1la 4 3;
14, x® — 49x — 120 und x* 4 10x 4 25;
15. 4m® —16m? 4+ 23 m — 20 und 6 m? — Tm — 20,
16. a® —a?b | 3ab® — 3b3 unb a2 — Hab | 4b?;
17. x84 6x* 4 5x% — 12 und x° 4 4 x* 4 x* — 6;
18, 6y +16y>2—22y 4 40 und 9y* — 27 y* 4 35y — 25;
19, 28a* - 10a®+39a® 4 Ta + 15 und 14a® — 37a*  1ba — 25;
20. 37t — 823 + 112> — 8z + 3 und 22* — 922 4 9z — T;
—21. 15x* + 10x%y + 4x2y2 4 6xy® — 3yt und
12x% -+ 38x%y + 16xy? — 10y3;
22. 6x°—4x*—11x3—3x2—3x —1 md
: : 4xt 4 2x%—18x* 4 3x — 5;
23, 63* —5x? —1, Hx® —4x —1 und 2x? — 2;
24, at —4a® 4+ 8a2 —4a | T, a2t —2a% 4 10a 4+ 7 und
a®—ba?* 4 1la —T.
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25.
26.

1.

29. a

30.
31.

32.
33.

3.
36.
38.
40.
42,
44.

48.
50.

1.
54.
7.
60.
63.
66. 4
68.
0.
3.
76.
79.
82.
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@heilbarkeit dekadifdfer Sahlen. (S 71.)

Durd) weldhe von den Saflen 2, 3, 4, 5, 6, 8 9, 10, 11, 25,
125, 1000 find folgende Bahlen theilbar:

a) 312; b) 6225; ¢) 17280; d) 71016; e) 948656?

a) 720; b) 6472; ¢) T6450; d) 484572; ) 567000?

a) 534; b) 8625: ¢) 10692; d) 734520; e) 350496?

Berlegung in Factoren. (§§. 2—77)

Unterjucye, ob die folgenden Bahlen Primzahlen find:

a) 1001, b) 1003, e) 1007, d) 1009.
Betlege folgende Bahlen in ifhre Primfactoren:
) 420; b) 504; ¢) 1260; d) 1664;  e) 2025.
a) 2268; b) 3075; ¢) 3828; d) 5376; e) 10528
a) T6a%: - b) 86abis o) Q6xtys. v d) athe tel Gl st
Gudje alle Prim=und alle zujammengejesten Factoven folgenber Jahlen:
a) 48; 1) 210; ¢) 315;  d) 360; ) 810.

a) 18ab; b) 363%; ¢ 2Tmz?; d)16bxyz;. € lidan' x5
Berlege nad) §. 77, 1. in zwei Factoren:

18ab — 1bace. 35, 9x? — 24xy.

2at —4a® 1 6al 37, ax*y® 4 bx®y*+ ex?yt

a®h?x —a?b?x®+ab?x8 89. hx®z* —15x%z% | 25xz%

2x(a—3b) — (a—3Dh). 41. n(x—y)—x-+y.

axtay-fbxby. 43. ab—bx+4a—x.

xa-;-x9+x+1. ' 45. a”—a2h+ab2—h3.
Fesiydelatal oy 47 x% = x Ly gt

x”—l —Ex+1)% 49. x—1 — x—1)%

(a—Dh) Ca+1)—(a—Db) @b-+4+38) —a-+h.

Berlege nad §. 77 2. in Factoren:

9b? — 12b +4. 52 y? 10y 4 25. 53, xf—6xy 4 9y2
Hx®+10x2+5x. 55, 2xt—4x54 2x% 56. 16a°5-48a*-- 36a°.
4x2—1. b8, 9a? — 16 b2 59. 25 x* — 16 y2

6x* — b4 a’ 61. a* — (b —¢)% 62. (b 4+ ¢)* — a2

75a3b® — 3ab. 64.a°—4ab-J4b*—4. 65. 27 ath — 48a b3
@2x —1)2— 9x2 67. 9a% — (2a — 3 b)2

16 (3a —2b)2—25 (a —b)% 69. 25x2 — 20xy 4 4y* — 9z

x84 1. 1. xf — 1. 2. xt—1.

x5 4 yo 4, x® —y5 . x8 —y°h

27x% 4 & V7. 8x3y? — 1. 8. 43ath® — 3 b

32x54 1. 80. 64a"h" — 2a2b% 81, x¢ -+ yb.

310 | y1o, 83. x®— 1. 84, x12 4 1o,

—



Berlege nad) §. 77, 3. in gwei Factorven:

8H. x2 4 (a-+h)x4ab. 86. x4+ Tx -+ 10.
87. m? -+ Hmn - 6n% 88. x2 - 2ax -+ (a®>—b?).
89. x*— (a-+b)x -+ ab. 90. a®—4a- 3.
9. 10y2—Tyz 2% 92, x* — 2ax - (a? —b?).
93. x2-}(a—Db)x—ab. 94, m? -} m—12.
95. a?--2ab—15b% 96. x2 - 2bx — (a®> — b?).
97. x2—(a—b)x —ab. 98. z2— 6z —16.
99. b* —4he— He 100. x? — 2bx — (a%> — b?).
Sudje mittelft Serlegung in Factoven das gr. g. Map folgender
Bahlen:
101 84 und 308. 102. 360 und 680.
103. 108, 450 und 540. 104. 560, 620 und 760.
105, 693, 819 und 945. 106. 504, 756, 1260 und 1764.
107. 12acx, 14a2x und 16ax’ 108. 10x2y*, Hx3y® und 20 x* y2.

109.
110.
111.
112.
113.
114.
115,
116.

17,
119.
121,
123.
125.
127,
129.
130.
131.
133,
134.

135.
136.

118,

m? 4+ 2mn + n? unh m? — n2

a2 —2ab —8b2 und a®? 4+ 2ab—3ab? — 6b

xt—10x%y? + 16 y* und x* 4 2x2y% — 80 y*
8x'y?—32xy* 12x*y — 96 x y*

12x%y? —12x%y®, 18x*y? —18x?y* 24x%y —48x?y? | 24xy".
atbh? —a?b* a*—a?bh? at—alh,

8ash? — 8a®b*, 4ab? —8a®h® 4 4a?bt,

(2a-+hb)?— (a—h)?, a*} 8ab?,

Gudye mitteljt Serlegung in Factoven das £l g. Bielfache der Jahlen:

300 und 620. 118. 240 und 486.

120, 168 und 182. 120. 105, 144 und 270.

3, 4, 6, 10 und 25, 122, 2, 5, 9, 20,21 und 24.

4, 5, 6, 12, 18, 25, 70. 124, 10 12514 15, 16, 18,21

4, 6,7, 26, 35, 40, 56. 126. 8, 12, 16, 24, 32, 36, 256.
a, 2a2 3ab? 12abm, 128. 6amn, 10am?n, Ha?n?
m, bm? 3n, 8mn und 15m (m — n).

3%, x—2, 5(x+2), 20(x*—4) und 6 (x4 2)%

a?—b? (a—b)2, 132. a2 — b, (a+b)?, (a—b)2
4a®—a, 8ab-44b, 16a’b?

3x®y —3x%y, 2x*y? |- 2xy? 4xt—8x3 4 4x?

2x% —4x* —6x,

6x* —3x, 24x*t —6x? 12x5—12x*4-3x°

a—b; a®* —b% a®—b% 187 x—1)% x3—1.

Weitere Aufgaben in der vorhergehenden Gruppe 107, 108, 112,
114, 115 und 116.



137.
139.
141.
143.
144.
145.
146.
14%.

148.
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Sudje das £L. g. Vielfache folgender Zahlen mitteljt des gr. g. M. (§.81.).

874 unb 943; 138. 561 und 1530;
1716 unb 2222; 140. 6987 und 8083;
816, 765, 697; 142, 259, 5219, TH48.
& 3x’y L Sxyl - wiamned 7 vl

a® —49a — 120 und a?4-10a 4 25;

6x® 4 13x* —45x — 25 unb x° 4 2x%—20x — 25;

a*+3a® 4 6a’+4Ha+3 unb a® 4 2a*42a 4 1;

2a%—a*—2a%—2a% —4a—1 und 22 —ab—Ha® —

Hal—a;

21x*4-20x* —3x—2, 6x* —11x>— 12x 45 und
32— 10%x2 —9x -4

11. Gemeine Briidye.
Sormandernug der Briiche.  (§8. 91, 92)

1. VBringe den Brud :;: a) auf ben Jdhler a®—1; b) auf den
Nenner 2a — 2a,
2. Grweitere den Brud ;—1‘3 a) auf den Bihler x* —4x2; b) auf
eben Diejen Jenner.
Bringe folgende Briiche auf den fleinften gemeinfamen Fenner:
goilei a8 Zoee il A4l 2 10 B el
t 90 g g (B RIS * B’ 16 20" 15 12
5 1 by 2R1R 2_5 G € ba 38be ddef
"3 6" 7' 85 56 *m’ Bm*' 4m®’ Bmt -
" A 2m M 8 p ] ) 5 7
* a! Bab’ Gax! 10by *9a’ 4ath! Bah’ 8a'bh?’
95_3,_::1 a—2 a—3 10 y+1 y—1 y*41
"a-+1 a2 ats y—1Uy+1 y¥—1"
llx—}—l x? } 2x 3x x?—1
*x— 1 x—1'x 11
12 Li—a 1 e Lopal E = 2nepial U1 S aofas
14 a1 —a 1—a¥ 1+ 2a+4 a®' 1 — 2a 4 a?*’
Riivze folgende Briiche ab:
45 114 840 1824 4096
13. 2) 555 b) 250’ ) 10209 70087 ) 7a0s
5.12.18 6.12.20.28 6.21.24.36.75
. 2) or D) Tei680  © 5.27.50.56.60"
391, 637 765 |, 2079 | 9082
15. 2) g b) g9/ ®) 53045 7029 7 ) s
. —1)n—2)(n—3)(n—4) [,
16. Bejtimne den Wert von 20 )(nl - 3?(:5 )0 =4 sy n=—6, dann

fiirt n=28, und fiirze die erhaltenen Britche ab.
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Ritrze folgende Britche ab:

1w 202 BRSO s O hans
8.9 5, HEEE oILEn

19. 125;1_51?;—320;:' R0. %i‘ 2L g:;:%%%i
22 Eﬂj—s ;:;,1-{- 1 'l 3. 11:_ 3?11:—% .-24‘ 1g Z: : ?(? aj_ 4-171 g
e B L B

xt44x*—5x42 e 2al—alfdaET . o
28. *—x*—3x 2" Pr.f.x=3. 29. 2a*—15a% -+ 29a% —48a -+ 14

2 8a® 41 S
B, = ifac2. 5L Batl grfa=1 32 GEIL

xt—yt xt—yt ¥t 2x%4-4x°
e e 2 Eﬁ?y % 8. — g

5—8a?b® Sy 4
36. :_,__e_ 4:‘F' 37. x° = 4x” Pr.f.x=2. 38. X_Xe_ix-l—x

Beredhne :
39' ;;ét_}.{+4 fi’ir X :2 : 40. ﬁﬂ_ag furx:a.

X b= S LS —4x?*—3x418 .. o
dzl._x—————.3 ey fitr x 8. 42. 3:;3—- B Blx—B6 X
43, TP file y =2 wnb file y=—2.

Berechne die folgenden Briidye fiir jenen Wert von x, fir wefd;en bie-
felben {djeinbar unbejtimmt {ind.

= 4. Z1- 6. L5

~ Addition und Subtraction der Briidye.” (§8. 93, 94)
4, =12 48, X 12
g9, 2E2x 2oy po, 2 tn_m—3s
TR e e e,
B% e ey m—?ﬁ%‘i—p-
53. a2, 54, 33— 2T 5. Wit

56, x —*—1 Tl CeR BRIy



59'1+a+h 60. 1_:;;))
61. %’E;ﬁ -1 : 62. ’1—;: S
63 x+y+ 2 Priix——3 y=—5 64 a—14 %41
65. m+n—"ij_'_’f‘. 66: g | pr — & _Bb
67, 14 £ 0= v
e
1. a3+3a2+3a—f—1. o +4a‘:i?a2_‘|‘4a
2 (Fatdvtto)+(Fatingdo)

G k) (e ) 4 (et t)
74,(%_@__4_0) (,_24)+?g_
"5, (%F_Bx+y)+(__f§1+ )
%6. (p:l 4gb _|_3b") (4A#@_2§=)_
77.;+§—-z. : 78.1—55_7‘}
79.%+£+i. =X L"i
81. ;:;1]: 130:::‘ e bg + 5 S]SwIJc fitv a = 10, b = 2.
82. 'z% L i;‘;;’ 23:‘;}!. Probe filr x =2, y = — 1.
8. ¢ L 8. Lot Pt
w bbd TiE B ubn b
86. i+ 1y : gy, AAX . 25
i rf;-—;,%y'- : a9 2(x}-{~y) 1
go; BT ¢ m gr 2tn_ n
92. 3dhler und Nenner des Brudjes % jollen 1) um m vermebrt, 2) wm

m vermindert werden; wie grof ift die Diffevens awijdhen dem ge-
gebenen und dem jedesmal entftehenden neuen Brude?
Wioénik=Neumann, Lehrd, b, Arithmetif u, Algebra f. b. obeven CL b. Mitteljd). 26. Anfl. 14
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64 3x* 2 —3x* 3a°—4a 45 4a2°+5a—6
9. 9_—4x® 344x* M. 6a—7 -+ 8a—9 °
2 5 4 2x 3x-+1 4x—3
95. 2x—l_3x—1+2x—3‘ 96'x—1+ x—2 x—3°
L 2 wasg i ] ous'd
97. 2x+3y 2x—3y 98 a!+5ab—Db a—b

6x(2x—38y) 6% (2x+3y)
99 2x—by 6x45y _|_3x~}ﬂ

*a'Ff4dab+b* a+t2b°

_'9x+3y—12x+4y Bxty
Wit MR T
g
el f et 105, 204 20 be *

106: 2000 acbibo L D08 gy f b g h——3 =2

ab a6 be

107, 5a—8Db Baﬁb;a:i}!_l_’_‘i@ Prara—5ah-—20

a+b +a—b a+h a—b "’

1 1 2b 24 Sl
L=l gt e p s g« e s i L L e e

[ e e R e el e

g R | v toy+41°
a—1 a*—at1 a-+1 a*+at1 2a—4
110. 1_a+1+ a1 _;—_}L—i_ ad—1 . oat—1

ab ac be

* la—c)(b—0c) (a—h)(b—o) ) a—Dbla—c)

1 1 1
: a—(b+c)+b-—(a-{—c) +c—(a—i—b)‘
a*—2ab—4b? a—2Db 114 1E

e Dl e b
“attab  (afbp? a®—ab®

e e b e

1

xB

a*—16abt  at+4aTbT * Xy By cixt—g

e

1

6x*—x—1 12x*—12x13'

2x—1 Sy PAiAR
118. Exs_x2_3x_1_2xs_3xz_x+l- %31‘. f. = 2

119, SEtOxFIL  Sx -8 x4 g fx—=—3,

2% F8x—2 . x+2 e :
120. 3 iliﬂ—_i_ 1:: nt; 122]11:1 :"_3‘: 2t * B;gjn_;;l—n (5—1116322.'
121. exs—ﬁfx_xiiéy’—éxﬂz_ﬁ;?ieyﬁsx”3—x7t;i2y*'
2 S
i +§§;;2‘3X% A [= 5]
123, X o MBToy) | Won@oy) =

E

932 —2 3313 ab—b

1
x—2y

]
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124, 22'—8ax 2a'—38ax 10a?x*—7ax? ' _BX
2a—x 2a-x 42’ —datx —ax?fx¥ ~a—x
s SF i Mddixy ey xixy
125. 18x*—6y bext—6y? 3t 6y 5X’)’+2?', [:1]

~ Multiplication nnd Divifion cines Brudyes durdy rim gun;c Bahl. (8. 95)

126, 22 3¢, 127. 2 2m PR, A3 oa
129. 12;;};‘, ys.  180.2=b.9y, 131. ﬂ (a—b).
132. (4+"La) 133. (1 2l )
o X2y 3n 2 m
134. TEaaya ) 2xy. 135. (;fnli +3% G oy ) 120,
i 3
136. (%4-?4-;).111. 137. +’“+3ﬂ+4) <
i 2
198, (L4 L2 ) a+) ;ﬁ“- 2 1),
a 2 [ b 2 L at
1o, (148X 2E0A L) rpe Faber 4 o9
Pr. f. a=2 b=025, c:?u
2x? 5X“ ,3§Y 3.5k 2
Mg == D (4x —b5xy+y?). Pr.f.x=>5,y=—0b.
142.1—(3,3—b2)(a+b st Ay
143. 220 2, 144, ‘951’25 s — dax. 145. 1%+ Bmy.
146. .1_92:%1_’1315;113113, 147. ?_;1;;1 : 8qy. 148. 3}1,‘{)— : 2ab?
149. (14222):2m, 150. 2D) ; a4-b).
b x? YN 8a®bh? 12 =b8
151, (22 428 ab, 152. (m Lo ) dam?.
Ga-Bab—6b* e 5 e e
158. s R :(3a—2h). Probe fiix a =5, b = 10.
154, 1=2RS TS0 s (12 - mY). Probe fiie m = — 4.
Multiplication und Divifion durdy cinen Srudy. (§§. 95.-99.)
155. ax. 2l 166, 4x2y*. 220 152248, 2%
i . 2 a-l-x : b
158, (a—2) G5 189 4 —x). 160. 3ax. (a2 ).
2ab 3ax 6a 2b l4c b
161. =75 ( cm ;62 7b°'3d" _15) ("—E‘)

e



212

%
2a 4y® 6b 3 g Hby oo e
163. gb'ﬁ'ﬁ'ﬁ\%k'\\ 164. W}T""lOa”za'ﬁbs S SNaG:
165, 2P 2D 166. (1+ b
2a+3x 422 — 9p?\2
16%. ) 168. e )
169 292 —ax a?x®—axt x*42x49 x'—8x
*ax—x® " 2a—x t_5x2412° x+47°
X} m 85 X—m a! ”',) 3 b?
171 _X'-“m) MEmt IhN 3BT AR ARE
e ( )( )\o+b fe PR AR b
S g
174. ( a m-{b‘l. n—lg_\l oo P m=T

175. (x(x_|_y) it y(xxii_\ : .x"—f'\)') (1 - x—[—y s:Bt f\—S v

176. (@—ﬂ’+3) 2 AN G fa_ b= 2 =71—.
174 (6£+5— ) +—-+\2} %rfx—ﬂ'-: :

s (- yot %) (2 ) (3 hwe by S ht
1. (G 3-55‘%—“‘) GRi-s+ 8N
180. 2am : 2™, 181. 6aﬂx;—§23;—y. 182. 12a%ht: 4_*‘.;’-
183, (x+y): SEY 184 3y RO T (xz—ys)L;(AgjL%).
186. (a2— D) : 21D | 187. gﬁ—l‘jz %%; ' \‘
1 S 159 z;‘;":f : ;;*siz”:- A

a—2b\ g2 %edb iR %
192, (1~Wﬂ).(;:-210 250). robe fiir a— 1, b=2,

193 (1-“—33');(3”3’“3\):(xs‘_yz) Brobe filr x—4, y—9.

x—2’_{_+xy—l x:—lil_. i % x+l e
194. ( g )( x) ( ) Probe fitr x 3.

195. 8;;: 8%, Apee ) Probe filx a=—1, b=—2, c.=—3.

196. (a®—b?) : <“+b) . (a®—D?), Probe fiix a=4, b=—1,




198.
200.

o
>
o

203.
204.

206.

207.

210.

213.

215.

216.
218.

220.

223,

213

7 (T—l—"é — a) : (1 —l— 2l ‘].Erﬁf)e fir a= — 2.

dora 08 xy 3x x 8a8 x> 59aF

N T (T N C

iy 1 +35) 5y 125/ "\ 3

(8x8 27a”) (2x2 @_ 201. (2&2_8._):_8)() 2a_§35)

27y‘_— 8 h® 3y  2p 16 3 4 )

Bl y" _12af y) e a0 y_i)

42 3al 2a‘ X :

3zt 4xty Sx Sy

e _3) BFe-1)

aﬁ-|—7a"y+25a.3y”+483 8+ 86ay* ( _2111_) e
asy_27y¢ * a’+7y+a_3y e "‘?

ek a0 e V=3 s oty

"{1Qa‘z+aue 6a’—a—2}_[3a+2_ 12248 }

{a”—-2ab 2nb-—-b¥}.{%a”-ﬂ%abw%h" at[:flz;;‘_a[;l+b]

4a’b—h®  a®—2a%bf ' |22 —3ab—21* 22 —ab ab
a x—1
bt 208, 2F2 209, =1
B S X
a m—n x*—1
;1:41;_ a_*_b;t_i—_ay g L XI—2x 48
o b | S gt
et S iz RETEY X_zii—_?'ﬁ-}
1+x X Ty X
maEh 3x-4 8y 5x—f—8y
a=b L atp o14, —2¥ 5 +
bty b ? _X___x_ i__Y_
a-+b X—y Xty ¥ X
(+x11+y)(1+2)
Bejtimme den Brud) 7 —XNa—y)i—2
—m—n Sty e Rie
fur X_m+nr y 11+p Z E+m'

Madye die Probe:

Bul2fira=—2 b=2 217 u193firx—12 y—3L
4
5

Bu 196 fiirt a=2, b=—2 219, Bu 197 fitxr a— — 4
x—2 a b 1

T xte 991, aFb b a—n Fi
x_:<—|—2' Saaih g B ROy e
x—2 at+b a—Db X—y y
a*—ab+4b? :

Si=DEi a

[ R __F'

a4 b a
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15.

12. Decimalbriide.

Verwandeln gemeiner Briidye in Decimalbriide und nmgekehrt.
(§§. 101—103.)
Berwandle folgende gemeine %ruclje in Decimalbritche a) durd) Er-

weitermn:

La)b) 0l 0% 05 Dig

2. a) &; b) +; c) §; d) 135; e) 20e; f) '9[‘72%‘

3 B 0 R ITAT _ 0-265625
$a)L; b) %; gt o)t e) 53
4. 3) & b) &; o) 5ieoih dy 428 €) 1or; f) I”9("]0%{1'
3. 8. =23 =002
b) SDm:cIJ Divifion:
5. a) 3 4., b) so5; ~ ©) ‘&‘, QA8 o) oy L AH
6. a0 DA, ofh R o & DR
Bermwandle folgende Decimalbriiche in gemeine Britche:

Nea) U220 ) TeT0e e 0- 002 -« d) 17°525; - -4).0:9518,

8.a) 0:6; b) 0-i8; ¢ 4:06; d) 26-752; ) 6324,

9.a) 0-81; b) 0-04i; ¢) 8-567; d) 0-4378; ) 0-90243,
10. a) 0-73; b) 15°351; ) 0-79324; d) 0-29074; e) 0-234684.

Redyuen mit unvollfiindigen Decimalbriicdhen. (§§. 104.—107)
11, Riteze auf 3 Decimaljtellen ab: ;
a) 20°T917, b) 3-14159, ¢) 0-8398, d) 81:57924,

12, 0-91654 4 0-17357 - 0-23408 4 0-16999 - 0-879. (3 Decim.)
13. 19-3875... 4+ 23-473.. 4 58-378.. 4 8-4531.. 4 0-082..
14. Berwandle die Glieder der Reihe

1.513.3 18 2.;,.4 i 3.1.5 i W.ilm

in Decimalbriide und bevedjne die Summe auf 3 Decimalen.

Berecdhne chenjo auf 4 Decimalftellen die NReibe
] 1 1 1
e teitsae T oass Teas 0 2681012

16.
18.

88-9397 — b1 -4823. (2 Dec.)
8+2315 — 3-5678. .

20. 7.9°2587. (3 Dec.)
22, 12:0748.1-91345. (4 Dec.)

17, 4-37147—1-6392. (3 fbec)
19. 35:79..—10-809.

21. 0-9156.23-851. (2 Dec.)
23. 81-2867.0-1234. (3 Dec.)
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. 8-14739.7-10936.2:51446. (4 Dec.)
. 1:045.1:045.1-045.1.045. (6 Dec.)
b Beftimme auf 4 Decimalen
=(@a+b+c) @atb—c) (a—b+ec) (b+c—a)
filv a=1:30785, h=2:09122 ¢ —2:80116. . -
27. SBeretf[)ne die Jeibe

o9 0 1o
[=CE LT

m—l 1) @m—1 (m—1)(2m—1)(3m —1

1+_ z_l_ 3)3(m ) i )(23413‘( L
fiix m=3 unh x=0-015 auf 7 Decimalftellen.

28. 8343 2-1335.. 29, 0:37><15:0816. .
80. 2955 >¢0+1663. . 31. 6:04..><0-0085. .
32, 28-1364.. > 7°089.. 33. 0-1956. . >¢0:8091..
34. 45-12345 : x.(3 Dec.) 35. 986:256 : 127-85. (2 Dec.)
36. 13-794 : 28-376. (4 Dec.) . 87.0:7123:43-566. (4 Dec.)
88. 154:06:0-649. (2 Dec.) 89. x:7-825. (3 Dec.)
40. 7-24257:19-14. (3 Dec.) 41. 0-436861 : 18-547. (4 Dec.)

42, 1 Rilogramm = 1-T85523.. Wiener Pfund; wie viel Kilogramm be-
tragt 1 Wiener Pfund? (5 Dec.)

43. 3-187:5°3185.. 44. 912-857:0-118..
45. 53-4428. . : 2z 46, 71-293..:8-8764.
47. 0-3497. .:4-284.. 48. 9-2737..:0-0856. .
49. 0-00869..:3-846. . 50. 30-2582..: 0- 713:)6
51, 373145.. X 3°4906.. - - 52, 3:027.. X8 9579..

" 7°2084.. X 8°7449.. 9°461.. X 68047 .

53. 1 dm® Quedjilber hat ein Gewid)t von 13-5959 . kg ; me[c[)e? Q}ofumen
hat 1 kg Quedjilber?

-54. 19 bes Nquators hat eine Linge von 111-3066. .km — 15 gengrapf)iic[)c
Deeilen. Welde Entfernung Haben 2 DOrte des Aquators von einander,
beren geographijche Qingen 8° 17" 35" bitl. und HT° 13* 24" Hitl. find?

55, 1° eines Grdmeridians Dat eine Léinge von 111-1111. . km = 60 See-
meilen. Wieviel Seemeilen Hat eine geographijche Meile?

13. Berfiltniffe und roporfionen.
a) Berhaltniffe. (§5. 112 und 113)
1. Riirze folgende Berhiltniffe ab:
a)10:24; b) 72:56; ¢) 120:48; d) ax (m* —n?):ab (m 4 n).
2. Dritcfe folgende Verbiltnifie in den fleinften gangen Jahlen aus:
a) 4:63; b) 128:8%; o) $r1f; 7 4) 168:64.

€) 0:75:0-625; 1) 3:208:1°28; g) “;y-xb_xf~
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3. Bon zwei Korpern legt A in jeder Minute 80 Meter, A’ 96 Meter
juriic; wie verhalten fich ihre Gejdhwindigfeiten?

4., Der Kivper A legt in a Beiteinfeiten diefelbe Strede Furiict, wie
A’ in a' Seiteinheitert; in weldhem Verhiltnifie fehen ihre Gejdpindigeiten ?

5. Gin Meeter verhalt fidh su einem Wiener Fufy, wie 174 : 55; wie
verhdlt fich ein Decimeter su einem Wiener Joll (; Wiener Fuf)?

6. Auz 1 kg feinen Goldes werben in Dfterveich 164 Bmmtarg-
RQuonenjtiife, im Deutjchen Reiche 279 Jehn-Warfitiice geprigt. IJn
welgem Berhiltnifie fteht dag 10 Kromenjtitd zum 10 Martitirce? Stelle
bag Verhaltnis a) mit dem Vordergliede 1, b) mit dem Hinterglicde 1 dar,

7. Wie verhalten fih die Flachen zweier Nechtede, von denen dad
eine 28 Meter lang und 15 Neter breit, das anbere 25 Meter lang und
16 Meter Lreit ift?

8. Bon zwei Dampfmajcdhinen fann die eine in a Secunden b Kilo-
gramm ¢ Neter hod), die anbdere in a’ Secunden b’ Kilogramm e’ Meter
hoch Deben; wie verhalten fich die Leiftungsfrifte diejer Majchinen?

b) Proportionen (§8 114—122)
Qbje folgende Proportionen auf:

9. x:5=3:§. 10. 31 :x=15%:5,
11. 41:43=x:8% 12. 31 51—-7“::1

13. x:0-35—2-38:1-25, 14. 14-35:218-275 =918 : x.
15.%-£=x-£ 16. x:3§=m?: 32,

i X (m-2n}_(6m+8n) (2m —4n).
18. (6a—bHb):x=(12a*—4ab —5b?:(8a — 2ab—3b?),

19 mi—n* mdn  m'—Zmnn? s
'm“-{—n"m—n_ m+n .
8
20. (b 5 25) ix=(b+ bl

Forme Fundchft die fofgenben ‘Brnportwnen fo um, dajs x nur in
cinem Gliebe vorfommt, und [bfe dann diefelben auf:

oL (23 x=T%l 2. (xt+a):x=hb:ec.

2B oxie—n =1y 2 2. (a—x): (x—b)=a:h.
25, (1+x):(1—x)=(1+2%:2a
26. x:y=2:5; x4+ y="0. Rloxiy=1:2: 4x—y=12

28. Fithre an der Proportion
20a(a—+b):12a=25(a®—b?):15(a—h)
die in den §§. 118 und 119 begeichneten Fovminderungen durd).
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29. Wemnn a:b=2:3 b:e=4:9, ¢:d=3:5 unb d:e=23:8
ift, wie verhilt fith a:b:c:d:e?

30. ®egeben ift a:d=4:3, ¢:d=>5:6, b:e=20:9, b:f=5:9,
e:c=23:5; wie verhilt fih) a:b:d:e: f?

31 Cin Kilogramm verhilt fid) zu einem deutichen Pfund wie 2:1,
ein deutided Pfund u einem Londoner Pfunbd wie 43 : 39, ein ruffijdes
Prund zu einem Lonboner Pfund wie 65: 72; wie verhilt fid) a) das
Lonboner Wfund, b) das ruffijhe Pfund zu einem Kilogramm?

Bejtimnte x, y, z:

32 x:y:2=2:3:5; x+y+z=060.

33. x:y:2=2:3:5; 2x —3y+ 4z=160.

4. x:y:z=m—1):m:(m+1); x—2y43z=a.

c) Anwendung der Proportionen.

Angewandte Aufaaben mit einfadjen Verhaltnifen. (§. 123)

35. 9g Waffer enthalten 1g Wafjerftoff und 8 ¢ Sauerftoff. Wie-
viel enthilt 1 kg 375 g Waffer von jedem VBeftandiheile? Weldhes BVo-
[umen Hat diejer Whafjerftoff, wenn 1 dm® Wafferftoff 0-0896.. g wiegt?

36. Dag Kronenftitd wiegt 5 g und ift 0-835 fein; wie viel Silber
enthilt es?

- 37, Wenn die Luft auf eine Flihe von 1 em?® einen Drud von
1-0033. . kg augiibt, welcher Quftdruct laftet auf einer Fliche von 1§ m2?

38. Cin Land von m Quabdratfilometer 3ahlt r Cimwohner; a) wie
viele Ginwohner fommen bei gleicher velativer Bevdlferung auf n Quadrat-
filometer; b) auf wie viele” Quabratfilometer fommen s Einwohner?

39. Dag Vorderrad eined Wagens Hhat a Mieter, das Hinterrad b
Meter im Umfange; wie oft hat fich erftered umgedreht, wenn leptered m
Umldufe gemadt Hhat? _

40. Gin fid) gleichjormig bewegender Korper legt in a Secunden b
Meter zuviict; a) wie viel Meter legt er in t Secunbden Furit; b) in wie
biel Secunden legt er 8 Meter juviit?

41. Die Gejdhwindigfeiten zweier fich bewegenber Kbrper verhalten
fich wie ¢ : ¢'; wie viel Jeit braud)t der Fweite 3u einem Wege, 3u weldem
der erfte t Stunden braudht?

42. Bon ecinem Gafometer, welded 11-2 Cubifmeter fajst, werden
fiiv eine gewifje Beit 92 Laternen mit Gad verjorgt; wie viel Cubifmeter
mufd ein Gajometer DHalten, um 148 Lampen auf ebenfo lange Beit mit
®as zu verfehen?

43. Gin Manufeript gibt 162 Seiten, jede zu 50 Beilen; wie viele
Geiten wird es geben, wenn auf jede Seite 45 Jeilen fommen?
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44, Gin Borrath vor Qebensmittelt reidt fiir a Perfonen auf b
Tage; fiiv wie viele Perjonen veidht dber namliche Vorrath ¢ Tage ldnger?
a="12 b="52 ‘¢=65.

45, Gin @taaté[oé im Nominalwerte von 250 f{. wird im Courfe
122-25 (fiiv 100 des Nominalwertes) gefauft; wie viel fojtet es?

46. Jemand fauft eine Cifenbahn-Actic von 200 fL., welde jahrlich

% Binfen trigt, fitv 186 fl.; zu wie viel % legt er fein Geld an?

(47.'Gin Capital bringt in t Jahren z Kronen Bing; a) wie viel
Bins bringt e8 bei gleihem Procent in t' Jahren; b) in wie viel Jahren
bringt e8 z' Qronen Jing?

48. 3u wie viel % mui3 ein Capital angelegt werden, damit e in
t' Jafren ebenfoviel Bing bringe, ald 3 in t Jahren jup% 3Jing bringt?

49. Beim freien Falle ift der uviickgelegte Weg bdivect proportional
bem Quabdrate der Beit. Wenn nun ein Kocper in 5 Secunden frei fallend
24525 m uriiclegt, weldjen Weg legt er in 61 Secunben juvit€?

50. Jn weldem Verhdltnifje fteht die Oberflache einer Kugel zu ihrem
Rabtusg? Die Rabien zweier Kugeln verhalten i) wie 2: 3. Die Dber-
fliche Der fleineren @ugei betriigt 60 em?; wie grof ift die ber andeven
Kugel?

(51’ Sn weldem BVerhaltniffe jteht ber Rauminhalt etner Kugel zu
ihrem Radiug? Die Rabien zweier Ruge!n verhalten fich wie 1: 10. Das
Bolumen der griferen .@uge[ ift 800 em?; wie grof it dad der fleineren
Sugel ?

Angewandte Anfaaben mit sufammengefehten Vechaltniffen. (8§ 124 u.125)
52. a Rilogramm Garn geben b Meter Leimwand von ¢ Centimeter
Breite; «) wie viel Peter Leinwand von ¢’ Centimeter Breite geben a’
Rilogramm desfelben Garng; #) wie breit wird die Leimwvand, wenn aus a’
Rilogramm Garn b’ Meter gefertigt werben; y) wie viel Kilogramm Garn
braudht man, um b’ Meter Leinmwand von ¢’ Centimeter Breite ju erhalten?
53. Gine Miihle mahlt auf a Gdngen bei b Wmbrehungen pr. Ninute
in ¢ Stunden d Heftoliter Getreide; auf wie viel Gdngen Founen bei b’
Umbdrehungen pr. Minute in ¢’ Stunden d’ Heftoliter geliefert werben ?
54, Von jwei NRibern, welde ineinander greifen, Hat das eine a,
bad andere b Jihne; wenn nun dasd erfte Rad in 8 Minuten m Umldnfe
madht, wie vielmal dreht fich das gmeite Rad in t Minuten um?
55, Fiir 25 L. werben auf einer Gifenbahn 14 Centner einer Ware
14 Rilometer mett befordert; a) toie viel Fracht wird man zaflen miifjen,
pamit 103 Gtr. 76 RKilometer weit befiordert werden; b) wie viel Ctr. wird
die @lienbaf)n filr 455 fl. 63 Rilometer weit Eefnrbern j ¢) wie weit werden
174 Gtr. fite 32 1L, gefubrt‘-’ -
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56. 6 Arbeiter vollendeten in 4 Tagen einen Graben, welder 300 Meter
lang, 11} Decimeter breit und 33 Decimeter tief ift. Bei einem weiten
Graben erfordert bie Fordevung von 5 Cubifmeter ebenjoviel Beit ald beim
erften die Fdrdevung von 6 Cubifmeter. Sn wie viel Tagen vollenden den
gweiten Graben 10 Arbeiter, wenn derfelbe 280 Meter lang, 82 Decimeter
breit und 5 Decimeter tief ift?

57. Bie viel Fing geben a) 1287 K, b) 3745 K, ¢) 8391 K 34 h 3u
53% in @) 2 Jahren, #) 31 Jahren, y) 2 Jahren 4 Monaten 18 Tagen ?

58. Wie viel Jing bringen 3600 K Capital in 125 Tagen a) 3u 6%,
b) su 4%, ¢) 3u 43%, d) 31 5% ?

59. Cine Staatsfchulbverichreibung von 500 fl. wird am 17, Auguft
gum Courfe von 102 eingefauft; wie viel mujd man dafite bezahlen, wenn
bie riidftindigen Sinfen (De3 Nominalwerted) a 4L feit 1. Mai su ver-
gitten find?

60. Jn welder Jeit geben 5844 K Capital, su 429 angelegt, 7444 K
[ing? :

61. Wie grofy mujs dbag Capital fein, weldes s 51% in 2L Jahren
9763 K Bing bringt?

62. Bu wie viel % miiffen 2424 K angelegt werden, damit fie in
31 Jahren 7271 K Bing geben ?

63. Wenn ¢ K Capital in t Jahren z K Jing tragen, a) welden
Bing bringen ¢’ K Capital in t' Jahren; b) weldes Capital bringt in t’
Japren z' K Bing; ¢) in wie viel Jahren bringen ¢’ K Capital z' K Bing?

64. Cin Capital ¢ wird nad) t Jahren zuritcgezahlt; zu welder
Gumme (8) ift es bei p% einfachen Jinfen angewadjen?

100+ tp
100. " °

65. Cin Capital e, weldes nach t Jahren obhne Jinfen fdllig ift, joll
s Anfang diefer Jeit audgezahlt werder; wie viel (b) hat der Schulbner
su entridjten, wenn ev wegen der fritheven Bahlung p% einfache Binfen-
vergiitung anfpricyt?

§=2¢0.

Gpb ; G : rae iy
b=c¢c— W00 pt (Digcont auf Hundert). Bei Heinen Tevminen wird in unvidtiger

cpt
aber bequemer LWeife Faufmannijd) dev Discont von Hunbert bervedinet; b = ¢ — %

66. Cine Wedhfelfumme von 2813 fl. 15 fr. wird 2 Monate vor der
Verfallszeit mit 4% Digcontiert; a) wie viel betrigt ber Discont; b) wie
viel Hat ber Qiufer su bezahlen?

67. Die Capitalien ¢!, e, ¢'’... {ind besiiglih nadh t', t, ...
Beiteinheitenn (Sahren, Monaten,...) unverzindlich u zahlen. Alle Balh-
lungen follen auf einmal geleiftet werben. Wann mufs die Gefammifumme
g=c' 4 ¢ 4 ¢ ... gejablt werden? (Terminrednung.) :
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68. Jemand hat 2000 fl. nach 21 Monaten, 1500 fl. nach 8 Vonaten,
3000 ff. nach 10 Monaten, 2500 f. nach 1 Jahre 4 Monaten unverzindlic
su 3ablen; wann mufs die Jahlung gejchehen, wenn die Swmme aller jener
Termingahlungen auf einmal erlegt werden joll?

@heilvegel  (§8. 126 und 127)

69. Jn bem zur Bereitung ded Sauerftoffed verwendeten Kalinn-
dlorat (KC1O,) fommen auf 39 Gewiditstheile Kalium 35°5 G. Ehlov
und 48 &. Sauerjtoff. Wie viel Sauerftoff erhalt man aus 100 g Kalium-
dlorat? Weldhes Volumen Bat derfelbe, wenn 1 dm® Sauerftoff 1-433. . .9
wiegt?

70. €3 joll. die Bahl 3710 in 4 Theile getheilt werden, weldpe fich
gu einander verhalten wie die Bridge 3, 3, 3, 5.

71. Ginte Summe von s Kronen ift in brei Theile a, b, ¢ fo 3u
theilen, Dajd fih a:b=m:n und b: e =p : q verhalte.

2. Jn der englijhen Schwefelfaurve (H, SO,) verhilt fidh das Gewidht
beg Wajferjtoffes zu dem Ded Scwefel8 wie 1:16, dag Gewid)t desd
Sdpwefeld zu Dem Des Samerftoffes wie 1:2; iwie viel von jedem der
3 Grunditoffe enthilt 1 kg Schwefeljaure?

73. Drei Perfonen follen 9150 fl. jo unter einander theilen, dajs A
jo oft 5 fl. ald8 B 3 §l,, und C fo oft 3 {l. al8 B 4 {l. erhalte; wie viel
exfilt jebe Perjon?

74. S Kronen {ind in 4 Theile a, b, ¢, d jo zu theilen, dajd a:d
='mbiberd =— i qrundi cubi=—rv5 {ei.

5. Das Bwanzig-Kronenjtiid hat ein Gewid)t von 6-775. . g (praftijd
6-T7 g, Heinftes Gewiht mit Annahme-Jwang 6°74 ¢) und ift 0-9 fein.
Wie viel Gold und Kupfer enthilt e3? Wie viel Stitfe geben 1 kg feines Gold ?

76. Gine Crbjchaft von 18420 K foll unter 4 Perjonen getheilt
werden, dajs AL BL CE und D ben Reft erhalte. Vor der Theilung
ftirbt 1ebnd) A, unb bw iibrigen brei theilen nun auc) den Antheil des A im
Berhiltnifie if)rer uripriinglichen Wntheile unter fich. Wie viel befommt jeder ?

7. Drei Gemeinden evhalten fiir geleiftete Crdarbeiten 750 fl. Aus
per Gemeinde A arbeiteten 11 Deann durd) 10 Tage zu 9 Stunden, aus
per ®Gemeinde B 9 Mann durd) 9 Tage zu 10 Stunden, aus der Ge-
meinde C 15 Mann durd) 5 Tage ju 6 Stunden taglid). Welden Antheil
an jener Entlohnung wird jede der drei Gemeinden haben?

78. A Deginnt am Unfange bes Jahres ein Unternehmen mit einem
Fonde von 8000 K; nad) zwei Monaten tritt B mit 5000. K und nod)
awei Donate fpiter audh) C mit 3000 K dagu. Beim Jabhresabidhlufie zeigt
fid) ein Gewinn von 1059 K; wie viel befommt jeder bavon?
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14. Gfeidungen des erfien Grades.

L Gleidjungen des erfien Grades mit ciner Ynbekannten. (8§ 128—132)

Yringe folgende Gleichungen auf die geordnete Form und beftinmme

Den Grad Derfelben:

40.
41.
42.

43.

i1 x—;—%-z?. 2. x—a)x—b)=@x—e¢) (x—d).
L L 1 1 1

bt e o il oy b

B, (x—a)@—(x —b)?=ck 6. (x—a)?+4(x —h?2=c
=2 8 (x3—2)% —(x —1)P=4

9 (z Zaix p 0. 2 =5=1

11. a:(a—l—-x—) ( _) o

12. 9 —(b—2x)=—3x } 1. 13. 5(x—2)—-—2x=2(x——1).
14. (a+b)x=2a —(a—Db)x. 15. a(x—b)=h(a —x)—ec.

16. m(x—a)—n(x —b) = (a4 b)x.

1. 32x4+9—9@+3x=30+3—2((x +6).

18. 8x—1):@dx+2) =6x—9:3x—4.

19. y(a—y)4 (b—y)*=a®—3b%
20..ax =bx-+ecx 21. ax-b®=bhx |} al

22. ax —27=a%—3x, 23. a?x+a®—abx 4b®4b2x=0.
24, a?x fad4faxtx—1=0

25. a?x —at—D>b2x —b% 26. a*x+{at=x-1.

27. ax—at=Dbx—b* 28. ax +at+4bx—bt=0.

29. 2—x) B—x)=4+1x) 3 + x).

30. z4+1 z—1)=2z>+z-+1.

81, 24x% @x4+14+@—3) 2x —1)=0.

82. .x(x —2a)— (b—x)? =3b%—4a?,

83. x+2) x+43)—4=(x+4) G-+x—

34, x4+824+x+3)?=x+12)?2+ (x—5H)%

85. (13x}3)2— (Bbx+10)2 =(12x — 3)2.

86. x—bhH)2—(x—92=144. 87. a?(a —x) —b?(b4x)=abx.
38. (a+b—c¢)x—(a—b—ec)x—(a?+ b? 4 e?)=2(ab+ac+be)
—(@a—Db+c)x,
39. B(y—2—5.5—4Q2y—6)=y —19.

Hx+410) —4{160 —3 (3x —2)+2x)=2 —x.

58 +( x—7)}—7(x—!—5)—|~3 343 —x)—x—10.
x—2x —[3x— 4x —5x))}=

2x —2k—2 [x—2(x—2)]}—0
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44.
45,
46.
479.

a?(x—b)—b?*(x—a)=a’(a—x)—b2(b—x).
(x—a)—(x—b)?+3@a—hb):=0.
4(x—a—12+b(x—3a—2)2=3x-| 1)2
[(a2—1)x —1]* 4 Rax —1)=|[(a* 4 1) x4 1]

48, x—2):(x—5H)=3:2.
49, x—5H):x—1)=x+D:x—"7.
50, @x®+x+1):(x*—9x—2)=2:1.
5l. (x—a):(x—b)=(2a—x):(3b—x).
52. 2bje die Gleidhung 2s=n (a, + a,) nach allen darin vorfommenden
allgemeinen Sahlen auf.
5. 2= 3—4dx. B X pZX_x41
Bp, SEELETE 7o 56. a—b—2b_g.
e L 5S Eiaf_tzf_)_%:cm
He e % ax a ;
Ax®—6x— 17 5 > m n
59. I_ax—1 2 60 s o)
g—hsa X ey
61. b-—zz——z—' 62- ;—b—:f_d"
a—b SRR A e { 13 . LU
b e _ oL s Al s
9x48 3x+2 8x—3  3x44
65. G s =aF1 862 it o L
Lo e S SR R a+b _b—a
67. -+—+-——a—‘b+§+§é 68. ;:—E.X—‘iabf;-_FE.X.
a+b _b—a al4-b* '
L e e o
i is fash
0. {1+ +b} G e {a_ _1}
<. 5 —|—Z+1+‘"‘”1___|__
3 23
~72. §+§“+g+?+ﬁ_9zx+é§.
X X b ax bx a8 b
3. x—I—a_x—a:x-l—a‘ “. mx—a+ nx—bd_+_ﬁ—'
%6, (a-Lb)2— ax e b+__ca-
1 1 1 1
GBIl s -y e :
1 1 1 1
. ac—cx bd=dx ' ad—dx bo—ox
xS 3 1
m i3 (1-2) -6 2) wi
Y349 Qe v 2
e



93.
M.

95.
96.
97.

98.
99.

101.

103.

105.

* x+2
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3 5 6
_x—2+ 2 =0

x?—4

1 I a— b= g 2b

b aas S S e
a*—ac Ol e TR

e e T et ex

st e tia X _£_1=0

‘ ab—bx a'*—ax

Lemx i lbme s allicax ey

¢= CmETae ey

x41 x'—4_ 2x+43

ST e G e R
x+5 5x 4 , bx—2 T
; 10+ 5= 2l = O

18 24

) x;a_'_3(x+3b)+i x__—a_o.

a be

7 3 10
+x—3~x—2' J

[lx—1

x+7 x4-b: x—86
x—2 x—8. x—1

x—1 3(x—2) 5
6x2J2x 18x*—2 42){2—141:

. 1@x+5)+8@x—3)—3Bx—T)=1. .

$8x7)— 22— [ Bx—63)— @x-+ 3]
tGEEE+D +3]+2—H=1

SoNx X018 3% (00925,
e
(x—01)*—3x(x—21)=88—(2x+68 (x—0°6)

x —28°87. . ,
Tw—xﬂs 528..
XX_}:: x (x auf 3 Dec.).
a+b,a—1__a—b,a41

43233":1‘(15_ ;) 100, at+1'x—1 a—1x+1

TS o B ginit ;
Tisiesh o Tl
3 X m—l—; 4=
x—!—% x—%_ 2x+1 g  8x—1
I B Gl G 104. X—i X__l_.
e 3 3

a—b va-tb AR e o)
S e 106. aFb_a—b &
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L s s 2
L 108. 3——2_ 2
s Taei
a Susalh e G h
109_ X_Ma2+a_ a"s_i_b'e _;;
a-b a—b
110. (x—1)(x—2)=(x—1)2x—1). 111. x*—ax+4+bx=0

112, x —a=a’—x2, 118, 2x —4=—3x2— 12,
2. Gleidungen heﬁ erfien Grades mit jwei oder mehreren ﬂnhtlmrmtm
(88. 133—136.)

/114 8x —bHy =25, \1}5. 3x+4y=4, {16) 16y —25z=71,
‘1; 3x+1y=386. ~ 12x—6y =5. hz — 24y =9,
A7) Tx4-8y—=23, (AIB) 6x++8y—7, 119. 3y 5z—9,
14x — 4y =6. 2x+ 6y =4. 4y +Tz=128,
120. x +y=3,| - TWie findet man aus der Summe jweier Bablen und beren
x—y=d. ] . Diffeven die beiden Bafhlen felbjt?
121 ax +y=m, 122. x+ my=a, 123, a (x+y)=m,
X—y=n. e Ry b(x—y)=n.
124, y—ax b, 125) y—2x-+3 12. ax+y—a’
y=a'x+b' ° y+1=4x+43. xtay=1.
@D3x —4y—4,  1380x+ 2y =30, 129, 2x —ly—2
X1 i ey
Clae ) e 1 2
—;—l—?—& 132. — o x+y
Fuiding 2 :
VTR T 3x—Ty 2x—9'
6 B x+9
= R 1, 135. zy_8—2,
4 7 2x—8
S B o o
137. §_"5‘_‘|‘2b_|__¥_z_‘l
cf
T
. =y x ) —l—bc ac
188, ax —by=a?} b2, - 139. (a-l—t.)x—]—(a-—c)y:?bc,
bx+4ay=a?} b2 (b—e)x+ (b+e) y=2ac.
140. a®*x 4 aby=>b* 141. a*xtay=a-b,

bx+ay—ah, o

b
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142. ax 4 by=a3, 143. ax + by =a?}+ b3 .
bx 4 ay=D05, a*x +hbly=a%—ab(a—b) | bs
; 1 L ootaskb - 8 B
144, x-—a+y—i—b_ ab ! 145. 2x—3y+4x+y_1'
aprs S Beas e b e R
x—a y+b ab °® 4x+y 2x—8y 48
146, ax+Ly—al, 7 x—(@+by=L"2
%x-!-ay:ai (b—a)x +aby=b2
X L e L | X
148. R v - 149. o
X at Yosmsimoasl Fat e Y YL
a+b ' a—b  a—b a—b a—l—l)_n—b’
2x—big2y—a 8x—2y 5x—3)
150;7 et it e =2 ._151/ -f =x+1,
2:;ﬂ—a+2ya-£-b a.—l;b. Exw3y+4x =,Y+1-
152. x — &Y. =2a+ b + 4ab,_asg_j(§:__bg)r
uobye Rt Sa 2t
153 TE2 _y g1 18441 ;\-—232'75y=10'42,
X_zgézzia&i_ 5-2x — 86y +2:5=0.
1655 Xy — 3, Thbexy—i=Ad
x -+ y =¥50. 17x — 3y =3.
157. (x+2):(y+4H=4:5158. x+y):(y—x): @y—x—38)=9:1:5.
(x—8):(y—6)=2:3.
159. 8=(y+5H):2 160.dx+y) :2x—y)=16:5,
3x:8=(y—2):1. @x+Ty):(x+8) =14:5.
161. 3x+2y—4):2x+3y—1)=3:2,
x —2y—3):2x—38y—6)=2:3.
162. x4+ 3y=39, 163. 3x—4y—= 6,
3x 4+ 22=148, 2x + 3z =26,
4y — 5z==18. by — 6z=18.
164. 3x 4 y+2z=—13, 1656. 6x —4y + 3z2=28,
x+ 2y 4 27=11, 4x — y—3z2= T,
2x 4+ 3y +z=12 2x —3y+4z=13.
166. a,x-+b,y+c,z=d,,

33X+ by +¢z2=d,,
83X+ by y + ey z=d,.

®ib bas Gefets an, weldes in den fiir x, y

] und z exhaltenen Ausbriiden vorherrdt.

Moénil-Neumann, Lehrb, d. Arithmetit u. Aigebra f. b. obeven 6L b. Mittelich, 26. Aufl. 1D
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167, x+y+z=rs5, 168. 0-4x+0-5y+40-7Tz=>51,
Xhy=——a.b 0:3x+04y+0-5z=38,
yiz=bh:ec. 0:2x4-0'3y+4+0-4z=29.
S I e (A - oy YU e e

169- E‘+T+l—5—18, 1‘0' 1"—*— 9 + 2 612:

2 5 2x X Z e
I aE=19, 5+ ¥t =—612
5 4 X y L
a2 T+ 5 +z=612

171, 8x—y—z=10, 172. %-%-ﬁ-%:l,
= y z s
=+ =13 ax=—by " ar-—o0y
i 4 i a+b o,
-2—-—1—% €=10 b%—cz=bx+az‘

G a
Tl iial
173. y+1—2, 174. ?—F—z——a,
FoRd 1 1
=0 Ty
z—|—3___ 1 i
x+1_%' ;—l-—y“ C.
1 1 1 2 3 b
175. —;—}—?"{-"?—EL, 1%6. ;'—?—'—? 9,
kT =h, St g
1 1 it 51 4 6
e e g Ut

114 x-F 218 178. u-t+x4y—z=n7,
i— y— 2 nx—y+z=Dh,
ut y=—12 u—x4y+r=c
u- 2x =26, —utx+4ytz=d

179. 8u—x-+y -4 22=20, 180. 3u—4x -} 2y—25,
2u4-38x—y 1t z=17, du — 3x —2z =4,
u+42x+4+3y —z=21, 20+ y—bHz=3,
—u+x+42y 4 2z=12, 3x —4dy+4 z2=2.

181. 2u—3w-+t+4x—5y+6z= 6,

3u+ w—bx+ y—3z= 3

— ut4w+42x—5Hy4 z= §
R Wiy ey =L o —

ud w+ x4+ y+4 z=15.
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3. Anwendnng der Gleidyumaen des crfien Grades mit einer Unbekonnten.
(88. 137 und 138)

182. Das 3fache und das 4fadje einer Jahl betrigt sujammen 196;
iie grof ift die Sahl?

183. Bon welder Bai)f ijt Der {icbente Thetl um 8 fleiner als ber

britte Theil?

184. Wenn man eine Jahl mit 15 multipliciert, su bdem iBrobucte
20 abbdiert, die Summe bdurc) 4 bividiert und von bdem Quotienten 14
fubtrabiert, jo erhélt man dbasd 3fadje ber fraglichen Sahl; welde Sahl ift ed ?

185. Tie heifst bie ftetige geometrifhe Proportion, deven drei Glieder
um gleichoiel grifer find als 1, 3 und 62

186. Die Fahl a foll in zwet Theile fo getheilt werden, dajs das
mfache ded erften Theiles um d grofer et als bas nfache ded pweiten Theiles.

187, Jn weldhe wei Theile mujd man 60 gerlegen, damit der grifere
Theil durd) den fleineren bivibiert 2 jum Quotienten und 3 jum Refte gebe ?

188. Cine Bahl « ift jo in zwet Theile zu gerlegen, dajd beren
Luotient der gegebenen Jahl jelbjt gleich fei.

189. a) Weldhe Zahl mujs man vom Jiahler und vom RNenner des Brudhes

T(jé) jubtvabieven, damit Der meue Brud) gleih = (%) werde ?

und pom Nenner dedjelben jubtrabhiert werben, dbamit der erhaltene Brud)
Der rveciprofe Des fritheren fei?

190. Gine 3weizifirige Bahl Hat bie Biffernjumme 6; vertaujht man
die Biffern, jo ift die neu entjtanbene Jahl wm 6 grofer ald das Dreifache
per erften Bahl. Wie Heifit die Jahl?

191. @ine fiinfzifivige Bahl hat an der niedrigiten Stelle die Jiffer 4.
Wenn man diefelbe vecdhts wegnimmt und linfs anfept, jo erhilt man eine
Babl, weldhe um 16 grdfer ift ald das Doppelte der erften Jahl. Wie
Detft bie Bahl?

192. Wenn man in einer dreizifivigen Sahl 5 linfd wegnimmt und
rechts anfest, fo exhilt man eine Jahl, welde fid) zur urfpringlichen wie
19:13 verhdlt. Wie Heifst die Jahl?

193. Jemand wird nady 10 dai)ren ooppelt jo alt fein, ald er vor
4 Jahren war; wie alt ijt er jept?

194, (Em Bater ift jept 48, fein Sohn 21 Jahre alt; vor wie viel
Jafren war der Vater 10mal fo aIf alg fein Sofn?

195. Ein Bater ift 36, fein Sohn 10 Jahre alt; wie viel Jahre mufs
ber Bater nod) leben, damit er gevade Doppelt fo alt werbe, als e3 dann
fetn Sohn fein wird ?

15%

b) Weldje Bahl mujgd zum Jdhler ded Brudjes - (13) abbiert
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196. A ijt jept mmal fo alt und wird nad) a Jahren nmal fo alt
fein al3 B; wie alt ift A, wie alt B?

Welde Bejiehung mujs zwifden m, n und a ftattfinden, damit die Anfldfung einen
Sinn habe ? :

197. Gin Bater ift gegenwdrtig 3mal jo alt al3 fein Sofhn; vor 12
Sahren war er Imal fo alt al8 der Sohn. Wie alt ift jeder?

198. Gin fnabe fagt: meine Mutter ift 25 Jabhre dlter ald i), mein
Bater it 5 Jahre dlter al3 bdie Mutter, und wir alle jujammen Haben
91 Ultersjahre. Wie alt ift ber Knabe, die Mutfer, der BVater?

199. Bei ber Theilung einer gewiffen Summe erhilt A a (1000) K
und % (é) Des Jejtes, B% G) be3 meuen Refted und nod) b (500) K
dbaritber, C die nod) iibrigen ¢ (2500) K. PWie viel erhdlt A, wie viel B?

200. 2380 K follen unter vier Perfonen in folgender Weife vertheilt
werben. B erhilt 1imal foviel af8 A weniger 60 K, C exhiilt £ defien,
was A und B jufammen erfalten, und nodh 20 K, D exhilt Z deffen, was
bie 3 anberen Perjonen zujammen erhalten haben. LWie viel erhalt jede?

201. Unter bdrei Perfonen wird eine beftimmte Summe fo vertheilt,
bajd B 20 K weniger al3 A, und C 20 K weniger al8 B befommt; bdie
ganze Gumme ift um 25 K grofer al3 da3 4fadje deffen, was C befommt,
Wie viel erhalt jeder?

202. Cin Kaufmann Hat zwet Sorten einer Ware; von Der einen
foftet a3 Rilogr. 60 fr., von der andern 40 fr.; er will von beiden eine
Mijdung von 80 RKilogr. bereiten, die er u 45 fr. bas Rilogr. verfaufen
fann. Wie viel Kilogr. mujs er dazu von jeder Sorte nehmen?

203. Cin Weinhandler hat zweierlei Weine; von dem erften Ffoftet
bag SHeftoliter 120 K, von dem gweiten 64 K; er will durd) Mijchung
T $eftoliter su 80 K befommen. Lie viel Heftoliter wird er von jeber
Gattung zu der Mijdhung nehmen miiffen ?

204. Wie viel Kupfer (Gehalt = 0) mujd man mit 26 Kilogr. Silber,
bag 0-9 fein ift, Yegieren, um 0-52 feined Silber su erfalten?

205. Bu 24 Rilogr. 08 feinem Silber werben 12 Rilogr. einer andern
Gilberjorte hingugefept, wodurd) die Mijdung 0-75 fein wird; welden
Feingehalt hat die weite Sorte?

206. Gin, Bater fdentt feinem Sohne fiiv jede fehlerfreie Wnfqabe
10 $eller; fiir jede fehlerhafte Aufgabe dagegen mujs der Sohn dem Bater
5 Peller guriicjahlen. Bei 20 Aujgaben ergab fid) nun, dHajd dem Sofhne
pon den erhaltenen Gejdenfen 80 Heller itbrig blieben; wie viele Aufgaben
hat er ohue Fehler, wie viele fehlerhaft gearbeitet?
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R07. Jemand Dingt einen Gdvtner auf einen Monat (30 Tage); er
verfpricht ihm wibhrend bdiejer Jeit die Koft und fir jeden Tag, an dem
er arbeitet, # fl.; fiiv jeben Tag, an dem ber Gdrtuer nidht avbeitet, mufs
diejer bem Herrn I fl. fiir die Koft bezahlen. Nad) einem Nionat erhielt
pev Girtner 18 fl.; wie viele Tage hat ev gearbeitet und wie viele nicht?

208. Bwei Fafer enthalten 351 Liter Wein; nimmt man aus dem
erftert Den jechsten und ausd dem weiten dem dritten Theil hHevaus, jo bleibt
in beiben gleidhoiel itbrig. Wie viel Liter enthilt jedes Fajs?

209. 3n einer Gejelljchaft waven 2mal jo viel Manner ald Frauen;
nachdem 8 Manner mit ihren Frauen weggiengen, blieben nod) 4mal fo
viel Manner ald Frauven. Wie viel MWanner und Frauen waren anfangs da?

210. Jn einer Fabrif arbeiten 62 Avbeiter, theils Meifter, theild Ge-
fellen; jeder Meifter erhilt taglich 2 L., jeder Gefelle nur die Halfte davon;
wiirbe man jedem Meifter von feinem Lohne 0-4 fl. abziehen und dafiic
jedem Gefellen fo viel zulegen, fo wiirde der tdglidhe Lohn um 12-8 fL.
mehr betragen. Wie viele Meifter und wie viele Gefellen find e3?

211. Die BVorderrdder cined Wagens Haben 35 Decim., bie Hinter-
viidber 44 Decim. im Umfange; wenn mun. ein Vorderrad von A bhig B
387 Umbdrehungen mehr gemacht hat al8 ein Hintervad, a) wie vielmal hat
fich jedes umgedreht, b) wie viel Meter ift A von B entfernt?

212. Gibt Jemand 10 h in die vechte Tajdhe, o hat er in diejer Halb
fo viel al@ in der linfen; gibt er aber diejelben in bdie linfe Tajde, fo hat
cr in diejer dreimal o viel al8 in der rechten. LWie viel enthdlt jede Tajche ?

213. Gin Gpieler verlor den dritten Theil feiner Barjdhaft und 1 K;
beim sweiten Spicle gewann er ein Drittel ded Nejtes weniger 1 K. Beim
britten Spiele gewann er ben fimften Theil jeiner jepigen Barjchaft und
Hatte nun im gangen weder gewonnen nod) verloven. Wie grof war feine
anfangliche Barjchaft?

214, Semand verfaufte eine Ware mit 3% Berluft fiiv 1784-8 {L.;

wie viel Hatte er im Cinfaufe dafitc gegeben?
215, Ein Kaufmann verfauft den Centner einer Ware fitr 161 K und

gewinnt dabei 15% ; wie theuer Hatte ex den Centner eingefauft?
216. Wie viel mujs man Heute gegen 6% ausleihen, damit man nad

3 Sabhren jammt Binjen 30103 fl. juriierhalte?

21%7. Wie lange mufs ein Capital 3u p% angelegt bleiben, bamit die
Ainfen % pe3 Capitald betragen?

218. Bwei Capitalien find auf Jinfen angelegt, 4400 K & 5% und
5500 K & 414 ; in welder Jeit werden fie gujammen 1870 K Jinjen
aebracht Haben ?
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219. Bon zwei Capitalien, deven Summe 5350 K betrdgt, ift das
erfte au 5%, bag zweite ju 4% angelegt; wie grof ift jedes, wenn das
erfte Doppelt fo viel Fins trdgt ald bad jweite?

220, Fiic eine nad) vier Jahren fallige Schuld bezahlt jemand bar
2400 fL., der Discont betrigt 480 fl.; wie viel % Didcont werden jihrlic)
gevechuet ?

221. Jemand ift verpflichtet, 3000 K nadh 1 Jahre 3u zahlen. Statt
peffen will er 1000 K fogleic) und den Rejt in 4 gleichen Terminen zu
gleichen Betvigen abjablen. Wie grof ijt ein joldjer Termin?

Bei diefer und ber folgenden Aufgabe ift der Discont von Huudert zu redynen;
fiehe €ap. 18, Aufg. 65.

222. Jemand ift verpflichtet, ein Capital nad) 1 Jabhre zu zahlen.
Gtatt defjen will er in 4 Tevminen, welche immer 3 Monate aus einander
liegen, jedesmal T des Capitals abjahlen. Wann it die erfte Rate fillig?

223. Gin Wafjerbehalter fajst 9117 m?. Derjelbe fann durd) 3 RNofhren
gefitllt werben; die erfte liefert in 3 Stunden 144 m?®, die weite in 4 Stunben
231 m® und bdie dritte in 5 Stunbden cbenfoviel, wie die sweite in 4 Stunben.
Inwelder Beit wird der Behdlter gefiillt, wenn alle 3 Rohren gedffnet werden ?

224. Ein Wafferbehilter fann durd) pwei Nohren gefiillt werden, und
swar burd) bie erfte Nohre allein in a (3), durd) die zweite allein in b
(4}) Stunden. Jn weldher Jeit wird der Behilter gefitllt jein, wenn man
. Da3 Waffer durd) Heidbe Mobren zugleich fliefen lajst?

225. Cin Wafjerbehilter fann durch eine erfte Nofhre allein in a (4)
Stunbden, durd) eine weite Rohre allein in b (8) Stunden gefiillt werden,
hingegen fann ber gefiillte Behilter durd) eine dritte Rohre in ¢ (6) Stunbden
entleert werden. Jn welder Jeit wird Dder Vehalter gefiillt, wenn alle
3 Mohren gebdjfnet werben?

226. Cin Dampfichiff legt in einer Stunde ftromaufwirts einen Weg
von 10-2 Rilometer, ftromabwirts einen Weg von 177 Rilometer zuviic;
welchen Weg witrbe bas Siff durd) die Kraft der Majdhine allein (bei
ftillftehendem Waffer), weldhen Weg durch) die Kraft dez Stromes allein
(bei ftillftehender Majdhine) in einer Stunde zuriiclegen?

227. Die eine RKathete eines redhwinfligen Dreictes ift gleih a
(2:7346.. m); wie grof ijt die anbere, wenn fic um d (0-8135.. m)
fleiner ift al8 die Hypotenufe?

228. Cine Kathete eined rechtwintligen Dreieces ijft um d (28-512 m)
grifer al3 ihre Projection auf die Hypotenuje. Wie grof ift die Hypo-
tenufe, wenn die Projection der anbderen Kathete gleich q (109-512 m) ijt?

229. Die Hobe eined redytwinfligen Dreieded ift um d (4-76) grofer
al3 der fleinere Hypotenufenabihnitt und wm e (16-32) fleiner ald bder
grofeve Abjdnitt. Wie grofy ift diejelbe?
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230. Wenn man bdie Grundlinie eined Dreiectes um 6 em vergrifert
und die Hohe um ebenjoviel verfleinert, nimmt dev Fladjeninhalt um 42 em?
ab. Wie grof find bie Grundlinie und die Hihe, wenn ihre Summe gleich
40 em ift?

231. Wie grof ijt die Seite jened Quadrate3, deffen Flacheninhalt um
475 em?® wadst, wenn die Seite um H em vergrofert wird?

R82. Bejtimme zwei rvegelmipige BVielede von der CGigenidhaft, dajs
oie Unzahl ber Seiten Ded einen doppelt jo groff ijt ald die Ded ambdeven,
und ein Winfel de3 erften um 10° groper ift ald ein Wintel De3 zweiten.

233. Bon einem Punfte ift an einen Kreid eine Tangente gezogen,
weldhe um a (16 em) fleiner ift al3 eine von demielben Punfte gejogene
Secante, hingegen um b (8 em) grifer ald beren duferer Abjchnitt. Wie
grog ift die Tangente?

234. Gine Rreisjehne wird durd) eine gweite Halbiert. Von den beiden
Abjdhnitten der lepteren ift der eine um 3 em grifer, der andere um 2 em
fleiner al3 Die Hilfte der erften Sehne. Wie grofy find biefe Sehuen?

235, Bwei Kirper K’ und K’ bewegen fic) auf einer geraben Linie
in derfelben Ridytung von den Punften A’ und A" gleidhformig mit
ben Gejchwindigteiten ¢ und e, Der Kovper K’ verldidt den Punft A’
weldher um d Qingeneinfeiten vitdwdvtsd von A’ fiegt, um t Beitein-
Deiten fpdter, ald Der Kbvper K den Punft A" verldjst. Wann und
o werden beibe Rorper jujommentreffen? (Discufjion des Refultates.)

236. Bom Orte A’ aus geht ded WMorgend D Uhr eine Locomotive
ab, weldge in 4°5 Stunden 105 Kilometer guviiklegt. Eine Halbe Stunbde
fpiter wirh von A" aug, weldher Ovt 525 Kilometer hinter A’ liegt, der
erften Qocomotive eine pweite nadgefendet, die 105 Rilometer in 3 Stunbden
fihrt, TWann wird die weite Locomotive die erjte einfolen?

237. Gin Courier joll von A aus einem Regimente, dag vor 6 Tagen
pon dort abmarjdhiert ijt und tdglich 28 RKilometer vorwdrts geht, Oidre
bringen. S welder Entfermuing von dem gemeinjcjaftlichen Abgangsorte
wird er dagjelbe erreichen, wenn er tdglich 84 RKilometer zuviictlegt?

238. Bwei Kbrper bewegen fich von demjelben Punfte aus nad) der=
felben RNichtung. Der exfte hat bie Gejdpwindigleit ¢ m, der zweite, weldjer
feine Vewegung um t Secunden jpiter beginnt, hat die Gejdhwindigleit ¢’ m,
RNach welcher Jeit, vom Ubgange des zweiten Kirperd an gevechnet, werden
beibe Rorper d m von einander entfernt jein?

239. Bon A’ nad) A* find 315 Kilometer. Um WMittag geht von A’ ein
Gilwagen ab, der 10 Kilometer in der Stunde macht. Um wie viel Stunden
friiher mujs von A’ eine Fabrpoft, die in der Stunde mur 6 RKilometer
puviicElegt, abgehen, damit fie mit dem Eilwagen gleichzeitiq in A* eintreffe?



232

240. Bwei Korper bewegen {ich von wet Punften, deven Enifernung
d m betrdgt, mit den Gefhwindigleiten ¢ und ¢ gegen einanbder. Der erjte
beginnt feine Bewegung um t Secunbden friiher ald der weite. Wann und
wo werden beide Kivper zujammentreffen?

241. A’ und A jind bdurdh) cine Cijenbalhn verbunbden, deven End-
punfte 225 Rilometer vou einander abftehen. LBon A’ geht gegen A ein
Perfonenzug ab, der in jeder Stunde 30 Rilometer zuviidlegt; zu gleicher
Beit geht von A" gegen A’ ein Laftenzug ab, der in jeder Stunde 20 Kilo-
meter guriicflegt. Wann begegnen {ich die beiden Jiige?

242. Cin Courter M’ geht von A’ nad) A", ein anderer Courier M*
von A" nach A‘'; M’ tritt die Reife um 5 Tage frither an al8 M", da-
gegen legt M tdglich 20 Rilometer mehr suritd ald M. RNadhdem M 240
Kilometer guviidfgelegt Hatte, traf er mit M’ gufammen, und dann brauchte M’
nod) 4 Tage biz A, und M" nod) 6 Tage big A’. Wie viel RKilometer Hat
jeder taglid) guvitdgelegt, und wie grof ift bie Entfernung gwijdhen A’ und A“?

243. A’ und A" find durc) eine 152 Rilometer lange Cifenbahn ver-
bunden. Bon A’ geht um 8 Uhr 30 Min. vormittagd ein Bug nach A"
ab mit der Gejdwindigfeit von 10 Meter per Secunbde; an demfelben BVor-
mittage wm 9 Uhr 15 Min. geht von A’ ein Jug mit der Gejdhwindigleit
von 9 Meter per Secunde nad) A’ ab. Wann und in welder Entfernung
von A" Degeguen {ich bieje Biige?

244. Bon A’ geht ein Courier, weldjer tiglich 14 Meilen zuviicdlegt,
nach) A“; zu gleicher Beit wird von A ein Courier, welder dem erften
nach 5 Tagen Dbegegnen foll, nach A’ abgefhict. TWie viel Meeilen mujs
der gweite Couvier tdglich uviitlegen, wenn bdie Enifernung A’ A 150
Meilen betvigt?

245. Um 8 Uhr morgens fahrt von A’ nad) A" ein Gilwagen, der
jedbe Stunde 9 Rilometer uviidlegt; 20 Minuten nad) 2 Uhr nadhmittags
verldjdt ein Dampfwagen den Ot A und langt auf einer neben der Land-
ftvage liegenden Cijenbahn, inbem er ftiindlich) 30 RKilometer zuviiclegt, zu
perfelben Beit in A’ an, su weldher der Gilwagen in A anfommt. Wie
grof ift die Entfermung zwijdhen A’ und AP

246. Bwei Korper bewegen fid) von den Punften A und A“, deren
Cntfernung d Meter betviigt, gegen einander. Fingt der erfte t* Stunbden
friiber an ficd) 3u bewegen, fo tveffen fie T' Stunden nach bem Abgange
oes weiten ujommen; fingt der pweite t' Stunben frither an fich su be-
wegen, fo treffen fie T Stunden nad) dem Abgange dez erften zujammen.
Wie viel Meter €t jeder in einer Stunbde zuriid?

247, Bon e Trten gehen gleidzeitig zwei Boten einander entgegen.
Dex eine wiirde den gangen Weg in t (15), der andere in t' (10) Stunbden
suritlegen. Wann Degegnen fie einanbder ?
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248. ,,Cin weidbmann Hebet einen Fudd, Hat der Fuchs 60 fpriing
bevor, und al8 offt ber Fuchs thut I jpritng, jo offt thut dber Hund 6 fpriing.
Uber doch thun 3 Hundipriing jo vil ald 7 Fudsipriing. Jft die Frag,
wie vil der Hund mup jpriing thun, bid er den Fudhs erhajhe?”’ (Aus
per ,,Coi3 von Chr. Rubolff’.)

249. Cin Dampfidiff und ein Segeljhifi fahren von A nadh) B. Das
erite legt in 3 Stunden 51 km, basd gweite nur 15 km jurii€. Dag Segel-
{hiff Hat beveits 24 km zuriidgelegt, bevor dad Dampfichiff abfihrt, und
fommt 4 Stunden nach) diefem in B an. Weldpe Beit braudjt e3, wm den

gangen Weg guriicdulegen, und wie grof ift die Entfernung beider Orte? -

250. Bwet Korper bewegen fidh auf bder Peripherie eined RKreifes,
weldje p Lingeneinfeiten betvigt, zu gleicher Beit von demfelben Punfte
aug in derjelben MRichtung mit den Gejdwindigleiten ¢’ und e”. Nach wie
biel (T) Beiteinfeiten werben fie wieder zujommentreffen?

261. Bwet Kovper bewegen jicd) auf der Peripherie eined Kreijes gleid)-
seitig von demfjelben Bunfte au3d in entgegengejepter Richtung. Der eine
legt in jeder Secunbe einen Bogen von «® (3°12' 30"), ber andere von B°
(1017 30"y zuriict; nach wie viel Secunden werden {id) diefelben zum erften-,
gweiten=, nten mal begeguen? _

202. Wie viel Jeit verflicht von einem Jujammentreffen der betben
Jeiger einer Uhr big zum nddjten Jufammentreffen derjelben?

263, Wie piel Minuten nach vier Uhr wird der Minutenzeiger einer
Uhr iiber Den Stunbengeiger zu ftehen fommen?

2564, Auf der Peripherie eined Kreijes bewegen fich swei Kirper gleid)-
formig und in Dderfelben Richtung; der erjte bejchreibt ben 11mfd'ng in
t Secunden und trifft mit bem pweiten alle T Secunden jujamnten. Jn
weldher Beit vollendet der zweite einen Umlauf?

255, Auf zwei concentrijdjen Kreifen bewegen ficdh zwei Kirper in
berjelben Richtung; der eine legt feinen Rreid in 27-322.. Tagen, ber
anbdere in 365-24.. Tagen juriid. Welde Jeit wverfliet von dem Jeit=
punfte, da Dbeide fih) auj bdemjelben Rabiug befinben, His died wieberum
ver Fall ift?

256. Auf einem Kreife bewegen fid) zwei Kirper gleidhzeitig von dem-
felben Punfte aus nad) entgegengefester Richtung; der eine legt den RKreid
in t, der anbdere in t' Gecunden uriif. Wann begegnen {ich die beiden
Korper zum erften-, zweiten-, nten mal?

257. Bwei Korper bewegen {id) auf der Peripherie eined Kreifed nach
entgegengefepter Richtung. Jhre Umlaufszeiten find m begitglich n Secunden,
ihre anfingliche Cntfernung d m. Wenn bdiefelben fih nad) t Secunden
gum erftenmal begegnen, wie grof ift die Peripherie des Kreifes? Weldjer
Beitraum Lliegt zwijchen zwei Begegmungen ?
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4. Anwendung der Gleidyungen des erfien Grades mit 3wei oder
mehreren Ynbekannten.

. Wenn man jum Jihler und Nenner eined Brudyed T abbdiert,
fo erhilt'er den Wert 2; fubtrahiert man vom Bihler und Nenner 2, fo
erhilt er Den Wert 3. Welches find Jihler und Nenner des Bruches?

259 Bwei Bahlen werden mit denjelben zwet Biffern gejchrieben und
werhalten fih wie 13:31; welde Jahlen find 8, wenn ifre Summe 88

.. betrdgt? .

260, Bermehre ich eine pweizifivige Jahl um, dag Ifadje ifrer Einer,
fo erhalte i) 80; vermefhre id) fie Dagegen um 18, fo erjcheinen in der
Summe ihre Jiffern in umgefehrter Ordnung; wie feifst die Fweisiffrige
Bapl?

261. Biwet pweizifivige Sahlen werden mit denjelben Biffern gejchriehen.
Sept man die erjte Jahl (ints vor die zweite und Ddividiert die jo entjtan-
dene Zahl durch) bdie zweite, jo erhdalt man zum Quotienten 64 und zum
Refte 38; wenn man Hingegen die jweite vor die erfte ftellt und dann durch
die erfte dividiert, fo erhilt man 158 zum Quotienten und 21 zum Rejte.
LWie Heigen die beiden Jahlen?

262, Gine bdreiziffrige ahl hat die Biffernfumme 17. Die exjte Biffer
linf8 ift Der vierte Theil der ved)ts folgenden zweizifivigen Jahl, und bie
erfte Biffer red)ts der meunte Theil der linf3 ftehenden jweisifivigen Jahl.
Wie heipt die Japhl?

263, Die Biffernjumme einer dreiziffrigen Sahl ijt 18. Vertaujht
man Ddie Ciner mit bem Hunbertern, jo ift die neue Zahl um 396 grioger
al8 bie urfpritngliche; wenn man Hingegen die Behner mit den Hunbdertern .
vertauidyt, jo wid)st die Jahl nur um 180, Wie Heift die Jahl?

264 BVertaujdht man in einer dreiziffrigen Jafhl mit der Jiffernfumme
11 bdie zweite Jiffer mit der erften Biffer linfs, jo bleibt die Bahl un-
gednbert; vertaujlht man aber bie zweite mit der erften Biffer rechts, fo
witd die neue Jahl um 18 grifer al3 die urjpriinglicge. Wie feifit die
Bapl?

265, 3In-jedemt von wei Fifiern ift eine gewifje Menge Wein, Gicfit
man aud dem erften in Dad pweite jo viel, al3 jept davin ift; dann aus
bem aweiten in bag erfte fo viel, al3 jchon davin ift; dann wieder aus dem
erften in bad zweite jo viel, ald davin iibrig geblieben war, fo enthalten
beibe fFdffer gleidh) viel Wein, nimlid) 72 Liter. Wie viel Liter enthielt
jedes Fais?

266~ A und B madjen eine Wette von 12 Kronen; gewinnt A, jo
I]nt er breimal jo viel ®eld als B; verliert er, jo hat er nur bnppeIt o
piel ald B. Wie viel Geld Hat 1ebcr°
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R67. Drei fpiclen mit einander; im erften Spiecle verliert der erfte
an jeden bder anderen jo viel, af8 jeber von diefen bei {ich) hatte; tm weiten
©piele verliert ber aweite an den erften und britten fo viel, al3 jeder der-
fclben Bat; im britten Spiele verliert der dritte an den erften und jweiten
fo viel, al8 jeber hat; nach geendigtem Spiele Dat jeder 24 RKronen., Wie
piel Datte jeber am AUnfange des Spieled?

268. A jagt su B: ®ib mir 10 h, jo habe ich Imal jo viel ald du.
Davauf antwortet B: gib dbu mir jo viel, jo habe i) eben jo viel ald du.
LWie viel hat jeder? '

269, [emand nimmt abwedielnd aud der einen Tajdhe den dritten
Theil des barin Defindlidjen Geldbetraged und gibt denfelben in die andere
Tajche. Nachdem er bied viermal gethan Hat, hat er in feder Tajdje 32 h.
Tie viel hatte er anfinglich) in jeder Tajde?

270. Gine Frau bringt Cier ju Marfte. Unterwegsd werden ihr 10 Eier
serbrodjen. $itte fie jebes Stiid um 2 h theurer verfaufen fonnen, al3 fie
urfpritnglich beabfichtigte, jo BHdtte fie feinen Schaden gehabt. Da e8 ihr
aber mur gelingt, die Hilfte der Cier zum urfpriinglichen Preife zu ver-
faufen, und fie die andere Hilfte per Stit um L h billiger verfaufen mujs,
o nimmt fie um 60 h weniger ein, al8d fie cvvartet Hatte. Wie viel Cier
Datte fie, und was jollte jedes Stiickt fojten?

271. Cin Vater ift doppelt jo alt ald feine beiden Sihne zujammen.
Bor 4 Jahren war er 4mal fo alt al3 fein dlterer und 6mal jo alt af8
fein jitngever Sohn. LWie alt ift jeder von ihnen?

272. Bon drei Metallftangen enthilt

bie erfte 4 Defagr. Gold, 8 Defagr. Silber, 12 Defagr. Kupfer,
bie jweite 8 2k ] Oaisdes i Aty 3
bie dritte 10, SO s o o e whip it

Yug Ddiefen will man durd) Legierung eine Metalljtange erhalten,
welde 10 Defagr. Gold, 10 Defagr. Silber und 11 Defagr. Kupfer enthilt;
wie viel Defagr. mujd man von jeder der drei Metallftangen dagu nehmen ?

273. Jemand hat 3 Stitcte Silber von dem Feingehalte 0-900, 0-800
und 0-720, welde zujommen 2000 g wiegen. Wenn er die beiden erften
sujammenichmilzt, evhilt er den Feingehalt 0-840; thut er edied3 mit den
beiden [lepten, fo erhdlt er den Feingehalt 0-7H0. Weldhes Gewid)t Hat
jebes Stit?

274. Bwei Korper vom fpecifijfen Gewidte s, und s, follen jo mit
cinanber verbunben werden, dafd der entftehende Korvper p RKilogr. wiege
und bag fpecififhe Gewidjt s Habe; wie viel Kilogr. eined jeden Kirpers
hat man zu nehmen?

275, Wie grofy find die fpecifijen Gewidjte weicr Kbrper A und B,
wenn a Kilogr. vom erften und b Kilogr. vom zweiten Fujonmmen Had
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fpecifiiche Gewidht s, dagegen a, RKilogr. vom erjten und b, Kilogr. vom
sweiten zufammen dad fpecifijhe Gewidt s, haben?

276, Cine aug Gold und Silber gemadjte Krone desd Kijnigs Hiero
pon-Shracus wog 20 Pund, unter Waffer getaudit nur 182 Phund; wenn
nun ®old im Waffer jdeinbar & und Silber ;5 von feinem Gewidhte
perliert, wie viel Gold und wie viel Silber war in der Krome?

277 Gin Wajferbehilter fann durc) drei Rohren gefitllt werden, und
3 urd) die Rohren R, und R, in a, dburd) B, und R,y in b, durd) Ry
und R, in ¢ Stunden; wie viel eit braud)t jede Rihre allein daju, um
ben Behalter zu fitllen?

278. Bu einer Wrbeit erbieten fich drei Perjonmen, A, B und C; A
und B wiirden jujammen die verlangte Avbeit in 18 Tagen liefern finuen,
A und C ujommen Ednnten died in 12 Tagen, B und C zujammen in
9 Tagen. Jn welder Reit fann die Avbeit durd) alle dret Perjonen u-
janumen geletjtet werden ? s

279, Wird die Befasung einer Fejtung um 2000 Mann verftirkt, jo
reidht ber Proviant fiiv 15 Tage weniger lang augd. Wenn Hingegen die-
jelbe um 3000 Mann vermindert wird, jo Fommt digfelbe 24 Tage linger
aud, Wie {tarf war die Vefapung unb fiiv weldje Beit war bdiefelbe ver-
proviantiert?

280. Bwei Arbeiter A und B fonnen eine Arbeit in 20 Tagen voll-
enben. Nad) 9 Tagen erfranft A, und B vollendet die Arbeit in weiteren
242 Taden. Wie viel Tage Hitte jeder allein zu der Arbeit gebraucht?

R81. Bwet Capitalien, von denen bad eine ju 334, dag anbdere 3u
49 ausgeliehen ijt, tragen zujammen jihrlich 414-25 K Binfen. LWire
bag erfte Gapital su 4% und das jweite ju 33% angelegt, fo witvben bdie
Binfen um 6-95 K grofer fein. Wie quofs find die beiden Capitalien?

< Cin Capital ift um 400 {l. groger al8 ein anbderes; da e3 aber
$% weniger trigt, fo find die Binfen beider gleid).,, Wiirde hingegen das
erfte Capital zum Jindfufe ded zweiten und diejed jum Sinsfufe ded erften
angelegt, fo tdven bdie jahrlichen Binfen des erften Capitaled um 30 K
grifer als bie des zweiten. Wie groff find die beiden Capitalien?

/283 Jemand hat zwei Capitalien, das eine ju 3%, das anbere su

4—% angelegt, me[cf)c ihm gujommen jahrlich) 352 K Jinfen bradten. Hitte
er Diefelben um £% Hiher angelegt, jo Ditte er jahrlich 53:5 K Binfen
mehr echalten. Wie grof find die Capitalien? ,

. Gin Radfahrer fihrt um 8 Uhr von einem Orte A nach einem
15 %m entfernten Orte B und von dort jofort suvitd nad A, Gin Fup-
geher geht um 8 Uhr 20 Minuten von B nadh) A. Der Rabdfahrer be-
gegnet ihm um 9 Uhr und iiberholt ihn um 9 Uhr 48 Minuten. Wie viel
Weeter legt jeder von beiden in der Minute zurit?
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286. Bewegen fich zwei Puntte auf einem Kreife gleidhzeitig von dbem-
felben~Drte aud in derjelben Ridhtung, jo trefien fie ftetd nach 15 Sec. Fu-
fammen; wenn fie fich aber in entgegengefepter Ricdhtung bewegen, fo begegnen
fie fich ftets nach 3 Sec. Wie viel Grad legt jeder in ber Secunde Furiic?

286. Bwei Boten gehen von wei Stidten, weldje 744 km von ein=
anber entfernt find, einander entgegen. Wenn A 2 Stunbden fpdter aufbricht
al3 B, dann begegnen fie fich 6 Stunden nad) Abgang ded A ; wenn aber B
um 2 Stunden fpiter aufbricdit ald@ A, dann begeguen fie fich 5y Stunben
nacd) Abgang ved B. Wie viel Meter legt jeder in der Secunbde Furiict?

287. Berwandle folgenden Brud) in eine Summe von Britdhen, deren
Renner die Factoren ded gegebenen Nenmerd find:

39 +a _
@+ 3a) (5— 4a)
288. Ebenjo: 15 - 88a -} 124a® :
@+20)A+301+4a) °
289. Glenjo: i e

S

290.-Die Summe der beiden Katheten eines rechtwinfligen Dreieded
ift (223 m); wenn man bdie fleineve um d (60 m) vergropert und bdie
grifere um e (90 m) verfleinert, fo wichst dev Flacheninhalt um m (1950 m?).
TWie qrofy find die Katheten? #

: 291, Vergrifert man die eine Kathete eined rechtwintligen Dreieces
wm 8 em, die anbere um 2 em, jo widst dad Quabrat ber Hypotenufe
um 144 ¢m? und der Fldcheninhalt um 24 em?®  Bejtimme die Seiten.

292._Bwet teditwinflige Dreiecte Haben eine gleiche Hypotenuje. Eine
Ruatfete bes erften Dreieced ift um 4 m fleiner, die anbere um 8 m grifer
al8 die entiprechenden Katheten des zweiten Dreieced; wenn mun der Fladen-
infalt bes erften Dreiected um 34 m? grofer ift al3 dber bes jweiten, wie
grof find die Katheten?

293. Jn einem Dreiecte ift die Summe Fwcier Seiten 42 dm, bdie
Sumiite der ugehirigen Hohen 40°32 dm und die Summe aus einer Seite
und der jugehirigen Hohe 41 dm. Wie grof find diefe Seiten?

294, Grundlinie und Hohe eined Dreieced verhalten fich wie m: n
(6+5); vergrifiert man diejelben um d (9 em), fo ijt der Jnhalt ded ent=

ftanbenen Dreiected um p (189 em?) grifer ald ber De3 uriprﬁngﬁc@en. i

LWie grofy ift der leptere? _ R
295. Der Flideninfalt eines Rhombus widst um 324 em?, wenn
mait jede Diagonale um 6 cm vergrofert, Hingegen um bd em?, yenn

Tow.
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man die eine Diagonale um 6 cm vergrifert und die anbeve um 4 em ver=
fleinert. Bie grof find die Diagonalen?
296. Die Centriwinfel gweier gleicher Kreisjectoren mit den NRabien
20 em und 16 em unterjdjeiden fich um 27°; wie grof find bdiejelben?
297. Gin RKreidring hat die Breite d. Jede Sehne bded griferen
SKreifes, weldye den ermeren beritfrt, hat die Linge s. Beredhne die Radien
Geider Kreife.

7 15. Potfenzen.
Jui— A" 0r=0. (—a)n =a®, (—a)tl=_—a™t!
1. (—a)t—(—a)’ 2. (—a)t—(—a)4.
8 (— 20+ (— 3+ (— DP— (— 2 — (— D) +(—2)*

(20— — (2N (N ()P — (S

5, Bevedyne: 2x" — 3x* + 4x% — 5\9—}-63—-7 fi'nc x=—2,
‘6. Beredhne: x—1)5— x4+ 1)* — 2), - (x—|—3 ; a) firx=—2;
b) fiir X——l
7 %ered)ne —— a) fiit x=—2; b) filr x=—1.

am . ar — am—]—u_

8. 2% a, 9. /afiiats 10. a’2 an,
m—1 gn+1 gm+nh3m—2n }H2m-3n
12:a==lanEluamtal b

: /;, x hx a5 bﬁx. 2 3 i !
{)}/ﬂ(a-}-ms.ua-{—b)ﬁ. P (—a)*.(— )% 15, (—a)mtl (—a)m-t,

16. Beredhne 213 (= 256.x), 17. Beredne 38 mitteljt 3° = 243,
18, x(x —1).x=.(x — D) x~+%. (s —1). - Probe fiir x=— o n—2
19. (a—b) (b—a)?. 20. (a2 — x)n (x — a)HL,

£ (X&B—-b — x% | xatb__ x% | x3b—a) (x» | xP),
2% (x*”"“_— x2m L oxm 1) (x= - 1),
28, (xm - 2xmyn | 4yn) (xm—2yn),
Betlege in Factoren:

24, 8m® —16m® + 24m?, 25, x%n —xn,
26, x2m — xdmil L ximts 27, xmtt 4 Jxmt? L 4xm—-1 (m>1]),
28, x2 —xn—1L xn=2 (n>2),
Aot a bhn+1 an+2 — hn+3
%‘9. Bereinige: - et et e

am: an — gu—a,
SO 10w 81. x:x, 32, amtn . gm—n

33 Riirze ab: a) ?a:r; b) _a%; ) =

agm+n*
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84, Gamtn: 2an, 35, Jantl. 348
36 daxt’ Uhix'= Balye 37 8afxzyt 4axy
SBhy Ay S * 8be'zt ' Bblogt:

88. (Ja¥F? protl 1D guin hmilyeGampahm—n
89. (9xt=t2 —2xmtl L 1) @xmtl )
40_ (3211 i b.‘?.n) : (an + bn). ) 41. (XSm EEs ySm) . (Xm ety ym).
42, (—a)": — (—a)s. 43, (—a)?: —at,
44, (a*» —2a® | 4an — 8): (a» —2), Probe fiir a=—2, n =2,
45. (XSm—-n Ty sz + 3211 his Xan—m) . (X_m s X“).
46. (a® —b%) : (a% - ath + ab* - b

(Aufgaben: 7, 97—122.)

1 1 a’b b
e 4?‘ @+bm ~ afbm2-

qn hn

W GovEi T ahE :
bl. Sude da3 gr. gem. Maf zwijden x> — 64y und x™y*» —16y7

(dhme= g b=
52. (2ax)?. 53. (1x)!.(3y)*.(2az)s. b4 (ab)=—"n (wc)@—1 (hejr—m,
)

. (—4b)2.Bx)% 56 (Bx)S.(—2y)t. b7 (—8a)d.(—3b)®
(83ab)®.(2ac)?

(6bc).(2a)%(BD)%. (dc)* *

89, 21.5% 8) 2b%.44; ¥y 28,49, 12h%

60. (x+a)t {xA/a)‘* 61. (1+£)“ Reg (Ea) (wx)
LR (e

( 50 e if;‘f') (ererrarr)

(%)m ,,Z, am "'( )
67. o 1E B) (— 3h? 7) (692
68. -)5 0-1)® 4 (— O 2)4—(—0 25)8,

o (2R (R w ()7 () ()

71. (2ax—3by "i_ y) 72. (1_"_2});.}:;33.) :

73. a) 68:3%;  B) (—3Dt:(— 1D 7) 4:725%:1-26%;
d9) (—49°: @p°.

74. (8ab)t: (2h)*. . (X —yHm: (x—y)=

%6, x(%) 77, (%)5(3—3)5
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—P m. +b m : _ﬂ)n- = )n
(oo L) ()
1
80. g7 — (—O2)a+(—03)‘+0253
81. SBerec[)nex.+§:,Ii;+8 fir x=—1%.

(@m)p — am = (ap)m,

82 W (298 @2 29 =27

83. [(—y)T°. 8. (—a¥?. 85. (—a?)%.
86- [(_ zﬂ)&]é. 87. (— a2m>2n—1. 88. (_ aﬂn—l)zm.
2 1.8Y 2 9\ 5
8. (ot (onne, 90, (MR (Be2)’,
Ak 5 (30°x*)° (10ath Gt
o (2£2). g () (I }L) 0
o, @ar.2by dabp. 95.(3F) (3)". 96, [xyyrae

3. \4 2
o, (—522). A
99. (—2a¥)* 4 (—2a%)? — (— 3a%? — (—bHa*)’,
100. [(x + 8y)H]— : [(x + By) 7"
“101. (a‘b’ 5)3 (asb-: ) . 102, { (2X8y’)2(321“55)2 }3.

T XEyo 6x’y
2a2x? ab’y 4q? 2xy“)”.(3x“ z2), ('5y 7)%) 2

108 () - (3o1) + (&) . 10s. (B O e )

105. (xm—ym)2 106. (Ha® — 4x?)? —|—(5a.2-{—4x2)3. 107. (bx®—6y®)2

108. (a®—3Db?%> 109. (mx® —nx?)3 110. (2a= - 3av)3,
111. (x2 — abx - a?h?)3, 112. (a%— 2an L 4)2,
113. (x» — 2)5, 114. (Bar—1b%— 2ahot+1)3,
~115. Ferlege in Factoren: a) as -} bs; b) al®+1; ¢) a'?+ b2
116, Gbenfo: w1 g g) X% - W
~ 117, Gbenfo: a) xf’-—y“; b) x2-}-y% - x?—3°

w15 a2 (1 )

118. SBefttmme bie TWerte folgender Potengen:
a) 2-8; b): Bz 2 o) 4% d) 0-4-1; e) 0-125-3;

Bl (U ) Bl W)

Y | —3
119. ;T(.,%g]; A g

120. (— 27— (= H G

121. Beredne (x —1)° — (x +2)—2————— 4 (x+ 3) 3+ x~+3fiirx=—3.

x}-l)
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123,

124,

125.
128.
131.
133.
134,
135.
136.

37,
140.
143.

146.
149,

152.
155.

157%.
160.
. 162.
164.

166.
168.
170.
172,
193,

195.
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3.102 42,101+ 5.10° - 4.10-1 4 7.10-2,

Befreie von den negativen Grponenten:
4) 25y b)23ah=¢ ¢) ab=tx—ly,
g x—m 2 8 ——1 e
d) W! e) :g!m_uy:! P) ;?;a) _bsz-isz-
Bringe auf die Form von ganzen Jahlen:
3 ¢ 5 B8 —4
)%, bR 9 B @ 2l
Berechne und ftelle die Refultate mit pofitiven (E&pnuenteu bar:
a®.a—", 126, xmt? x—3, 127, (—3a—5).(—2 a—l)/
XE w0 129, a—*;: —a* 130 —4aza*
Gakb=2: 2a'hzs 132. 36a—1b—2c¢=%:6a—2b—%¢*,
(ax—* 4+ bx~* 4 ex—2 - dx—14e).x%

(Ely = 2xy e 3xt =) (Bl B B gt s gy

(a=°4+b=% : (a=t4b=1).
[15x—(m+3) — 31 x—nt9) L 14dx~@+0] o (Fx—5 — Tx—2),
(E=) 188, (x4t 189, [(x—myu]-r,
(—a%)—% 141 (— a~2)2n—1_ 142, (— a—1)—2,
(4—3‘“) 144, (Batb—"xy-12 145, (—Dx byd 5—1;
v 2h L ;
(:*) LM () 12 () ( ) ( ) L
NS ox o2
5—2.(-;’- . 150, (a—)—*.(Bb)=%. 151 (—a%—3— (— a?)-
x —In x —m ( ab_s)_l
(:;‘F;) (}T:;) Bl (zz—y:—l)-:*. 154. (33._3):2—4:&2}{—3}2.
Byt = 156. (am — 2a-1)8,

Lijfe folgende (&gpnnentiaIgIéicbungen auf mit Bead)tung desd Sapes:
Aus am=a" folgt m=n.

ati—al s 188, al—*—a? 159, mchd — mo—ix,
ar—i o N e bt I e et
8¢, 4% — 16wH", 163, 0-51os—? — 29—15x
16> =) 950 /5165, 6rgbrto— () 4x7,

4x o 23x—10 3x-+2 o
BeE— 39 167. T84, gi—x =%9 <
atmts gt =L 169, 2c+0 - 2x — 144,
3 g 2?0 9x— 171 Dyt 11 2:(—3 Eae 3&—3 + 3;—4.
2.9kt 3. 43— G,4xH 4.
ax.a7 = 1f, ik, dnems g 1024,
it Fr =1
ay a’
qlx—y s ay—x_— a, axty ¢ a8x—2%y — 1

00 & i ts 9 ew nia i, Qefrb. b, Arithmetit . Algebra . b. obeten GL. b Mistelfch. 25. ot 10
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16. Wurseln.

(Vay =a3 var =a.
1. Bon welder Jahl ift a die nte Potenz?
2. Berlege 64 in 2, 3, 6, 10, n gleidje Factoren.
5 aserecgne V’ﬁloo 36 — (V100 — v36).
}(@benio — (V9 + VI6).
5. Sepe 5m17c[)en Va3 T h3 und a b das ridjtige Beichen.
25+ v27 + V16 + Va2,
)<(\/31)2 (\/a)3 V(a-—2 = + Va.Va.
8 (\/fﬂ'»)ll 4% (Vb) ] [(\/a) (Vb)“1 :
(a+ b1 V2ah) (a+b~V§£‘la). ;
. 2Vat0 | 8Vas 1 4Vt 1 Vam, (VaT0— V(a?p —a?),
x4+ V2—y) x—VxI—yd).
12. Berlege in zwet binomijche %mtvren a) a—Db; b) a? —Gh,
13‘(_ 5\%3 — 2'?/3,3 -+ 35/33. 14 ::\.\/Ln — b\/xn
]Y\?/a - 4\3/3 - 5&&. M’mV a -+ m\/a — 2Va— 2\/a
)‘Q a\?b —2b\7a— 2a3b - 8b\7a— 51)\/& - Ga\fb.
Va® — Va.Vb. [Vah —aV ]

8

Pratra 2 V9.9, NI

3 i
K S\pTEE /z\<|/v_163“‘ s, gkl vemomm,
% V(X2+y2)2___(x_2___y2)2 ,2{ VZJ& b‘i

2651200, 2% 175 9848, W8l
4
80580, .Vt 8 33 V4a®h,
30V 0. AN x 3% e, 93¢
;XXV}-SZB. ‘a‘K mVatho ok, %—\fx_mﬁ‘l}m‘l-l
Stelle mit gleidjen Radicanden dar unbd rebdiciere:
V2 -+V8 38y 50. P 4y 50 + 2v12 4\ 128,
3 3 3
_89. 6y125— 3y/80 -+ 2/20. 40542 —2y/54 -+ V128,
AL, 6V12 — 427 4- TV/48 — HV75 - 2y108.
YNy —VE YR VR ) —7).
® ;
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13 5aVI2T — 2xV2Talx. A3x——~2\/24x—|—\/19
45, Vix®y — byVxy —xVdxy - V2hxys,
46. 4\/1-{-&9 \/9—{—932— 2Vx? + a? x? —I—Vx‘(l—f— a%),
47 Va“‘f“2 b+t — Va,""‘l b, Va."m-!-n bmtan  gmt-3n Imtn
58

V8.V2. _BEVEN200.  _BLT6VE.5V2.

/,,{\/_x_ iRy
/58f 9b " V 3a
5‘{\”9" =4, \ (332;3)* /&5’ Vaxft '/V%g’:l'
Xy ,53_\/1‘:2 m—3 5 9m—8 me-azs__m_

3 8 3
5 va — 2Vb). V. r,/sﬁ (3V2a + 4).Vaar,
DN

59 (2Y8 —TV18 — V50 +4y72].

+3V2) (3—2y2). 61. (8—3VH) (14 21V5H).
<82 (a1 Vb) a—Vh). S VSFVE. 13—V,

X Vx iyt sy sty —T2xy.
5 IVaLfx+Va—x. VV&—[—X— Ya—x.
,-ﬁﬁ;/(\/li-l:_\/ y+Va) Vz4+Vy—Va).
6% (Ya+b—Va4Vb) (Vad b+ Va—Vh),
= +VxE—1 x—Vxi—1 6 _1—\»”_x_ 3Vx 3x—|~\/x

68: s—VX—1  x V=T 1+vx+ Vs
0. (\'(x-}~]) e \/(x—l)g =+ Vx“’— 1) (Vx—l—l = Vx —1).
(a4 Vb)? AR (Va—Vh)i
%8, (512v5)2. (V2 —V3)* (54 2v6).
3BT (V5 + V10 + 15)2, 361 —2V24 3y 2)s.
x\ly — 2yVx)2 . (V2x +a—V2x—a),

V4V (VE—VPh  _88(V5 4 V3 — (VO — V)L

SN\ ety
g\ EE e

[ Waxb+Va—bEVTafb—Va—1].
B [Vas  Vas— 0o = Vas — Vas — 0],
Bringe in den folgenden Wurzeln den Factor unter dbag Wurzelzeichen

‘)M{l/x. 87 4V5a, s iz

16*
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g 8 3
Ag/rzvﬁ B 3VE; ;g/zlf AYV02, s 2VOD.
ayle il Py Lo
)8/(&+b)\/a_b /‘J(azbo““/a.lb—l 3 /9l zib //azncij:-u'
M(x—:y)\l +”+* ﬁ((f»—svz)vsuvz
. (\/7—\,6)V84—|—13\/2. 997 (5 —V5) V10 —2V5.

100.\(1 w3 e 11 L3

L e 103, \/27 06 \[E LB

g e e e
; \/73:?. /112./\/108 \~ )13/ 3V8:2y2,
.__/sz\?:\/a. 1 V4:81 VGx },11'5 Vab: Vbx.
/‘(7. \5/34:\7&3. }18 \/a:\/-b--» 1, ::,a:_b
12‘0 1: \/i BE1:v0°25 1=t \’k._xsz;gy i

',xl—-n y2n—3 /a n—3 hn—4 fanAl ban—1 B /pn-4

/3 : \ X2n—1 v 3ﬂ+3 f }24/ \ a?h® \/f vgd
Bl A

_IaTe) o A D 9

_126+a: V a, 27 2 Vax 1 V S

J?Z{(x—!—y) \/X” : }30/ \/ =

2a“—3a2b+b3'

<W]IQ

,1/.3/(3\/8 5v20): v2. 132. {\/aﬂb_i—\mlﬂ) V'a'B'
133. (Vax—\/_—[—\’aa—-\/cz) (Va—\~ e).
/131 (B—D) : (VB— yb). 135. (x —y) : (Vx—Vy)

/——V_ Vi + Va_
3‘36/\/m+n+9 — vm'J—r\n'
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Do n:r it
v:lm e \Ia‘mp_vam r V‘l”_ qm: n. v;l__ v‘_ o

_187. Stelle folgende ESnrgeIn mit einem ngem]amen %maefegpoueutcn par:

ay Vx b \,fx2 IJ)-VX' und Vy5;
mn " 3 b
¢) yar und \ b d) Va, vb? und \ed,
138, Riirze rn[genbe %3111:56111 ab: G
A 18 mn
ay 'y x; b) \/y“' ¢) Vall; ) yxm,
15 ax4bx
139. a) Va5, b) \f P e) Vestt,

R 8o 4 12 12 24 o S
140:°bVa? — 4Va® | Va‘“. 141, 2yasS.ya 4+ 3 (val” : va),
142; 3‘;.5a'"‘.€-?a9 ﬁs\of 2Ee \;a

3 6 9
143, \/a \VER 144 \/ﬁ \\5 45 N2 \a7
/w: 3\ b9 ByYDbE.\ b, ;MVM DV % evx
148. \a Va ,14:9 \/a“ a2 150. mVa: Va

al? fa. b" e
”LDI \’Iag'\ }/{/ 2N et

/]ﬁ_f((u\'?—l—%l-\o ) @VT — 2V 3).
_,l-:fi Vab+3ny) (JV111+4V\13)
155, (\/x—\/y) (VX—I—V.Y) Vx4 Vy).
5 3
156. (2\;04—3\/2} K:?./(G\/X—Q—SX):QVX.
n 3
158, Vit VDT Riier=1 59, aVan—1.Va?,

7. b, 3a—1b—2 , \%a—2p
160. \ /2. [\/eT3, \jen),

m 3 o = .
161, Y, 162 Val, _,ies. Vae, 16 5,
165. V amFor, 166, Vxm o, 167, Vams 57,
168, VARETpRET 169 &) VaTs; b)Va®; o Valb
170, Vin®yn, 171, Va™.va®.
172. ’“b;z 173. \’.d“‘“’ L : <

aXx+1

1%./’\/ amn meJ cmq. 177, VW 178. \/bx—l =1

xmr yms
,,a’x#- 1],52«.-1—2

2m
179. Va'mg, 180. TE=h
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181. Beftimme bie %erte fnfgenber Wurzeln:

D VS bV,

o VI, d) V025, o) va—m.

Stelle folgenbe Ausbdriicfe in ifrer cinfachften Fovm ofne negative

@rponenten dar:

182. T/”a Va. 188. a-Va. 184. Val. \/a
185. Va?: Va 186. Va: Va. 187, Vo 7
-2 -8
188. 189, \ /.8 190, \ / a=*b0c—"
\/F. 5 \/ﬁ. \/ ax_e i e
Vor— (Va)™.

3
191. V93 4 Vg2 + VB -+ v (2Tﬁ)3
192. VIt +v0 0082 -+ VO-00RT=",

- ; - 2__49-1-4)\3
193. V (a=—2)p . \« =T, 194. \ (a5 +4:i4

195. (va*h). (v aby)®,
X197 (\Narars) -
199. 8V3 —2v2)
201. (4aVb — 3bVa)®,
203. (V2 + V24 V22

/n

Va=Va=

206. \/E

210. W—V_é

A

205. \—

209. \/va.

196. 2V2)° + V2>

w ()
/2\60. V3 — \/‘))

202. &—3\/& —i—tl\/aa
204. (\’1~|—Vab—Vab

n

fﬂl_
/'Va.

207. \*’/3;

211. ﬁ,—s

mn

208. 173.

3
313, Weun V262144 — 64 ift, wie grofy ift ) V262144, b) V262144,

¢) V2621449

ey, 26 () e (L)
. [/ s

Ao
R8. Vaﬁ‘?/e?s.

“ 4 V a“"\s/?.
x]/m x Vx.

220.
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221, V21213, 292, 31/2 ;/2‘;?2* }{ ‘4 Vo-25 lfo 25109,
e x——l
904, ala—1Va—1Va-T 29, \/ 296. a 3
%5 a\/ab
g7, Lo8b VY /sapViz 298, Vaval . Vs Vab.
¥6DbVa

3
000 Vel ViEiver R s L
230. a)Va11-+3Pa” b)3l/avm—2 VarVas

- —2
231- V\/GJ_ 232 VV —mn 233 Vag: &

Ymformung von irrationalen {Vnrselansdriicken.
Befreie folgende Britche von bem irrationalen Nenner: (§. 162.)

234, 2 g3, L2 236, Yo, S
N- v 'Va' Vx V'
8 8a® 2 3
oag, 50 77 sg) B gl e
Vigx)® 5V2a s3Vsax 2V 2a
a-+x V2x+3y_ ; \/Tr-_\
A — 243. Vi U
Va*—x* Vi—x®
25 Ve L AY3T
RU5. 0 Bl ey
24+V8 83—V 17 50, 2243V
248. S ~24:9. e 250. "
4V —1 2 a+4b+ Va2 b? m
o1, EEVECL L me e W
Vab = e n 2V5+V3
254, ———4—\/1_\/2. 205, \7%'1“\’%' 2506. e
b a ; ;
ww Vx+y+Vz—y g, aVi=a4+bVi—1®
s Vx+y—Vx—y e aV1i—Db*+bVYLl—al?
SR N co, Y2+Vs+Vs
B Vet VE 0. Ve rVa—vs
el e o958, Ve VY

V2—V" Vio—2Vs Va—Va—1®
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264.

266.

268.

269, -

272, -

275,

248.
280.
282.
284.

286.
287.

288.
291.
294,
297,

300.
302,
304.
305.

506.
308,

\Y x? + V?:}f. 265. Vox -+ 3 \_/E

Ve _Vx—yt Vex—3Vxy
4Ve+2V3 26 2V 5—4\V10

sVe42Vs—aVe' ‘gVe2+4Ve—2Vio0

Vitz=Vi—z- ViFy+Vi=y

VEE= Y e bV e V1 —y

e A a0 gupl U

Vz—Vy Va+Vs V'5+~V

3
A oy 274, Ve ‘“”V*’
\/5—\/2 24V 7 Vo—!—VQ

3 3
o e o,
3V3 2\/9 276, 5‘;6 2\/_313 oy 24+ 7V5

-
4\/9—3V3 4V12+2Ve6 V.a—Ve

Berwandle folgende Summen und Differengen von Vuabratwurzeln
it eine Quadratwurgel: (§. 163 )
I R L BV R 2799. \/8—|—\/ GV D
Vi Ty Ty A Vi PR N Y [ R (e e BV
VE12y6+=V5—2V6 283 V11—J—6v2i\/11-—6\:2.
VIiF2y10VT—2y10. 285. VI416y5+VIEa—6V5.
K1 Eo9aVT—a2 ¢ 11 —2aVi—a2
V22 2Vai—h2t V22 _2Vai_ps,

Berwanbdle jede der folgenden Quadratwurzeln in die Summe oder
die Differens zweier Duadratwurzeln: (§. 164.)

V6 + V1L 289. V3 —V/b. 290. V7T —4y3,

V8- 3VT. 292. V11 =2y10. 293. VIl =+ 2V30.
VIS = 8y2. 295. V87T =20Vv3.  296. V99 =+ 54y 2.
VTV2=4y6. 298, V2y5 = vi5  299. V6y5 + 4V10.
Ix +y-+2Vxy. 301, Vx* +yz—+2xVyaz,
Vxi— 2y Vieys, 303. V2x® +y? +2x Vx F o
Va2 L b2+ ab +2 Vab (a2 + b?.

V10a% 4 ab® 4 6a® Va2 + b2,

Life folgenbe ivrationale Gleihungen auf: (§ 165.)
2V — 1 =4, 807. V4x? |- 8x — 11 —2x 4 1.
V2x 421+ 5 =4 W2x -1 1).
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309. b —ayx):(@a—Dbyx)=a (h?—1):b @ — 1)
810. Vx + 1+ Vx—1—p 811 Vx+4-Vx—1 —VizLh
812. V2L V2 fyx—2 318 Vs Vit vad.. . —a
314. 4 —yx+ V4 x 815, Vx +2a+ Vx4 a=a,
816. Va —x Vb —x ="
Va—x

T o
317, V8x — T VZi_-ﬁ_\z\+u'
818, x — 2a — V' — P —(z — a) {1 o ;“:m}

; Vx2—p?

S == e a-Vx—4ab  2a—b
damem L
821 Y20 _3Vhz ri—2
822. (Vx—05) (Vx—4) = (Vx—3) (Vx—2).

828. Vat+bx+VbF+ax=(Va+Vbh VI+x
324, Va— x4+ Vb—x=Va+bh
8%. 3Vx—2Vy=09, | :
e e
L L
326. byx 4 ayVy=—ab (e+4d), 827 2Vx++5—38Vy—2=3
dyx +eVy=cd (a + D), 3Vx4+5—4Vy —2=15,
828, 1 — 2 oy il T L
Bt g 8. ==t e =2,
£ ‘ iR il i
Yo Pl o i T REy
Wargeln mit algebraifchem Radicomd. (§. 166.)
3 8
330. V4 25, 8310V 12 B TSR
8 b 3
333, V—m® 384. V(— )™, 335. V(—x°.—x,
3 g 3
836. V(— a)®, 837, V(— adt 898, Vx V=t

8 3 3 8
839. TV3—2V_24 1 4V_ 8] —V—192,

Potemen und Wanrgeln mit qebrodjenen Exponenten, (. 167)
340. Berwandle in Wurgeln und Dberechne:

a) 25% b) 16%, c) 8, - d) 828,
o) 4995 f) 81028 g) 6415, h) 16175,
i) 9—1 k) 0-027—%, ) 5%, m) (2)=4,
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841. 0-328. 0-°00032%. (L)~
842, (—0-125—% 843. (—0-008)~% 344. (—0-027)"%
845. %erwcmbfe in Wurzeln mlt gangen (Sigponeuten und Beredjnc:

a) \/3 b) V8 c) V )Lb d) V9
2 —0°2
¢) V49, f) v‘0-04. g) Vsp h) V2.

Beredhne und ftelle die Refultate al3 Wurzeln und Potengen mit
pofitiven gangen Erponenten dar:

346. ad.bd. 847. x—%.(32y) ¢ 348, (). (301,31
849. at.al. 850, 5%.5%. 58, 851, xO1.x% 02, 0005
= = ML m—1
852. an:a”. 858. at:a 3. g 354, an.xn:x ®

855. 2al b3 ¢t Bha—tbli ¢t 856. 4a i :Z._.
36%. & ys) f — Y. 858. (Qa — 3b¥) (Baf + 6DbY).

859. (a +at —a¥ —al) (1 4 at 42l | ab).
860. (6x5 — 8xt | 8xi0 —4x¥h) . (3x¥ —4xY),
861. (24at 4 2tad 4 3. (paJ Lab 4 b,

o m R e

262. (xv)7. 363, (x1)n. g6, (=) = 365 (adl
IHPREE s m__\ m —

366, a—H—2 867 a») == 868 (Vx)v.  869. yal
870. Vbt 71, (4.25) - 872 (xy—uY?

i Tatalihl 4 8 a* 1 e 31 11§p‘ —3
373, [ah.a~b.vall. 874 (%)% 8%, ( yz) 376, (lbmsqe)
877. (2al 4+ 3b—h2 898, (x5 — 9%

879. Mit Veniitung von 10050193 — 2 (angendfert gleid)) und 1047712
— 3 ftelle folgende Jahlen alz Potengen von 10 dav: a) 4, §, 16;
b8 9 27 e 6 12 18 4d) 5

e folgende (&gponeﬁfialgfeidjungen:

x+._1_._ﬁ X x‘__
880. Va:a®==a" g8, Va'F= — Val
3,
882. Vas™: Vai & —=a, 883. 4096x.0°5 — 4=+,
TAO XD S x=3
851, VIF —} VEFE 85, TVT= 177,

7

b
886. Vai—1s; (a*5VaF%=) =1, 887, V2rHT — V(r5—1=,



388.
389.

891.

A e

)

11.
12.
13.
14.
1%.
20.
21.
22.
23.
26.

279,

28.
29.
81.
32.
83.
84,
85.
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3 4 5
al—= Vattt Vazt2 Val—5x — 1,
x y 3 ]
V2. VS—% 890. Vn1x—5:\/m3’—3=1
4x 8
V3. V27 = V (== Vm¥~1 — Vm23

x+y xiy

Var.Va— Vatf, Vai.Vah — a2

17. Jmagindre und complexe 3ablen. (88 169—174)
V4 Vo0 Vet o 8 Nasd 9V o Bg Ly i
222V _—a?4-3aV—a*V—ad 4 V—a®h 4 V—ab?

QaV =t —pVdxE (P A g Ve g

OV =B L8V SR NI TR

| (ot B Gl Ve B B e

V—x2.V —y2 10. V—xy.V—xy:V_—x%s?
V—ab-V—a?bh-V —ab®-V—asbh?,

V= V= (Vg =Ty
V—24+V—-3—-V—4 M—=2-V_31+V—1,
V=ab:yb. 15, V—ab:V—b, 16. x:V—x . .
V80:2V—5. 18. 5V —6:V—3. '19. V—x3*:V—_x%y,
(V=ab+V—ac):V—a,

(Vfﬁﬁ V_15): ﬁ

i +19+1w+114. 24. (V—a)a 25. (— 2V —=38)",
(—2V=3°'—@2V=3v

V=984V —4r— (V=8> — (V— 27

A—=V—8) F B =V=95)~ 2 —V-49).

(8 4 2i) (3 —2i). 80. (b 6i) (3—41i),

Ma-V—0b) Va—V=—h).

V242V =2) V2—2V—=2).

x+14+V—38) x+1—V=3).

@il )il = s (X (R e,

(a4 bi) (a—bi) (¢4 di) (c — di).

Beweije: (a2 b?) (c?4d?) = (ac—bd)® 4 (ad+be)? =
(ac+bd)* 4 (ad —be)? :
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36.
38.

40.
42,

43.
44.

(2 —3ij2: 8% (V2R Vi
B—V—>5) 39, B3—-V—-1—V_—_22
o e e e e
a—V—b at+V—0p -

(—14+V54+V—=10—2\52.(Z14+Vy5—_V_10—2V5)*
A+V—=3¢4+1—VI—=3*
(1 SV =3 45l SV s

Dejrete folgende Briihe vor ithren tmagindren RNennern:

o Ty e
49. L. 50. —_,?m 5L =2

52. :J_F://:: 53. i% 54, tgf\‘?
5 =

e s eedt 58. g;};-jn;jgfgg.

59. — 60. 2=5 o e e

Berwandle folgende Summen oder Differenzen von Duadrai-
wurzeln in eine Quadratwirgel:

2. V—3+4i+V—3T41 63 V—_3+4i—V_—3—1i
. Y2 LV 54 Vo _v—5

T T s e GO RN R Vv

NErrvarr—i\/ iy lvage

Berwandle folgende Quadratwurseln in Summen pder Dijfe=
remgen pon Qtadratwurieln:

6. V=341i. 68 V-3 4

69. VS — 6. 0. VIT 4.

i LR e 9, V64-8V- 10.
(b B A g 9 0V 5,
v5. Vi—60V_3 /| TR al2ay—2
=0 = R TV T
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18. Quadrieven und Cubieven. Ausiichen der Onadrat-und Cubikwursel.

25.
26.
P,

28.
29.
30.
31,

2

33.
34
35.
36.
37,
38.

39.

. Was foun man angendhert a) fir (14-x)% b) fiir

@Ouadrieren. (8§, 175 und 176.)
Aufg. 5., 19—90 und 126—129; 15., 105—107 und 112; 16,
7185, 202, 203; 17., 36—39.
442y —y2»2 2. (3xt— 2x2y” —yY2 8. 8xt—4x242)%
(6x’— Hx? +4\-—5);‘. 5. (27x°% — Hdxt 1 36x2— 8)2,

3b 4c)\? 3yt , 2 1)\2
(e—3+% ) n (it 2—f2). s 4%‘2*‘?:»:%—5)-
(s=a-b ek -Ha»—b—l-c) e U
[(a+x)+ (b —y)%*— [a+x)?— (b—y)

s HOT9E 12. 709022, 13. 732152 14. 1357092,
s 16. (0-8872 070788 228y s
Lt T 20. 307+ 21 0-59371...°

22. a) 99°= (10> —1)2; -b) 999%; ¢) 99992

a) 962; b) 9982, ¢) 99952

il-I- 5 Jeben,

wenn x eine jehr fleine Jahl ift?

Ansgichen der Onadratwnrel. (85 177—180).

/( 9a2x? Dl ‘)ob*x")
\ 951)2 FECH 3y2 + 81&2)"’ D
VO-Oda=tm b=t — (" Qqubs - 0-25am e,

7. Vix*—6ax®41la®x?—6adx + a4,

Vil6al - 16m? 4 4m* — 16 m® — 8m? - 4},
Vi16a® —24a° 4 25at —20a% 4 10a® —4a - 1}.
Vi9y¢—12y% 4+ 10y* —28y® - 17y* — 8y 4 16).
Vi25 — T0a +4- 1392 — 236 a3 -+ 235 a* — 198a% - 121 a9,
V{0-16at —2-4a% —0-16a2b 4 9a2 4 1:2ab 4 0-04 b3,

I 9x¢ X 26 x* 53x° e 20x -
\I[iﬁy a8 0y T R gt 2 ]
v’(a-lm—- 4a°m—3 p—m _L 9a’m—" ph—2m _'_ 4: qm—1}hH—3m \ h— J.m

Via? —4aVab —2ab 4 12bVab - 9b3,

v{@? — 4153,11 + 4\3}? =5 2%2 —_ 43‘& + 1)

Via® — 4a2bt 4- 4abt — Gafb? 4 12at b 4 9bi).
V’ij—::l+lx—-%x2—|—%x3—£§x“‘+...

Va? bﬁa\l—l——— & 40.\'aﬂﬁb:a\/1——£:.j
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41, v135424, 42, \556516. 48, V226576,  44. V53995104

45, V30550816, 46, V492920304, 47, VBATS211136.
48, /140625, 49, VOT-973521.  50. \0-00178929).
B1. \/785- 6809, 52, VO-9T535376. 53, V44105040144,
676 178929 29
54, \/m _ \/ Ligho 56. \/485380169

b7. VV 29986576, b8, V362673936. b9. \, 1475789056,
60. v0-1907.... 61. V335-779.... 62. v0-8423....

Beredine folgende irvationale Wurzeln auf 5 bedeutjame Siffern:

63. /28, 64. /320, 65. V6584 66. V392,
67. v0-101 68. V0-07854. 69.. /0123457,
%0, V 7. V2 — V2. 72, V2 V212

. ]/67 M T o el

76. Berechne mittelit der Formel sgn_]/ 2r(r— V1 — 2 @) pen

Umfang bes einem RKreife mit dem Radiug r=1 eingejdjricbenen
regelmafigen Acjteed aud s, =rV2; b) v, aus s =1.

V7. Gbenjo vy auB 8,0 = - (V65— 1)

T Sa

78. Beredne mittelft der Formel S, = —]/—————',,—~ a) ben Umfang
r? —

Bn

bes einem Sreife mit bem Nabiug 1 umgefhriebenen regelmafigen Achtedes,
) Bwilfedes, ¢) Behnedes (mit Beniipung der in Aufgabe 76 und 77
erhaltenen Yusdbdritfe filr 85, 8;,).
Beftimme mit Rickficht auf die Aufg. 38, 39 und 40 mit 4 Decimal-
ftellen:
79, V0 =VT7? 1= _. 80. VTI9=V9—2= .
81. /26, 82. \/146. 83. v 35. 84. V220,

Cubieren. (8. 181 und 182)
Slufg. in 5, 130 —135; 15, 108 — 111 und 114; 16, 198— 201.

84. (y* + 2y — 3)%. 85. (x* — 3xy 4 ?yz)”
ax3 9x*
86. (~_§,—1) s7.(4a—x+8j
' 88. (1 — Vx ok V), 89. (af — ab? L a — 192
90. 15855, 91. 6045°, 92. 207042,

93, 902162 . 94. 45°09%, 95, 11-115, 96. 101-01°.
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97, 0:858..% 98, 0~8079--7 98 152 100. 0-65°

101. a) 998 = (10* — 1)%; b) 9992; ¢) 99995,

102. a) 98%: b) 9988,

103. Was fann man angendfert a) fiix A 4 x)%, b) fir ——— @ —I—X)“ feten,
wenn X eine fehr fleine Bahl ift?

Ausgichen der Cubikwnrzel, (§§. 183 — 186.)
104, GaSXG — Sa?bxty? —|‘— Sabx?yt — biy A
105, ‘3’{836— 36x5 - 78x¢ — 99x® - 78x® — 36x - 8)
106. \ t64x“——144ax5+204azx4 171a%x®4-102a'x?—36a°x -}- 829,
107. v:sa — 60 Va'h 4+ 150 Vab? — 1251},

6x 15x32 10x® 45x* 27x® =t
v ] [1+ L™ Bt v —“s‘a‘o‘]-
1 1
iR T - B PSR o § R e S T e
109. ]/{ = 5 |— 7 X 5= 729}.

3
1100 l/{ Xz——gxf —I"GX%—T—GX h%—Sx_g_l_X—?}.
' 1 o 5 g Ry
111.V1—’—X=1+-—-3~K-—__x +ﬁx +2-&3x+"‘

9

5 g Pt gy
12 Ve Fb—a |1+ 2= 13 Var—b—a)1 “E_

114, V262144, 115, /3241799, 116. v/ 8615125,
117, v/ 74614263, 118, V1767172320, 119, V627881709547,
120, /0778688, 121. /474552, 122, \/78° 402752,
123, \/\/ 20661046784 124, \/ 1126162419264,
3
135, \/Toores: 126, V32:856... 127, v0-00008427 . .
Berechne folgende irvationale Wurzeln auf 5 bedeutjame Jiffern:
128. V100, 129 v5213.  180. VSISH. 131 V47838,

182. V03 133. V25643, 184 ffo 0057, 185. V0~ 12345,

136. \3/% L = .. 137, \/37 138, \3/ 8.
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Bejtimme mit Ritdjicht auf bie Wufg. 111, 112, und 113, in 4
Decimalen:

139. {‘/65 = C’W R 140. ff?-i _— \?35"1""3 =,
141. V218, 142 V130,  143. VGO, 144, V508,
19. Sogarithmen. (§§. 187—201)
1. Bilbe bie_llmfef)rungeu von a) 28=28; bh) 83—2- c)4"=4096.
2. ©dreibe bdie folgenden Gleihungen jo, dajd x $9tL:15egp01m1t
wirh, und beftimme x: a) flog 625 =x; b) %og &y =x; ¢) ‘log \.)H\

i %e}hmme ben Logarithmus der Jablen 2, 4, 8, 16, V2, \-2, 1
£ sur Bafis 2.

. BWie grofs ift der Logarithmus von 64 jur Bafis 2,4, 8, 16, 32, 642

. Beftimme: Slog 9, *log 729, *log 1, ®log 3, ‘log %5

oo

o=
o=

<
o [

. Beftimme: ®log 2, ®log 4, %log 8, ®log 4, Slog 1, Slog L.
: %Lftintme pen Rogarithmus der folgenden Sahlen fitv die Bajis 1:
3 i 2 4, 8 16
. Wie grof ijt log 10, log 100, log 1000, log 1, log &, log 352
9. Bwijdgen welden ganzen Jahlen liegen die Logavithmen der Sahlen
13, 2:5, 6, 11, 20, 40 in Bezug auf die BVajiz 29 :

10. Bwijden weldhen ganzen Jahlen liegen bdie Logarithmen bder
Baphlen 2, 4, 10, 20, 40, 100 in Bezug auf die Bafis 3?2

11. 3wijhen weldhen gangen Sahlen liegt der Briggs'iche Logarithmus
einer ein=, givei=, drei=, vier-, njiffrigen ganzen Bafhl?

12. Sdlicke die folgenden Bahlen zwijden zwei auf einander folgende
PBotengen von 10 und jobann ifhve Logavithmen wijden wei negative
ganze Jahlen ein: 0°7, 0:03, 0:13, 0-0008.

13. Warum eignet fich 1 nidht ald Bafis eines Logarithmeniyftems ?

14. TWeldhe ber Jafhlen 2, 4, 8 16, 32, 64, 128, 256 BHaben in
Dezug auf die Bajis —2 feine reellen Logarithmen?

15. Warmm eignet fich eine negative Bahl nidht ald Vafig eines
Qogarithmenjpitems ?

16. Bilde die zweite Umtehrung u: b ~ F= 0 fiix b > 1.

17. BWarum Dhat eine negative Jahl fiiv eine Bafis b > 1 feinen
reellen Logarithmus?

=3 S0 U B

=t

rel

-

@ el
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Bejtimme x:

18. Yog x = 3. 19. %log x = — 1. 20. Blog x = — L
2L, Ylog x = — & W lgx=—2  2lgx=—41
22. log ahe. 23. log 6xyz. 24, log 3a (¢ - d).
25. log(a—+b)(m—~+n). 26. log (a® — b?). 27. log a (x2 — 1),
23 b . 1 ab—ecd
28. log —— 29. Iog'— 30- log W'
i 5m}. x* —y 3(@*—DbY)x
31- IOD '—'—l m? 32 lﬂg 83- Iogm.
34. log ax © 38D, log ab"*. 86. log (ab)2
37. log 2a®, 38. log 5a2X3 89. log (a -} b)=t7,
axmyn 8 8
40, log =T, 41. loggb 5 12. log;;’;yx
m
43. lOg W, 44. log [( ) ( )]
45. log Vab, 46. log Vxy®. 47. log 8:..2 Vb
o 2Vx
48, log ap, 4. log==. 50. logxsva_
a\/y
51. log (\/xn \/yq). 52. log \/xgb-"(f‘= 53. log V(\/a.P)q.
54. log (@ Vava),  B5. log (a ) 56. log x'& .
: 8
Beclos -~ = 58. log ———— 59. log 2la-+1 V2’
® Vo—x TVt : DV
Beftimme den Augdruc, deffen Logarithmus gleich ift:
60. log x+log y — log = 61. log a — (log b - log ¢).

62. 3 log a—2 log b-}4loge. 63. 1loga—4logh—3%loge.
64. log a + —l-loga.—l(loga—l—log b).

65. —loga — (q logb + — Iogc)

66. L 2 log a - 3 log b) — % [log (a+1b) 4 log (a—Dh)].
67. L [log a 4 % log (a — b) — 2 (log b + ] log 3)].

68. log (a+h) + 2 log a — 1 [log (a—Db) + 3 log b].

69. 21og 3 — 1 2 log 5 + § log 7).

70. 2 log (x—y) — & log (x+y) — % log (x* —xy 4.
Y1. x log (log a). X log x — log (log x).

Mo Enil-Meunann, Seheb. b. Arithmetit u. Algebra f. b. oberen GL. v, Mittelid. 25.%uf, 17



258

fchen

3.
.
.
76.
74,

8.
9.
80.
81.
82.
83.

84.
86.
8%.
88.

89,
9.

4.
95.
98.
100.

102.
104.
105.
108.

111.

Sudje aud den Logavithmentafeln zu folgenden Jahlen die Briggs-

Qogarithmen: :

a) b) c) d) e)
i 38; 218; 683 959
1035; 4719, 5155, 7899; 9011.
39070, 586100, 59-13; 9015, 0-4792.
86127; 78008; 0-68315; 85201, 0-0075536.

0-091457;  364228; 17:8193;  4°48197; = 129-356.
Sudje 3u folgenden Briggs'ihen Logarithmen die jugehorigen Sahlen:

a) b) ¢) d)
0-24055; 157287, 298547 061278,
3-89009; 066058 ; 0-27161 —1; 1-02816.
295742, 1-01396; 0-46370 — 3; 2-40016.
073048 — 2; 2-81350; 3°91001; 369831,
0°55342 —3; 0°68012—1; 1-85603; 443065,
4-89195; 0-05168 —2; 0°69960 —1; 1-99828.
Beredyne mit Hilfe der Logarithmen folgende Wusdriice:
1-2345 . 1-3456. 85. 9-68453 . 029758,

1025 , 1:0792 . 1-05625 . — 1-0751.
0-35679 . 1-0765 . 1-92234 . 033258,
2:00415 . 0°56 . 0-0741 . 0-09972 . 1-25463.

17846 e 2488. — 1926
9 167" * 314159" > T B218AT
2°3456.5°2013 g3, 413.4124.21358
769.0°12345" © 425.4998.76143 °

2°1457.0°1248.1385.31°273
277.10.7285.2°2812.125 082

(1-05)12, 96. (1°045)°, 97, 21235
(42 456)~2, 99, 2455172

328\ 17 H4-189\ 11
(—51) - 101 (G5i7) -
2035 (0'00876)"' 103 1°14159%,2°0489%.1°07938*
3164.(0°00592)% - *  4'09327.0°8597.210°895° *
4"” fiir r =1-06234 und 7 = 314159,
(3 905) 106. (—m 107, (11°716)" ¢,
8 ¢ ﬁ___
VO 918, 109. V7135 110, V082736

) 095372

i)
1°5852.0°028346° 12. v
V 0°0004594 B g 129
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[T own V) 78957 e =
113. E E : 4. /(35" 115. /23
116. Vi_b fiir a = 0°21537, b = 7-7856, ¢ — 0-93572.

s-—
117, aVb fitr a = 0°27386, b = 30000, ¢ = 0°02183, d = 0-72,
118. ]/(a+b+c> (a+b—0) fiiy n.=2"145, b=3"087, ¢ = 3- 248,

¢ch
19. % y30-9, 120, L 121, ngé‘{gi?"’.
= \/7 13945
B }’4\/6 i 524-105.58" 937
122. - : 123. \/340 -V " Taieser
1 VavVize : !
T vio e 847 V 0°85 + V65332
124, V10 V10 125. -

3
154.\/ 9184 \,3 4071

121. ‘31—_—1— fitr @ = 1°01875, n = 12,

126. |/4 51957%.V3- 19838, vir- 89

Vi B AT T
128. | \VIgTT— Vo2 129. I/%;/;;‘_}B
__log183—1log 6 __log2—Ilog(log2)
130 = _—IO_{;’"_?)_' 5l = ___—10g3
log 87656 — log 1183
183 X = - e loxd

183. Bevedine ben Radind bed cinem Dreiece cin und umgejdhriebenen
Rreifed aud den @citeu a = 804°31, b = 1006°6, ¢ — 864°9.

( \/(S - (S (s——c) i 4Vs (s— 'L;l(]:“b) (s—g)

134. Gbenjo fiir a = ", i e e

135. Das einem Kreife mit dem Radiusd 1 eingejdyricbene regelmipige
96-Gi¢ hat den Umfang 6°28206. Berechne den Umfang a) ded einge-
{chriebenen vegelmifigen 192-Ccfed, b) bed umgejchriebenen regelmdpBigen
96-Gcfes. (Aufg. 17. 76, 78)

Qife folgende Gleidhungen ohne Veniibung der Logarithmentafeln
136. log x = — 3. 137, 2logx=31log4. 138, }logx=2loga.
139. Llog (x—1)=1-—1logh. 140. logx+log (x4 1)=2log(x— I)

141, ]0,D (x4 5) —log (x —b) =2,
17
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142.

145.
148.
151.
153,
155.

15%.

159.

162.

164.

166.
167.
168.
169.

170.

173.

175.

199,

179.
180.
181.
182.
18s.

Qife folgende Erponential= und logarithmifhe Gleichungen auf:
gied =il 148, m . ax—e¢—mn_ bx—;, 144, a= b2 —e¢,
(m*—1)5=nx, 146. me*te — pbx+F 147, 47— 255,
10==2-71828. 149, 3*47806 —2-47806=, 150, 25—==11.

Boxts 9u4x — bx. 152, 3% Hix—d —Tx—1 112
95 gu—1 dx—2 5, 154. 409605 — 4x+%,
== 156. m* n—* =
gmx - bnx _xﬁ.

el 23\x+2 345
ik 158. (;_3_4) -
V10 —2. 160, V2= —5 161 y10=—V2-57812.
b 4 x -
VarFl = VB&—T, 163. VamT — yiF: Vier

3 3 b
VIZ 77955 — V893, 165 V3238 VOOB™ — VEBI—=,

bx 7x .
V135t — V39-7375x—4

500.0°84= - 400.0" 84=—1 =578 592,

31+4x iR 23x—5 s 25x—~1 s 341.

3:; + 3x+ 1 __|_ 3x+2 _I_ 3x—|—3 = 4= + 4x—]—1 _‘_ 43—[-.2!

8 4
8x By — 405, 171, V2= V3y—12 172, xv =243,

o 1 —112, Gl LS
VI VSR =515 VIomi—(3).

3 X

Ve,V —12, 194, e lys—1

1 5 1 = v

VTE.:VIy:@ V2 v2=1-4131,

V4 .5y — 400, 176. 2.5y — 2000,

x 8= 62 = 2916
1 '

e 47 75— 3136

Oa:m\y/b, 178. f/a}“l‘l:m,

?/c:n\l}d. Obx'l'l:n.

logx +log2x +logdx=—3.

log (x + 2)+—log (x — 2) = 043512,
log (5= — 1T) + 0- 14267 =x log 5.
Dlogx — 3

11 1e8(22) — (- 09467211,
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20. Quadratifde Gleidungen mif einer AnbeRannten.
Retre quadratifye Gleidmngen.

1. Bx+4) Bx—4)=0. 2 1—4x2=1T42x?
3. x—a+b)(x4+a—hb)=4ab. 4. (a—bx)2=(b—ax)2
B O+x)T—3%)4+ O —x) (T+x)="T6.
2ab —
6. a—x=g72 X4 gabl
3
8 Z=7sc 9. x+HE—H=4,
Xt G (124x) (x—38)
10. X+b+X“b_O 6 ‘“—15'T=X+3.
X X oug g x+1 , x—1 5
12. x+2—|—i—_‘“§—§' 13. x—-l+ﬂ_1=—2_
— 1—bx =
14. la-—axx b—x"' 15. 1+2x+1—a2x=2b'
16. V3x2 - 3=2x. 17. V33 F2x—x2=x+1.
ax?+b? G S Aoy x+a—b
18. \r};m:\/hxﬂ—i—a”. 19, V2 — x——a:v_::‘__“.
20, Va—t+ x4+ Va—x=3V0:4a,
2b
21. VX—I—%].—' V5x—33—4b=\/;*“—a
2 1 a4 1 BRI 23 V1+x—|—\/1—x S
2']-|~"\/1—x 1—Vi—x 9 *Vidx—Vi—x b*
2al 2 a* et
- x1Via'—x2 F x—Vdai—=x* sk
G R X2 __p2 s G
25. Lx - a? ?a Vx bs-l—x e
26. VV5+x+ VVb—x=15Vb.
8 8 3 3 8 8
27.a) Vatx+Va—x=Va; b)Vx+a+Vx—a=V2x,
28. a) (4x—38)? =8l D) - j:ib +(a—b)(a—b—x) =0, (Reue
Nnbefannte.) o
oﬁzznfrdjte quadratifije Gletdungen,
29, (x—3) @—2)=0. 80. 2x —5) (3x 4 8)=0.
8L x2—4x=21, H 32. x2=12x— 3b,
88. x2 4 15x 4 56 =0, 34, x* +x—56=0,
85. x? —4x-+-4=—0. 36. x> — 2x =15,
87. x2—6x+7=0. 88. x* —13x = 140, .
89, x2-+9x4+5=0, 40. x24-19x 4+ 10=0.
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41. x?—Tx="1.

43, hx? | Tx =24,

45, 5x2 1+ 13x 4+17=0,

47 16x2 — 24x - 11 =—10,
49 2w (29— (4l

Bl. x2-11:28x — 09825
b3, x2—0°685x—0:1141,
55. x2+2ax=—2ab | b2

bi. x2— (@t bx+ab=0

59. (a—b)x2—bx=—a,

42.
44.
46.
48.
50.
H2.
54,
56.
58.
60.

6l (x1-3)2—(x+2)°+ (x—2)°+6.
62. G+1):x+3)=(x4+11): B3x—3).
63 (x 43 @+H—Ux+P@dz—h+1=0.
64 (a+b)x?—2(a*—bI)x 4 a4 b3=0.
65. x2— (a2 b)) x-+ath —ab®=0

66: 3" — 4V —T.x4+5=0.

wilein i B
68 x+6" x—3
S R e A e
0. —— —=10—
2 2L _ar
% X2
a a—2bx
4. ax —bx e
i 1
6. x+_—=a{ —

85.

67.

69.

86.

8. x: x+1)=02x-+3): Bx-F+4).

88. %2+ 2xV5=2V6.
90. x+ TV x=230.
92. 2x —8Vx—1=4

o4, V3x—2--Vdaz —T=—1
" 3 DT
95. Vi2 —x—V16 —x=2,

x2-1L2x 1 4—0,
12x2=—20x — 3.
18x2 4 3x=10.

x? —12x 4 100 =0.

x2 —6:8x - 10:92—0.
x2—0:2392 —0-81 x,
x2—8:T12x —77-:23726.
x*—2abx—a*-}a%b2- bt
x2—(a—h)x—ab=20.

m?x®>—m (a—h)x=ab.

Xl Ax =T AV
(2a—b)x—Db? 2ala—D)
2a-+b—x = 2a—x °

=
7

[
L)

—
no

2a= (1 e x 2 =(1-hi)x

1+a*—2ax  1+b*f2bx"

89 x(x42y1l)=6V2
- 91 ax—hbVx—c¢,
93. x—10=—=2Vx*—3x +5.



96.
97.
98.
99.
100.

101.
102.

103.
104.
105.
107.
108.
109.
111.

113.

263

Vx4+y10+Vx —y10=Vex —11.
aVxFb24+bVx}a2=2abh.
3Vx+8—Vx—8=2V2x 2
Va.z—{— xV2x? —a’—atx

X X 83a

Vipvics b

VEF VX + VT F Vi =V2EFVa.

Ve —1)E—2+VE—38)x—4=V2

_VL HE 12—\E=

12—\/% Vx

Vabh+x)=a-+b—Vba—x).
V2x+1—2VexF+3—1 106 V2+ f2rVar, —

Vol T b VeE, Sk
VX++:va+Vb+va—Vb_

Va Vb
V7x—13 12— Vox—l—l 110. V2x+4+2 4+ Vx4 2=—x.
a—|—x e 205 2 : Sl IO
ey e L2 Vot t Vot >
yﬁ:{—a—FVx— . Tiea
Vx—a—Vz—0b b

Fitr welche Werte von x.merbcu folgende Ausbdritcfe pofitiv, und fiie

weldhe TWerte negativ?

114, x*—8x 4 16. 115. x*—3x—4

116. x*--8x - 15, 117. x* —14x }-45.

118, x*—6x+49. 119. x* —4x 5.

120, 2x2 —x —2—2 (x> —‘g —1).

Rl —2x'— x4 10=—2@x*+ 7 —b).

122, Rx?f4x—1. 128, 12y __gx2
Bilve Gleichunigen, welde folgende Wurzeln Haben:

T2, VT b — V1, e 185 < 3Y2 yph o3y

126. 10 und —1. 127. —9 und —13.

128. £ und & 129. 2 und —2,

130. O-7 und —2'4 131. 1-36 und 0-75.

182, 2P =) 183. 1+ V2 und 1—y2.
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134. (2a—h)? und (2b—a)%

135. 2a+3bV2 und 2a—3bV2

136. 24+V—1 und 2 —V—1.

187. V24+V—8 und V2 — V3.

138. Gine quadratiihe Gleichung mit reellen Bahlen hat die eine Wurzel
—b5—V—b, Wie heift die Gleichung?

139. Die Gleichung x® — 11:175x...... =0 Hat die eine Wurzel —2-8;
erginge die Gleichung.

140. Diejelbe Gleihung (139) Hat bdie eine Wurzel 2-8; wie heifit die
anbere und wie die Gleichung?

141. Gine georbnete quadratijhe Gleichung mit bem abjoluten Gliede
- 15°4 fHat die eine Wurzel 8-8; wie Peift die Gleichung?

142. Diefelbe Aufgabe (wie 141) fiix b= —154 und x, =388,
Berlege folgende Trinome in Factoren:

148. x*—17Tx - 70. 144. x2-}3x— 88,

145, x*+x+1. 146. x2—9x—10.

147, 3x*™—14x 48, 148. 3x? 4+ 10x — 153,

149. 6x* +x—1, 150, 20x?--17x — 24,

151, x*—ax-+ec(a—c¢). - 162, x*-}4abx— (a? —b?2

153, abx®*-F(a-b)x+ 1. 154. abx?- (a®—Db¥)x—ab.
155. acx®—(a?--hbe)x+ab. 156. acx?— (3ab—he)x—3b2

Anwendung der quadratifhen Gleichungen mit einer Ynbekannten,
Reine quadratifye Gleiduugen.

157. Das Probuct aud bem bdritten und vierten Theile einer Jahl
betrigt 108; weldhes ift die Jahl?

158. Weldhe Bahl muis um d vermehrt und um d verminbdert werden,
bamit bag Product der beiden neuen Jafhlen a fei?

169. €3 ijt eine Sahl zu juchen, Deven neunter Theil gleid) ift dem
Producte aud dem Ddritten, fechsten und adjten Theile derfelben.

160. Wenn man eine gewifje Bahl um 5 vermehrt und um 5 ver-
mindert, fo ijt bie Summe der Duabdrate dev o erhaltenen Jahlen 178;
welched ift bie Baphl?

161. Jn einem rechtwinfligen Dreiecte, deffen eine Kathete das 63 fache
ber anbern ift, Dbetrdgt die Hypotenuje 82 Meter; wie grofy ift jebe Der
beiben Katheten?

162. Jn einem rechtwinfligen Dreiecte verfhalten fich die beiden RKa-
theten wie 3:4; vergrifert man bdie Fleinere um 4 und verminbert die
grofiere um 3, fo ift die newe Hypotenufe 1lmal fo grof al8 frither. Wie
grof} find die drei Seiten beider Dreiecte?

o
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163. Wenn man cine Seite eines Tuabdrates um a (111 em) ver-
{ingert und die anftofende Seite um eben fo viel werfiirgt, jo hat bie Dia-
gonale bes aus bdiefen Streden gebildeten Nedytecte3 die Léinge b (41 cm)
2ie Tang ift die Seite bed Duadrates?

164. Wie grofy ift die Seite bed Quadrated in Aufg. 163, wenn der
Tladeninhalt de3 erwihnten Rechteded gleich £ (860 em?) ift?

165. Drei Sahlen verhalten ficdh) wie 1:2:2; die Summe ifrer Qua-
brate ift 4525, Wie Heifen diejelben ?

166. Cine Sammlung in einer Gejellihajt, in welder doppelt jo viel
Herren ald Damen waren, ergab 176 K. Jeder Herr gab doppelt fo viel K,
al8 Herven waren, und jede Dame dreimal jo viel K, ald Damen waven.
Wie piel Herren und wie viel Damen waren da?

167. Bwei Kbvper bewegen jid) auf ben Schenfeln eines vedhten Wintels
pon dem Sdeitel aus mit der gleichen Gejchwindigleit; dod) hat der erfte
feine Bewegung m (7) Secunden frither begonnen. Wenn nun beide n (12)
Gecunben nad) Abgang des erften ecine gegenfeitige Entfernung d (65 m)
haben, mit weldjer Gejcwindigeit bewegen fich diejelben?

168. Bwei Korper bewegen fich gleichzeitig auf den Schenteln eines
rechten Winkels vom Scheitel aud. Der erfte Hat die Gejhwindigleit ¢
(4-8 m), ber zweite ¢’ (14 m); nad) twie viel Secunbden ift ihre gegen-
feitige Cntfernung d (100 m)?

169. Auf den Schenfeln eined vechten Wintels befinden fich 3wei Korper
in der Gntfernung 40 m begiiglich 20 m von bem Scheitel. Der erjte bewegt
fich zum Scheitel Hin mit der Gejchwindigkeit 1 m, der zweite von dem
GSdeitel weg mit der Gejdhwindigleit 2 m. Nad) wie viel Secunden wird
ihre gegenjeitige Entfernung 50 m betragen ?

170. Gin Punft auferhald eines Kreifes Hat den Centralabitand e.
Bon demijelben wird an den Kreid eine Tangente von der Linge a gezogen;;
wie grof ijt ber Nadiug des Kreijes?

171. Gin Kreisving hat den Flacheninhalt f. Das BVerhaltnis des
grofen Radiug gum fleinen ift gleich m. Wie gro find die beiden Radien?

Gemifdte quadvatifye Gleidyungem,

172. Gudje jene Jahl, deren 12fached um 45 fleiner ift ald ihr
LQuabdrat.

173. Wenn man 3u einer Sahl 40 adbiert und die Summe durd) die
ungeinderte Safl dividiert, jo ift der Quotient um 2 fleiner al8 die urfpritng-
liche Bahl; wie grof ijt dicje?

174, Welche Bahl gibt zu ihrem veciprofen LWerte adbdiert a zur
Summe?
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175. Die vechts ftefende Bifjer einer gweiftelligen Sahl ift um 3 fleiner
al3 die lints ftehende; multipliciert man die Sahl mit der lehteren Biffer,
jo exhilt man dasd 42facdje ihrer Jiffernfumme. Lie Beift die Jahl?

176. Gin Brudh) hat den Wert . Wenn man Jihler und Nenner
um 12 vergrogert, fo ift der entftandene Bruch Hmal fo grof, ald wenn
man Bdhler und Nenner um 6 verfleinert. LWie Heift der Brud)?

177, Gin Bruch Hat den Wert . Wenn man feinen Jihler um 8
pergrifiert, den Menmer Hingegen um 8 verfleinert, o ift Der entjtandene
Brud) um 1% grofer al3 jener Brud), welder entfteht, wenn man um-
gefehrt den HBdahler um 8 verfleinert und den Nenner um 8 vergropert.
Wie Heifst der Brud) ?

198. LWenn man in einer 3‘10913[ﬁt1g€n Bahl mit ber Biffernjumme 5
bie Jiffern vertaujcht unbd die beiden Jahlen mit einander multipliciert, jo
erfilt man 574; wie Deifit die Sahl(?

179, Jemand faufte fiiv a (400) K Tudh; hitte dag Meter b (1) K
weniger gefoftet, fo wiitbe er fiiv jenes Geld ¢ (20) Meter mehr erhalten
Dabenr.  Wie viel Meter Hat er gefauft?

180. Die Koften einer NReife, weldhe mehrere Perfonen unternahmen,
betvugen 432 f(.; da zwei Perfonen frei gehalten wurden, mujste jede dex
itbrigen Perfonen um 3 fl. mehr bezahlen. Wie viel Perfonen waven e3?

181. Gin Bater hinterlief feinen Kindern ein BVermbdgen von 14400 {L,
s gleichen Theilen; bald nad) feinem Tobe ftarben zwei Kinder, und es
exhielt infolge deffen jeded der iibrigen Rinder um 1200 fl. mehr, als e3
jonjt befommen Hitte. Wie viele Kinber Hinterlieh der BVater?

182. Jemand leiht 5600 K zu einem gewiffen Sinsfufe aus; von den
Binjen de3 erften Jahred verwendet er 152 K fitr fich, den Reft jdhligt er
sum Capital, weldjes dann im pweiten Jahre 256-5 K Binfen trdgt. Zu
wie viel % war daz Capital ausdgeliehen ?.

183, Jemand erhilt von einem Capitale 120 K Binjen und von einem
gweiten, weldes um 6000 K grofer ift und 2% mebhr einbringt al3 das
erfte, 450 K Binjen; wie grof find die beiden @amta[wn?

184. Gin Baumgarten bildet ein Rechtedt, in weldhem 560 Biume in
gleichen Entfernungen von einanber ftehen; eine Reihe nady der Linge ent-
hlt 8 Baume mehr als eine Reihe nad) der Breite. Wie viele Bitume
{tehen in jeder Neife?

185. Gin Acter von 6936 Quadratmeter Jnhalt Hat die Geftalt eines
Nechteces, in weldhem die Liinge um 34 Meter linger ift als die Breite;
wie grof ift bie Linge und wie grof ift die Vreite?

186. JIn einem Nedhtede, deflen Qange um n (23) Meter linger ift
alg bie Breite, betrdgt die Diagonale d (65) Meter; wie grof find bie
Seiten ?



267

187, Nm ein RechtecE mit der Linge a (24) em und der Breite b
(18) cm wird ein aweites gegeichnet, defjen Seiten von Denen ded eriten
gleih) weit abftehen, und deffen Flacheninfalt m (12) mal jo grof ift als
per Ded erjten. Welchen Abjtand faben die Seiten ?

188. Gine Strede a in wei Theile jo zu zerlegen, dajs der eine
Zheil bdie mittlere geometrijdhe Proportionale zwifdhen a und dem anbdern
Zheile wird.

189. Cine Strede von ber Linge a in zwet jolche Abjdnitte ju theilen,
0aj8 bie Differeny ifhrer Quadrate dem Nechtede ber Ubjdnitte gleid fei.

190. Gine Strecfe a 1) vou innen, 2) von aufen in jwei Theile fo
su theilen, Dajd das NRechteE aus diejen Theilen flachengleid) ift einem Qua=
brate mit der Seite b.

191, Auf einer Geraden liegen 4 Harmonijche Punfte, Die Abjtande
je sweter zugeordneter Punfte find AB=a, CD="»h. Wie grof fiub bie
Streden AC, BC, BD?

192. Jn einem rechtwintligen Dreiece ift die eine Kathete um r (7 m)
fleiner al8 die andere; die Hypotenuje hat die Linge ¢ (13 m). Wie grof
find bie Satheten?

193. Jn einem rechtwinfligen Dreiece ift die Hypotenufe ¢ = 2Hm
und die Hohe auf diejelbe h=6-72m. BVeredne zuerjt die bjdnitte der
Hypotenuje und dann die fehlenden Seiten.

194, Jn einem rvecdhtwintligen Dreiede ift eine Kathete a = 117 und
bie Projection der andeven auf die Hypotenuje q=15-488. Bevedyne bdie
Hypotenufe.

195. Sn einem redhtwintligen Dreiece ift die eine Kathete um 17 m
gqoBer als die andeve. Vergrifert man die fleineve Kathete wm 20 m unbd
bie gropere um 10 m, jo wid)st die Hypotenuje um 20 m. Wie grof ijt
bie fleinere SKathete?

196. BVon einem rechtwinfligen Dreiece ift gegeben die Hypotenuje
¢=—3bm unbd die Summe aug einer Kathete und ihver Projection auf die
Hypotenufe m=235-6 m. Wie grof jind die Katheten?

197. Von einem redhtwintligen Dreiecte ift gegeben die Hypotenufe
¢="50m und bie Summe aus einer RKathete und der Projection der an-
beren auf bie Hypotemuje m=60-08m. Wie grof ijt diefe Kathete?

198. Welches Bielet hat 170 Diagonalen?

199. Sn weldem Bielece ift die Jahl der Diagonalen um 18 grifer
ald bie Jahl der Seiten?

200. Eine Kreisjehne von der Linge a (12) wird durd) eine andere von
ber Qinge b (15) halbiert; wie grop find die beiden Abjdhnitte der leteren?

201. Gine Sebne ift um 2 cm fiivger als der Durdymefjer des Kreifes;
ihr Centralabjtand betrdgt. von der Linge des Rabdius. Wie grof ift diejer?
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202, Um welde Strede mufs man den Halbmefjer r eine3 KNreifes
vetlingern, dbamit die vom Enbpunfte der BVerlingerung an den Kreid qe-
30gene Tangente die Linge a Habe?

203. Bon einem Kreidausidnitte ift der Umfang w und der Flachen-
inhalt f gegeben; wie grof ijt der Radiug und der Bogen ?

204. Bon einem geraden Cylinder ift die gejammte Dberflidhe o und
pie Hihe h gegeben. Wie grof ift ber Rabdiusd des Grundireifes?

205. Bon einem gevaden Kegel ift die gejammte Dberfldache o und die
Ceitenlinie s gegeben; wie grof ift der Nadius des Grundfveijes?

206. Lon einem geraben RKegelftumpf ift der Cubifinhalt v, die Hihe
h unbd der Radiusd der etnen Grundiliche r gegeben; wie grof ift der Rabdius
ber zweiten Grundflache ?

207, Bon zwei Orten, weldhe 152 %m von einander entfernt find,
fahren su gleicher Jeit zivei Wagen einander entgegen; diefelben begegnen
fih nach) 12 Stunden. Wenn mun Ddev eine ju jedem Kilometer eine Nii-
nute mehr braud)t al8 der andere, in wie viel Minuten legt jeber Wagen
1 km uriid?

208. Bwet Radfahrer fahren gleichzeitig von den beiden Drten A und B
einanber entgegen. AR fie fich nad) 78 Min. begegnen, fat der exfte 1560 m
mehr suriidgelegt al3 der zweite. Der erfte fommt 125 Min. frither in B an,
al3 ber weite in A, Wie weit find A und B von einander entfernt?

209. Cin Radfahrer fahrt um 8 Uhr vormittags von einem Drte A
itber einen I km entfernten Ort B nach C und Holt einen Fupgeher, weldher
um 8 Uhr von B gegen C aufgebrochen ift, um 11 Whr 20 Min. vorm.
ein. Wenn mun der Fupgeher su jedem RKilometer 4% Minute mehr braudyt
al8 der Nadfahrer, wie viel Meter legt jeder von beiden in der Minute
guriict ?

210. Auf den Schenfeln eined vedhten Winfeld bewegen fich wet
RKovper gleidhformig mit den Gejdhwindigteiten ¢ (5) m und ¢’ (3:6) m
sum Sdpeitel hin, von weldgem jeber die Cntfernung a (60) m hat. Nad
wie viel Secunden betvdgt ihre gegenfeitige Entfernung b (26) m ?

211. 3wei Punfte bewegen fich gleidhformig mit den Gejdwindigteiten
¢’ und e auf zwet fich vedhtwinflig dhneidenden geraden Linien ju dem
Sdynittpuntte hin. Jhre Cntfernungen vom Schnittpunite find zu einer
gewifien Beit d* und d”. Nad) wie viel (t) Seiteinbeiten werden die beiden
Punfte die Enifernung d von einander Haben ?

212, Auf den Schenfeln eines vechten Winfels bewegen fich von dem
Sdeitel aus die Mittelpuntte sweier Kreife, weldhe die Radien r (15) em
und r; (14) em Hhaben, mit den Gejhwindigteiten ¢ (5) cm, beziiglih e,
(7) em; doch) beginnt ber pveite Punft jeine Bewequng t (1) Secunden
fpdter. Wann werden fich die beiben Kreije von aufen Devithren ?
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213. Gin Wafjerbehilter fann durd) zwei Rohren, welde gleichseitiq
gedffiet find, in 22 Gtunben gefiillt werden. Jn welder Heit fitllt jede
Jiofre eingeln den Behdlter, wenn bei Verwendung der einen Rohre 2
Stunbden weniger erforderfidh) find al3 bei BVerwendung der andeven?

214. Wm einen Wafferbehilter u fitllen, braudyt eine Rihre 2 Stunden
weniger, a3 eine weite Rohre braudht, um den gefillten Behalter zu
entleeren. Werben beide Riohren gedfjnet, dann ift ber Behilter exft
in 20 Stunben bi3 jur Hilfte gefiillt. Jn welcher Beit wird bie erfte
Jidhre allein den Bebilter fitllen und bie weite den gefiillten entleeven?

215, Man ldjst einen Stein in einen Brunnen fallen und 3aplt t (3)
Gecunden, iz man dad Uufidlagen des Steined im Waffer Hort. Wie
tief ift ber Brunmen, wenn die Acceleration g (9°81) m, und die Ge-
fhwindigkeit ded Sdhalled e (333) m ift?

(Gin frei fallenber Korper legt in x Secunbven bden Weg 8 = -gx* auritd.)

216. Wie viel Beit braudht ein mit der Gejdhwindigleit ¢ jenfrecht in
bie $Hibhe geworfener Kbrper, um die Hihe h zu evreidjen?

217. Cin Kbrper wird mit der Gejchwindigkeit ¢ fenfredit in bie Hohe
geworfen, t Secunben fpdter wird ein pweiter Korper mit der Gejdhin-
bigfeit ¢’ in die Hobhe geworfen; nad)y wie viel Secunden erreicht diejer
mit bem erften die gleiche Hohe?

Discuffion der erhaltenen Gleidyung.

21. Algebraifde Gleidungen foleren Grades und Cxponentialgleidungen
mif einer Anbehannten, welde fid) anf quadratifdie @te;djuugeu jurid-
fiithren faffen.

(88. 209—212)

a) Ginfiihrung newer Unbefannte.

1. x+—13x2+36=0. 2. 6xt—11x2=35,
4\ xS
3- —'—4:X2'—_:45. 4. _T 114
5. —4abx“"=(a2—b“)9. 6. (9x2)‘—41 (3x)? 4 400 —0.
7. xt—2(at4b?)x*+ 4a?h?=0.
o 2

8 xVH_xi—12 9. x4 () =260
10. 6x—*—5x—24+1=—0, 11. (x+a)2+ﬂ‘_;)2=b

bz |E8 e A 1 :__’
R 5= 18. =20 +pog=73

14. (x——a)*—|—(z—|—a.)4—b
15. (x24-ax)2+4b (x? 4 ax)=c. Gepe x*+ax=y.
16, (x2—3)?—T7 (x*—38)46=0.
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19 2x2—8x+4+1)2=22x?—33x } 1.
18, Vx—8yx—9. 19, Vxt— 3y xie 54
20. i/x“‘—nQin—l—\s/x. 21. yx®4 ax3=h,
22. X2—8X+5:2VKQ—8x—i—TO. See x*—8x=1y.
23. 2x*4+-3Vx?—x4+1=2x135.
24. (2:;-1-\/2:;)4 (23+\'2x)‘—12@0
25. Vx‘*‘—|—2ax—l—a2 Vx3+2a\—a2—\/2a"‘
3 8
26. \/\—|—21me1 e AVE—_V T . Vox=—1.
b) Berlegung in Factoven (aucd) verbunbden mit a).
28, x! —3x?—=10x,
29, x*4+3x*— (x4 3) bx 415 =0,
30. x*—8x2 4+ (x— 824 6x (x—8) =0,
3l. x*—a*=—a?(a—x). 32. B—x)*=x-—3,
33. x*+64=0. 84, x?— 19h 30, x(x* —8) =81 —x),
20 R s ge B -d)e
36. i Vxi—h. 37. Ve xVx+ 3.
88 xo 27 —98x% 89. 3x%— Tx3=6.
40. 2x% —5x Vx=1323 41. 3 —x°*—1=0,
42, x*=24+11V—1. 43, (x—a)?— (b —x)8=0.
4, 2x—3P2 +(x—932=0. 45. x*— 81 =0,
46. x*+16—0, 47, (2 — 4) (x? 4 4)— 240,
48. x® —17x*+ 16=0. 49. x® — (a* L bHxt - atht =0,
50. X _ 18x1—9 (x*—1)* —65.
3x*+4 , 3x’—4 9 ot %
b1. 3Xﬁ_4+3x,+4—g. B2, 3xf— 2187
83, —5=x*+D. b4, x8+i=0. 55. x8=1.
fe folgenbe reciprofe Gleidungen auf:
56, x*+x2+x-+1=0, 7. x*4+3x2—3x—1=0,
B8. + 4+ IE 10 59 -2y Ix 1
60. 2x® 4 3x*—3x—2=0. 6l H5x®*—21x*—21x+5=0.
e b)®
62. x3-§~ax2—|—bx—§—(;) =0 G x3—|—ax2mbx-—(;) =)
64, x*+ 2x2—4x—8=0. 65, x®-+3x?+15x4+125—=0.
66. 27x® 12x2 —8x —8=0. 67. 8x3} 10x2 4+ 15x+ 27=0.
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o) o) aJ aJ a} aJ aJ aJ aJ 3
2EIS sv' FEREE 2 85

82.
85.
8%7.
88.
91.
93.
95.
97.
99.

101.

103.
105.

106.

27

¢ —2x¥ 4 2x2—2x41=0,
x*—12x% 4+ 20x2—12x +1=0.
X*—v%s—Sxﬂ-—%—l—l:O.
2x*4-5x®*—Hx—2=0, 7
24 xt —50x® —173x? —50x + 24 =0, A
3xt —10x* 4 6x2—10x 4 3 =0.
6x* —35x® 4 62x2— 35x+ 6 =0,
S R
36x5-19x4—29ﬁ 29x? —1bx L 8G=0 " 7" ARV
x4 xt—x—1=0. :
6x54+11x* —11x*—11x24-11x+6=0,
x?—ad=0. 80. x°+ a’={(, Blioxlo— 4§
Life folgende Erponential- und logarithmijdhe Gleichungen:
x x-+ ye
Va—bx, 83, 2+1—V/b, 84, 3.2:=4V9,
xlosx — 578, 86, Vxlosy= —10.
logVx+1-4logVx—1=2—1log2.
x4-2 X—1
Vo dxts, 89, 3.4+ —4, — Ly 27=in,
Jxi—abx+6 1200 92 (22&1-]—:(—2):(——3 =1,
x#logx—5 — ()-01, 94, xiorx — X '
3= —100 (@1 =—1). 96, xlosx —4x—logx—3
6.7%= 1 7=— 301. 98, 3.4t _§ 4x—x+2 — O
04100 _ 15342 100. 5V3+3V3=10,
18Y10—5v10—25, 102, 62‘\713 ALy
VBEL T4 V3R 2=5 104 gzt o=
84z 4 gr—=x—28 "
logVx—1-+4logVx+2=1-5—1log2.
22. Ouadratifde Gleidungen mit mehireren Anbekannten.
- (88. 213 und 214)
2x?*—3y2=11, 2. x?—y?=12
gxilgyi=1bh x”—i—y =14,
A 4. x?—y—604,

=6 x —y=4,
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2.

37.

39.

. x—8Vzxy—y=—686

x?ly2—r2

y=ax-+b.

b?x2 4t a?y?—a?h?
y=Ax-+4 B.

gyl —ay

T b

¥

EH Y
2=x+3@F—D,
R=7 x+22).
iy =— 2 ha
x—y=a?—b?
Vx+4+4—Vy+1=1,
5x — 3y =16.
x—y=2,
Bg—lh

. xy+ x=40,

X+ y=12

. Xy +x=18,

xy —y=10.
xy — 16, '
V’X e VY= vba
Xoyi— a sl
=y a
xy="0%

i X2+3X;Y+y2=7%r

v —1
¥ —xy+y'=a,
T
x* 4 y?=2a%+42b2
x +y =2a

(x+4-2)? +"(y + 3)* =32,

x+2)—@F+3)=
Xy x+y=a
x4 y*—x—y=h,

43{—5)7:?)_

Vx4+14+VyF4=5,
bx 4 3y =30,

(xﬂ4)—|—(y—3)~6
(x—4)(y=—58]=8

22 xy+x=4
Xy +y=3.
24. x4+ Vxy+y=14,
y=16
26. x:11=T04:y,
Vx4 vVy=19.
28. x?—y’=a,
Xy — )
80. x?{xy | y?=a?
Sy =B
8. X’ +xy+y’=a,
g2 yi=h
4. x4 xy+y*=3a’+4D?
x2—xy+y*=2a?}-3b2
36. x? 4 y2=104,
x—y=2_8.
38. x+y="14,
Vx+Vy=12
. 3x* —Txy+4y*=0),

bx? —3xy—y:=35

— (2x — 3y)2=80,
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;(. x?fxyty2=0, 42. 2x% — 2xy —y2 =239,
mx®+-ny?=a? x*+2xy +4y2= 39,
43, x -2 —(y41)2=)9, /4{ x4 xy=2a—3ab—2p%
(x—2) (y+1)=20. ¥ —xy=—15b% —5ab.
46. x(x —y)="75, 46. x*+xy-}yi—3,
¥ (x4 y) = 250. 2x% 4 3xy+4y? =12,
47. x2+xy—!-y =3, 48, x+xy+y=11,
2x? — 3xy—|—4y =18 x*y 4+ xy?=30.
49, &1y —3(x+y)=290, 50 x*y' x| y—8
xy = 80. Xyi=— 2%
51. X2+}’2—X—y=12, o2, X—y_x—zy=1’
— 3
e 20 1 1 5
8 x—y\Er_ B ol it
x? 4 y? =34, x®%y + xy? = 30.
85. VxFy4 Vxy=17, 86 x?—y'=T7 x—y),
x%y -+ xy? = 8600. xy (x2 + y?) = 300.
87, x*—y*=31(x—y), b8 =% L ¥% — a® (6D),
x? 4 yi—26, xy = b? (4)
B0 xt Lyt — 1116, 60. x* 4 y* = & (x4 y)?,
Xy = 35 xy =&
'X3+yB=ar 62. Xs—ysza'
X 4y =h X —y =bh
63. x*4y* = a, 64. x* 4 y* = a,
X' -y —.b, X —y = h
6. =i pdi— U7 66. x+y = 72
- s 3 8
e VX4 Vy = 6,
By xbicllivs — 1519 68. x+y) x*43) = a,
x%y 4 xy? = 1440, x—y) x*—y?%) =b.
69, x2}-y*}-x—y = a, 70. x* - yVxy = 9,
&E+y)E—3) =D ¥ +xVxy = 18
WA x x+y)° (x+2y) =p R x(x+4y) x+2y) (x+3y)=p,
X' (x +2y) = 8. E+2y)—GE+y)?=d
@, x+xy =, . x* 4 y® = 33,
x? 4 x%y? — ¢, Xy = 3.
7. x°—yb = 242, 76. x+y =1,

E—y)—zx+y =2 & +y") *+y®) = 3.

Moénil-Newmann, Leheb. b. Arithmetif u. Algebra f. b. obeven EI. b. Mittelidh. 25. Uufl. 18
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V. x (xt+y-+tiz) =a 8. x4y 422 = 94
y @+y+2 =D, X (y+2) = 45,
z (x+y-+z) = e X+ y-z = 14
m EYo : 1 1 L O)E
‘9- = m, 80. i[? —'}-E—_)z
sl 1t 1
'}—_-—*H, Twa_ E——-I-O.
Yz e 1 1 el
Sl.yxT—:Z—l—aF:O, ; 8. x+y-+z =6,
X—;);Z—I—bg =L x4y —1z = 8,
Y| (a b =0, X0yt fat = 90,
e A e 84 oy v o
x+vy-+z = 26 Xx+u = 13,
x| y2 422 = 364 y-+z = 20

x? 4y u?fu? = 425,

Anwendung der quadratifdyen Gleicgnngen mit mehreven Ynbekannuten.

85. Die Jahl 18 in jwei Factoren zu zerlegen, deren Duadrate 27
jur Differeny gebern.

86. Bon welden wei Jahlen ift dag Product um 84 fleiner als bdie
Summe der Quabdrate, und um 44 grofer ald die Diffeveny der Duadrate?

87. Der Unterjchied der Duadrate Fweier Sahlen betrigt 88; ver-
grifert man Ddie erfte Bahl um 2 und die pweite um 3, jo betviigt der
Unterjchied der Quadrate nur 81; weldes find die beiden Balhlen?

88. Sudje zwet Sahlen von der Bejdjaffeneit, dafs ihre Summe, ihr
Product und die Diffevens threr Quadrate gleich find.

89. Der Bihler und der Nenner eined Bruchesd betvagen zujammen 33.
Wire der Jihler um 89 und der Nenner um 20 grifer, jo wiirhe der
Brud) doppelt fo grof fein; welded ijt der Brud)?

90. Dividiert man eine weisifiriger ahl dburd) das Probuct ifpaer
Biffern, jo erhilt man 6; vertaufdht man die Jiffern, fo ift die fo exhaltene
Bahl umy 9 grifer al8 die gefudite; wie Deifit die Jahl?

. Multipliciert man eine weizifivige Sahl mit der durd) Bertau-
jung ihrer Biffern erhaltenen Bahl, jo erhdlt man 1729, Dividiert man
hingegen die erfte Jahl durc) die gweite, o erhilt man jum Quotienten 4
und gum Nejte 15, Wie Heifit die Bahl?
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92. Dividiert man eine weizifirige Sahl durcd) das Product ifrer
Siffern, o erhdlt man den Quotienten 5 und den Reft 2. Subtrahiert
man die Zahl von 55, fo erhilt man al8 NReft die aus denfelben Biffern
in umgefehrter Reihenfolge gebildete Bahl. Wie Peifit die Bahl?

93. Der Fladheninhalt eined Rehtected ift gleih) £ (60 m?); der Um-
fang desjelben verhilt fich sur Diagonale wie m:n (34:13). Wie grof
ift jebe Seite? } :

_ 94. Wie grofy find bie Seiten eines Redytefed mit der Dingornale d
(17 em) und dem Umfange u (46 cm)?

95. Wie grof ift der Umfang eined Redhteces, Ddeflen Diagonale d
(25 cm) und bdefien Fladeninhalt £ (168 cm?) ift?

96. Die Diagonale eines Redtecdes ift 13 m; vergrifert man bdie
Linge um 28 m und die Breite um 4 m, jo widhst die Diagonale um
28 m. Weldhe Linge und Breite Hat dag Rechtect ?

97. Jn einem rechtwintligen Dreiede wird die Hypotenufe durd ihre
Hohe in pwei Abjdnitte getheilt; die Hypotenufe ift a, die eine Kathete
©ift gleid) dem nid)t anliegenden Hypotenujenabjdnitte. Wie grof find bdie
RKatheten ? ; :

98. LWie grofy {ind die Seiten cined gleihjhentligen Dreieded, Defjen
Hohe um 2 om fleiner ift als der Schhentel und defien Umfang 50 em
betrigt ?

- M9, Bon einem redhtwinfligen Dreiece find die Hypotenufe a (65 m)
und bie Differens d (23 m) der DLeiben RKatheten gegeben; wie grof ift
jebe Sathete?
: 100. Jn einem rechtwinfligen Dreiecte ijt die Summe beider Katheten
T m und die Hihe 24 m. Wie grof ift der Flacheninhalt?

101, 2Aus der Summe s (50 m) der Hypotenufe und der einen Kathete
und der Summe s’ (81 m) der Hypotenufe und Dder anderen Kathete die
Geitent des rechtwinfligen Dreieed zu bevechnen.

102. Sn gwel Quadrvaten ift die Differens ber Diagonalen d, bie
Summe der Flicheninhalte s; wie grof find die Seiten?

3. Die Diagonale eined Redjtees ift-85 Mieter; verlangert man
jebe Beite um 2 Meter, jo widgst der Flddheninfhalt um 230 Quadrat-
meter; wie grof find bie Seiten?

194, Gin Grundftid von der Form cines Rechtectes ift a Meter lang
und b Meter breit; um wie viel Meter mujg die Linge verfleinert und
wm wie viel Meter bie Breite vergrofert werden, damit dad Grundftiid an
Subalt qich bleibe, an Wmfang aber um a— 2b Meter Fleiner werbe?

5. Bei einem geraden Cylinder mit ber Dberflide 0 (8042°5. . m*)
verhilt fich der Durdhmefier ber Bafis gur Hohe wie m:n (4:5). Wie

grof ift der Radiug und bie Hihe?
18*
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106. Die Dberfliche eined gevaben Kegels ift o (3141-59. . em?), der Um-
fang eines Achjenichnittes u (130 cm). Wie grof ift ber Radiug unbd die Seite?

107. Gin geraber Regeljtumpf hat die Oberflidhe o (188-495. . em?)
und die Seitenlinie a (5 em). Die Radien der beiden Grundfveije unter-
jheident fich um d (1 em); wie grofy find diefelben ?

108. Die Kanten jweier Witrfel unterjcheiden fih um 3 m, ibhre
Rauminhglte um 7817 m®  DBeredme die Kanten.

. Gine eiferne Hohlfugel mit ber Dide d=D5 cm wiegt
p=189-494.. kg. Wic grofs find die beiden Rabdien? (jpecifijches Ge-
widjt des Eifend s="7-20..)

110. Cin Kegelftumpf hat den Rauminhalt v=21991.. dm® und bdie
Hohe h=12 dm. Die Summe bder Rabdien der Grundfldchen betragt
8§=15 dm; wie grofy find diejelben?

111. Gine vegelmdfige vierjeitige abgeftumpfte Pyramide Hat ben
Rauminhalt v =285 m?® und die Hohe h=15 m. Wie grofp find ihre
Grundfanten, wenn jid) diefelben wie m:n=3:2 verhalten?

112. Gine abgeftumpfte Pyramide hat den Rauminbhalt v =684 m?
und die Hohe h=18 m. Wie grof {ind ihre Grundilachen, wenn bie=
felben fich um d =30 m? unterjcheiden ?

113. Gine vegelmdfiige vierjeitige Pyramide hat dad BVolumen
v = 1280 m?® und die Oberfliche o =800 m? Wie grof ift die Grund-
und die Seitenfante?

114. €in rechtwintliges Bavallelepiped Hat eine Grundiliche von
48 cm?, eine Dberflache von T68 em?® und eine Diagonale von 26 cm.
Wie qrof find jeine Kanten und jein Rauminhalt?

115. Bon einem rechtwintligen Barallelepiped ift gegeben der Raum-
infalt v="T20 dm?® bdie Dberflache o=484 dm? und bder Umfang der
Grundfldcdhe u=234 dm. Wie groff find die Kanten?

116. Bou einem Deltoid find bdie beiben Diagonalen d=16 cm
und d, (Symmetrale) =21 cm jowie der Umfang u=>54 c¢m gegeben.
Wie grop find die Seiten?

117, Auf einen Punft wirfen 3 Kuifte unter vedhten Winfeln, beven
Stirfen {id) wie 4:5:6 verhalten. Weldhe Starfe Haben diefelben, wenn
bie Stirfe der Nejultievende 39 kg betragt?

118. Drei Bahlen bilben eine ftetige geometrijhe Proportion; ibhre
Gumme ift 14, die Summe ihrer Quabrate 84; weldhe Jahlen find e8?

119. Die Summe dreier Jahlen, die eine ftetige Proportion bilben,
ift 39, ihr Product 729; welcdhes find die Sahlen?

120. JIn einer geometrijdhen Proportion ijt die Summe der dufieren
®fieder 18, bie Summe bder inneren Glieder 17 und bdie Summe ber
Quabdrate aller vier Glieder 325; wie Heift die Rroportion?
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121. Die Summe ber vier Glieber eciner geometrijchen Proportion
ift 72, bag Product der inneren Glieder 140, die Summe bder Quabdrate
aller vier Glieder 2050; wie Deifit die Proportion ?

122. Bon drei Bablen ift bie sweite Das harmonijche Mittel swijchen
bev erften und der britten; die Summe aller 3 Bahlen ift 13, die Summe

ihrer Qugprate 61. Weldhe Bahlen find es?
- Cine Deftimmte Avbeit fann von A und B audgefiihet werden;

A allein braudht zu develben um 2 Tage mehr, B allein um 4% Tage
mebr, alg fie beide brauchen wiirden, wenn fie sujammen arbeiten. Wie
viel Tage brandhen beide zujammen zur BVollendbung der Arbeit?

124. A und B verfauften jujommen 100 Meter eciner Ware, und
_ jwar Dder eine mehr al8 der anbere, aber beibe nabhmen Ddennod) bicjelbe
Geldbjumme ein; Hitte A {o viel Meter gehabt ald B, fo wiirde er 63 L.
bafiir eingenommen haben; Hitte B fo viel Meter al8 A gehabt, o wiirde
er mur 28 fl. dafiit erhalten haben. Wie viel Meter hat jeber verfauft?

125, Bwei Rohren liefern zujammen in 20 Minuten 540 Liter Wafier;
bie erfte Nohre braucht, um allein Ddiefe Quantitit Waffer zu liefern,
9 Minuten mehr ald bdie gweite. Wie viel Liter liefert jede in 1 Minute?

126. Gin Reifender braudht zu einem Wege von 520 Kilometer 3 Tage
mehr alg ein andever, weil diefer tiglid) 12 Kilometer mehr zuriictlegt al3
der erfteve. Wie viel Tage braudyt jeder zu diefer Reije?

127. Bon zwei Orten, die 270 Kilometer von einanbder entfernt find,
fabren gleichseitig zwei Gifenbalhngiige einander entgegen, von demen bdery/)
eine 3u einem Kilometer 0-5 Minuten mehr braudht ald der andere. Wenn i
fig nun Diefe Jiige 5 Stunden nach threr Abfahrt begegnen, twie nieI\ :
Minuten braudht jeder ju einem Kilometer?

128. Bwei NReifende gehen von wei Orten A und B, welde 45 km
voneinanber entfernt find, gleichzeitig einanber entgegen und begegnen fich
nad) 5 Stunden. Der erfte fommt 27 Stunde frither in B an ald der
aweite in A, Wo begegneten fie einander?

129. Awei Puntte bewegen fich auf den Scjenfeln eines rechten
Winfeld von dem Scheitel weg, von weldem fie anfinglic) die Entfernung
4 m bezitglic) 32 m haben. Nacdh) 1 Secunde find fie 13 m und nad
21 Gecunden 25 m von einander entfernt. Wie grof find ihre Ge-
{dwindigteiten ?

130. Das Borberrad eined Wagens madt auf einer Strece von
1260 m 105 Umbdrehungen mehr als dad Hintervad. Wire der Umfang
cined jeben Mades um L m grifer, jo wiirde das Borberrad auf derjelben
Gtrecfe nur 80 Umbrehungen mehr machen a8 das Hintervad. Weldjen
Umfang Hat jebes Rad?
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Exponential- und logarithmifde Gleidunaen.
132, 27y 9—24

131 = — 92483

V1024 = ()°
133. Xy — 400

xlosy =16.
lié. ‘}’x -l— 4.)!-—}( it %f}.

137.

BVy +BVy=T—11,

oL —17
9% {3ty — 145,

134.

136.

138.

x
37\/25 — 185,
x*
oyt — \,"4:x+T
x-1
35'__“2 ] \,’gﬂx— 1.

P s '
Vx2=11Vx — 10

y=1—logx.

e Lim

y=2—log x.

23. nbeftimmte Gleidungen.

1. Yubefiimmte Gleidjungen des crfien Grades.
Qife in gangen Sahlen auf: '

2x —3y=1. 2.
6x by =128, 4.
Tx — 13y =152 6.
12x + 13y = 319. 8.
Ox — Dy —b 10.
8x -+ hy=111.; - 12.
15x 4 14y =225, 14.
37x — 22y = 307. 16.
Tx -+ 17Ty =408, 18.
x-+y+z=12 20.
Tx 8y Tz=306.

bx 43y 4 Tz=36. 22.
Lije in gaugen pofitiven Safhlen auf:
hx —Ty=13 24.
Tx — 12y = 300. 26.
20x + b1y =412, 28.
29x + ¥y = 250, 30.
28x +12—19y - 17. 32,
6x 17y = 500. 34.
19x — 10y =71, ~ 86.
OE e —1l5

(88. 215 — 221)

2x 3y =17,
Tx 11y =18,
8x — 11y =200.
hx —Ty=1.

Tx —4y=>5.
18x — 25y = 10.
13x 419y =73.
23x — 13y =2,
2Hx—11y=20.
x—4y -1 13%—16,
Tx 4y + zn=4b.

8x +11y —20z=6,

Bx-Ty=94
17x -+ 14y =T6.
25x=36y — 7.

1Tx—1=12y — b,
24x — 81y =196,
18x + Ty = 600.
Xy +z=43
2x+ 38y —8z=11.
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37 3x+ by + Tz=49, 38. 2x -3y -+ bhz=123,
2x — 3y +4z=-11. T 30x—Ty—8z—25
39, 3x+44y--52=97, 40. 5x 13y +18z=997,

4x —b5y + 3z=3. 11x +20y + 37z — 1866,
41. 4x—5y+ 3z=23. C 42, Tx—3y—4z=24
Anwendungen.

43. Gudje ztwet Sahlen von folher Bejhaffenheit, dajs das Sfache
ber erften, um dad Sfache ber weiten vermefhrt, 91 jur Summe gibt.

44, Die Jahl 200 in pwet Theile zu zerlegen, von demen der eine
burd) 14, der andere durd) 23 theilbar ift.

45. Gudpe pwei wm 10 verjdhiedene Jahlen, deven fleinere durch 21,
beren guifere buvch) 34 theilbar ift.

46. 3erfege die 3ahl 300 in zwei Theile fo, dajd der erfte um 1 ver-
mindert durd) 9, Der gweite um 7 vermehrt durc) 11 theilbar fei.

49. Gudpe eine Jahl, welde duvd) 7 theilbar ift, aber durch 29
dividiert A5 zum MNejte gibt.

4’§ Welche ift die allgemeine Form der pojitiven Jahlen, welde durch
19 iﬁwibiert 1, und durch) 28 dividiert 3 zum Rejte geben ?

49. Welche pofitive ~Jahlen geben durd) 24 bdividiert 18, durd) 13
dividiert 1 gum NRefte?

50. Weldye pwijchen 1000 und 2000 liegende Fahlen lafjen fich, wenn
fie um 5 grifer werden, durc) 13, und wenn fie um 5 fleiner werden,
durdy 17 ofhne Reft theilen?

bl. Berlege den %rucﬁi%in swei Briihe mit den Nennern 5 und 22,

52. Jemand fauft fiiv 180 K zweierfei Sorten Tud); von der einen
Foftet das Meter 8 K, von Der anbern 6 K. Wie viel Meeter erhilt er
von jeder Sorte?

53. Jemand faufte Kaffee und Jucker, zujammen fitv 48 jl. 15 fr.;
1 kg Raffee foftete 1 f{. 55 fr., 1 kg Juder 40 fr. Wie viel gange kg
Raffee und wie viele gauze kg Juder Hat er gefaujt?

54. Der Durchmeffer dev Jwangiglronenftitcfe betrdgt 21, jemer der

Behntvonenjtitcfe 19 Millimeter. Wie viel Jwanzig- und Sehnfronenitiicte. \_ _

mufs man in gerader Sinie nebeneinander jtellen, damit die Summe ber

Durdhmefjer 1 Meter betrage?

55. Bon awei gezahnten Ridern hat das cine 13, bas anbdere 17
Bihne; beim Beginne bder Bewegung greift der ef:fte Bahn bgB e‘rften
Rabes in die erfte Bahuliide bed weifed Nabdes ein. Nach wie vielen
Umbdrehungen ded erften Raded wird bev Bahn 1 dicjed Raded wieder in

bie Qiide 1 De3 gweiten eingveifen?

¢

e
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Jﬁ"‘ b6, Welche dreizifirige Sahlen mit der Jiffernfumme 18 werbden, wenn
man ihre Biffern in umgefehrter Ovdnung jdhreibt, um 198 fleiner?
57. Welche Jahlen geben der NReile nad) durcd) 11, 19, 29 divibiert
beitglich Die Refte 5, 12, 4°?
58. Die Bafhl H0 ift in drei Theile zu zerlegen, die folgeweife duvd)
5, 6, T theilbar {ind.

59. Der Brud) 1213(0)1 joll in bdret Briide zerlegt werdben, deven

RNenner 11, 16, 25 find.

60. Fiiv 30 Perjonen, Minner, Frauen und Kinder, {ind 60 K aus-
gegebent worben. Wenn mun die Audgabe fitv einen Mann 4 K, fiir eine
Fraw 2 K und fiiv ein Kind 50 h betriigt, wie viel waven Minner, iwie
viel Frauwen und wie viel Kinder?

61. Jemand Hat Banfnoten zu 10 fl., Staatdnoten zu 5 fl. und
Gingulbenitiicke; ev will mit Ddenfelben eine Schuld von 328 fl. bezahlen,
Wie viele Stiicfe von jeder Sorte wird er zur Jahlung verwenden, wenn
bie Bafhl der Noten zu 10 fl. jo grof fein joll al8 die Bahl der Noten
st 5 fl. und der Cinguldenjtiide ujammen?

62. Jun ecinem Dreiecfe betrdgt der britte Theil desd erften Winfels,
der neunte Theil ded aweiten und ber dritte Theil des britten zujammen 200,
Wie grofp founen biefe Winfel fein, wenn jeder eine gange Anzahl von
®raden Hat?

63. Wenn man in einem rvedhtwinfligen Dreiede bdie fleinere Kathete
um 10 vergrdfiert und bie grdfere um 4 verfleinert, fo wadist bag Quadrat
der Hypotenufe um 120. Wie grof find die Katheten in gangen Bahlen?

64. Die Linge eined Kreidbogend dndert fich nicht, wenn man den
Rabiug um 1 verfleinert und den Centriwinfel um 9° vergrifert. Wie
grofy find der Rabdiud und der Centriwinfel in ganzen Bahlen?

65. Die Oberflache eined vedhtwintligen Parallepipeds, bei weldhem
bie in einer Ccfe zujommenijtoBenden Kanten zujommen die Linge 67 cem
haben, wid)st um 10920 em?, wenn die drei Kanten beyiiglich um 5, 6
und 7 em wadjien. Wie grofy find bie drei Kanten, wenn ihre Mafzahlen
gange Sahlen find?

2. Unbeflimmte Gleidungen des 3weiten Grades. (§. 222)

Loje in gangen pofitiven Jahlen auf:
66. 3xy — by =16x. 67. xy +x—y=064
68. bxy —2x —3y=18. 69. Txy+ 10y =136 =
70. 12x? — xy —3y+87=0. 7. x24+xy—2x — 3x=29.
@ 3x —2xy —y4+1=0. 7. x2 —2xy-}y—4.
4. x*4-3xy —2x+2y=8 9. x*—2xy—3x-}5y-+20=0.
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Lbje in rationalen Sahlen auf:

6. y2=16x%*4+b5x 4+ 7. . yi=2bx? — 39x - 42
8. y*=4x*—x 3, 9. yi=x?—dx — 3

80. y>*=4x2 —b. 8l. y*=1x?+41.

82. y2=05x2—Tx 4, 83, y2=3x*—2x 1.
84, y2="Tx24}9. 85, y2=2x*}38x-+4
86, y2=1—x>2 87. x?2 — y?=25.

88 2x2 4 2xy—y2 —2x 4y} 5=0.
89, 4x*+2xy—yrt1llx—4y+12=0.

&b die Werte pon x an, fitr weldje folgende Ausdriife rational werden :
90. Vx*—4. 91. VI9x2—565x+17 92 V1i6x®F 9x—8.
98. V2x* Fx -4 94 V3x'+2x+9. 9. V8x* —3x+ 1.

Amwendungen.

96. Swei ganze pofitive Safhlen zu finben, deven @'umme 3 Dem
Producte abdiert 74 gibt.

97. Bon welden zwei gangen pofitiven Jahlen ift dag Product um
33 grifer al3 ihre Diffeveny?

98. Bwei gange pofitive Zahlen zu finden, deven Quotient und Summe
sujammen 35 betragen.

99. Sudje zwei gange pofitive Sahlen, devren Quotient und Differeny
gleic) find.

100. Weldhe zweizifirige Bahl gibt duvd) dag Probuct ihrer Jiffern
bivibiert ben Quotienten D mit dem HRejte 27

101. Suche die allgemeine Form einer Jahl, weldhe, wenn man fie
entwedber um 1 vermebhrt oder um 1 vermindert, in Dbeiden Fdallen ein
Quadrat gibt.

102. Die Summe weier Duadrate a? -4 b? in die Summe weier
anberer Quadrate ju verwandeln.

103. Drei Bahlen von folder Bejdaffenheit angugeben, dajs die
Gumme bder Quadrate der beiden erften dem Vuabdrate der dritten Fahl

leich fei.
g Cﬁ i x? | y? =2t :
m? — n*

Gefst man fiiv beliebige Werte 8* -~ m* = (s + n)*, fo folgt davaus s = T
m? +4- n? .
5! paher

m? — n?)’ g (m’-i—n")2
( 2n ) ik 2n !
ober, wenn man mit 4 n? multipliciert,
(mﬂ =E n2)2 ,_I_ (2mn)?. — (m2 + DE)E'

unb s +—n =
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Demnad) find
Xx=m?’—n1n% y=2mn, z=m? -4 n?

vationale Werte vont x, y, z, twelde der vovgelegten Aufgabe geniigen, mbgen fitr m und
n wad immer fitr vationale Baflen gewdllt werbew. Nimmt man fiix m und n gange
Baflen, fo exhilt man aud) fitr x, y, z gange Bahlen.

Diefe Aufgabe Bat in der Planimetrie ihre Anmwendung, um redjiwinilige Dreiede
au erBalten, beven Geiten commenfuvabel find (Pythagoreifhe Dreiecde) Driiden x und y
bie Rathetert aus, fo ift z bie @l]pntenufe, 1nb man I}at fiir

™m—2 4‘ 6’
= 515 721| 937111|
¥ = 412/ 82420401260 ..
z = b[13|17/25/20/41/37/61|. .

104. Bier Jahlen von folder %eicf)aﬁenﬁeit angugeben, bdaj3 bdie
Summe der Quadrate ber erften drei dem Quabdrate der vievten Jahl

gleidh fe.
Xyt a?
Seit man s* 4 m? - n® = (s + p)?, o erhilt man

2 (P
,,-__m_% P ,mwrp_m_ﬂﬂ,forgm i
m2+n2—p2)2 : 2_( E-{—ne—l—p”)"
2p LR e 2p

ober, wenn man mit 4 p? multipliciext,
(m* + n® — p?)* + (2mp)® + (2np) = (m? 4-n® + p?)2
Daber ift x=m? - n* —p% y=2mp, z=2np und u=m? + n? - pZ
Diefe Anufgabe findet in der Steveometrie ihre Wmvendung, um vedtwinflige Parallel=
epipede 3u evfalten, in denen bie drei Ranten und die Diagonale commenfurabel find,

24, Steffenbriidje. (§8. 223—236.)
%ermanb[e folgende Briidge in Kettenbriiche:

6l 115 67 . 113
1. a) 381’ b) g7 ©) 151 1) &1 ©) 355
137, 188 108 349
2. a) 23;. Y) 3555 S b g7 ®) fire
104 9284 ¢) 519 373 8658
3. a) 375 b) 35 ) B3 7 ) 3507 ©) Ta05°
4. 2) 0'513; 1) 0-0934; ¢ 0-7307; &) 513722
- 24&“—|—GL 6 12x2 4+ 17x-+7
P Slat T 1847 F I * 94x® 1 46x* I 85x - 10"
Berwandle folgende Kettenbriiche in gemcine Briidpe :
e B
T — . T =
B —f— + L
g 10, =4
EEags Ly T

.-].—-
+

%

+
3
_*_
1l
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Hahernngsbriidye.
Berwandle folgende Brithe in Kettenbritche und beftimme deren Nihe-
rungdbriice. : :

199, oy 135 10, 157
1L. a) 155 b) 35 ©) 387 ) 1575 €) o713

999 3361 28 b : :
1202, 3L 0357 ) 0-8282; o) 27041

18. ®ib bie erften fiinf Nitherungdwerte des Decimalbruches 0°65438
und bie Fehlergrenge eined jeden berfelben an.

Driicte in fleineren Jahlen moglichjt genan aus:

14. Das Verhiltniz der Seite eined Quadrated zur Diagonale.

15. Das Verhiltnia der Seite eined regelmafigen Sehuedes zum
Radiug des umgejchriebenen Kreijes.

16. Das BVerhialtnis der Seite eined Quabdrated zum Duvdhutefier des
flachengleichen Sreijes.

17. Dazg BVerhiltnis der Kanten weier LWiirfel, deren Nauminhalte
fih wie 1:2 verhalten. ‘

18, Das Verhiltniz ded Kilometerd zur geographijchen Meile gleid)
1:7-42044. ..

19. Das Verhiltnis zwifden einem bterr. Jehnfvonenjtice und
einem Ddeutfchen Behnmarfitiicte. (Aufg. 13, 6.)

20. Der fynodijche Donat, d. i. die Jeit von einem Rewmonde um
andernt, hat 29:53059, bas tvopijhe Sounenjahr 365°24222 Tage; be-
ftimme die erften adit Ndberungdwerte ded Verhiltnifies beider Jeitvdume.

Auf dem jed)Sten Niiherungsbrudye E%’ welder ausdritdt, dajd8 19 Sonnenjahre jehr
nabe 235 fynobdijde WMonate ausmadien, beruht der Meton’jde Eytlns von 19 JFabren,
nad) deven Verlauf bdie Dlondesphajen wieder nabesut auf die ndmlidien Tage bdes Jahres
fallen, fowte die goldene Bahl, welde anzeigt, bad wievielte Jahr in diefern Eyfus ein
beftimmtes Jafr ift.

21. Das tropijdhe Jahr (die Beit von einem Frihlings-Anfonge bi3
sum nadjten) hat 365 Tage H Std. 48 Min. 47-4 Sec. Stelle bas
Berhiiltnis des Uberjchuijes des tropijhen Jahres itber 365 Tage zu einem
Tage in fleineren Bahlen dar. (Crirterung verjdhiedener Schaltmethoden.)

Beftinme die Werte ber folgenden unendlichen periodifdhen Kettenbriiche:
Oy 8 B e R T 8. (i d 501 3 B
24, (2, 3.5, 35 BLat) e (88 o o)

PBeredjue mittelft der SKettenbriiche folgende irrationale Duabrat-
wurzeln auf 5 Decimalen :
26. V10, 27. v23. 28. V41, 29. v129,
30. V61, 81. v 205, 32. v531. 33. v2222.
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Qije mitteljt der Kettenbriihe folgende unbejtimmte Gleichungen in

gangen Sahlen auf:

SESN e

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17
18.
19.
20.
21.
22.

35.
37.
39.
41.
43.
45.

25x — 36y= 14
39x 4+ 14y =137
24x — 3Hy= 10.
21x— B9y 4+ 1.
36x — 115y = 643.
32x+4 45y =>552.

84. 9x4 23y = 400,
86. 18x —25y= 10.
38, 4Tx—1ly= T.
40, 4x— 1 =37y.
42, 61x 428y = 206.
44, 39x —Hby= 11,

25. Arithmetifde Vrogreffionen. (§§. 237—240.)
Sudje das allgemeine und dag Summenglied der avithmetijchen Reihen:
jELE < sl o e 2.2 & 68 10 12 . .
—28 —25 —22-—19,.... 4.100, 97, 94, 91....
100, 92¢, 85, 17L'70,....
Wie grof ift die Differens einer Progrejjion, deven erftes Glied 109,
und deren 34fted Glied 10 ift?
Mit weldher Bahl fangt eine Progreffion an, deren Differens 5, und
peren 27 {ted Glied 139 ijt?
Eine Progrejfion fangt mit 1 an und fteigt nad) ber Diffevenz 5;
dag iwienielte ®lied ift 1162
Dag erfte Glied einer avithmetijdhen Progrejfion ijt 20, die Jahl ber
®lieder 10, ba3 legte Gilied —16; wie grof ift die Summe?
Wie viele Glieder einer Progreffion mujs man addieren, um 2808
jur Summe 3u evhalten, wenn das exfte Glied 2 und die Diffeveny 10 ijt?
Die Summe einer Progrefjion, deren Differeny 3 und bdeven lehte3
Glied 97 ift, betrigt 1612; wie grof ift a) das erfte Glied, b) bie
Anzahl ber Glieder?
Dag 11. Gfied einer arithmetijhen Reibe ift 50, bag 16. Glied 25;
wie grof ift die Summe der erften 41 Glieder?
Lofe folgende Uufgaben allgemein und fiiv die bejonderen Jahlen:

a, | d n L Su
B a8 L e S
50 [ "-'—5 n 15 Sn

1 i 9 n an 260
D) - Sty 18 1100 =
1-8 d 27 an 926-1

8 d n 931 Ll
Ay —2 6 0 Sn
a, 0-27 16 an 52-08
4 8% n 99 630
a d 12 71 54
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23. Quterpoliere in ber Reihe 1, 5, 9, 13, 17, 21 ... zwifden je
swei Glieder 8 Glieder, jo bajs wieder eine avithmetijche Progrejfion entjteht.

24, Bwijden p und q follen r Glieder interpoliert werden, iwie grof
ift a3 nte diefer Glieder ?

25. Wie viele Sahlen mujd man wijhen 16 und 250 einjdalten,
bamit man eine avithmetijche Progrefjion mit der Summe 1995 erhalte?

26. Wie viele Sahlen, welde durd) 6 theilbar find, liegen zwifdhen
0 und 100? Wie grof ift ihre Summe?

27. Die Zahl 225 foll in mehreve Theile jo getheilt werden, daj3 jeder
folgende um 2 gréfer al3 Der vorfergehende und der lebte 29 ijt.  Wie
grofs ift Der erjte Theil und wie grof die Anzahl der Theile?

28. Gine Summe Geldes wird unter mehrere Perjonen jo vertheilt,
bajs die erjte 80 Kronen unbd jede folgende 4 Kromen weniger befommt;
bie lepte erhdlt 28 Kronen. Wie viel Perjonen find Bet[)etft worden, uub
wie grofy ift die gange Geldjumme?

29. Gin Diener war bei einem Herrn 6 Jahre im Dienfte und er-
hielt] in jedem folgenden Jahre 12 §(. an Lohn mehr al3 im vorhergehenden,
3111(1111 nen 900 fl.  Wie viel erhielt er dasd erjte, wie viel dag leste Jahr?

. 63 ift ein Brunnen von 12 Meter Tiefe zu graben; fitr dbas

exjte E)Jteter zaflt man 4 fl. 40 fr., fiiv jedes folgende 40 fr. mehr; wie”

piel zahlt man fiiv dbag lebte élReter, wie viel fitv den gangen Brunmen?

31. Gin Korper legt in der erften Secunde a Meter, in jeder fol=
genben d Meter mehr uvitf ald in Dev vorhergehenden. a) Wie grof ift
per in n Secunden Fuviidgelegte Weg; b) in welcher Jeit legt der Kbrper
s Meter zuriic?

@2./@11 frei fallender Rorper durchliuft in Der erften Secunde 4-9
Meter und in jeber folgenden 9-8 Meter mehr al8 in der vorhergehenden;
wie grofy ift der Fallvaum der Hten Secunde, wie grof der Fallraum in
b Secunben? (Der Widerftand der Quft bleibt unbeachtet.)

33. Gine vertical i die Hohe gejhofiene Kugel legt in der erjten
Secunbe 200 Weeter unbd in jeder folgenden I8 Meter weniger guviic; wie
Hod) wird fie fteigen und in wie viel Jeit wieder auf bie Erde juviictfallen ?

34, Mm einten Punft Herum liegen 6 anftofende Winfel, von Ddenen
jeder folgende um~9° 12‘ grofer ift al8 der vorhergehende; wie grofy find
bie eingelnen Wintel ?

35 Jemand fept in der Lotterie auf eine Nummer 20 fr. und, fo-
[amge er nid)t gewinnt, jeded folgendemal um 20 fr. mehr af8 bad vor-
hergehendemal, Wenn nun der Treffer einer Nummer mit dem 14 fachen
Cinjate bezahlt wird, bei weldem Spiele witrde der Gewinnende jein ganges
bi3 babhin eingefeptes Geld zuriiderhalten?

.

{
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%ine unversinglidhe Shuld wird in jedhs Jahreszahlungen getilgt.
Sm erften Jahre bezahlt man 600 Kronen, in jebem folgenden um eine

* Deftimmte Summe mehr; fiir dad fechste Jahr betrdgt bdie Jahlung

850 Kromen; wie grof ift die gange Schuld?

8%. Gin Capital ¢ with nad) n Jahren fammt den einfadjen Binjen
st p°% suriidgezahlt; wie viel betrdgt die Sahlung?

38. Durd) n Jahre wirh am Anfange eined jeden Jahres ein Capital
¢ 3t p% auf einfache Binfen angelegt; zu weldhem Werte s find jdmmt-
lidge Unlagen big zum Schlufje ded nten Jahred angewadjen ?

39. Die Summe der erjten 6 Glieder einer arithmetijchen Progrefjion
ift 17, dbag vierte ®licd ift 3; wie heift die Progrefjion?

40. Jun einer avithmetijchen Progreffion betvdgt bie Summe ber erften
5 Glieber 75, die Differeny zwijchen dem fiinften und gweiten Gliede 18;
wie gyof ift a) das erfte Glied, b) die Differens?

M‘t Bahlen bilden eine avithmetijdhe Progrejjion, deren i‘)tffereng
4 ift; Da3 Product der lepten zwei Jahlen betrigt 165; welde Jahlen
find e3?

2. Bwei avithmetijhe Progreffionen Haben gleid) viele Glieder, die

~erfte fangt mit 1 an und enbdet mit 15, die weite fingt mit 3 an und

endet mit 24; wie grof ift die Summe jever Reihe? (Die LWofung fiihrt
auf eine ywbeftimmte Gleidhung.)

k{ﬁ;n einer avithmetijhen JReihe, deren Glieder bie Summe bder
gleichitelligen Glieber veter avithmetijhen Progrejjionen mit ben Anfangs-
gliebern 2 und 3 find, ift bag nte Glicd In —4. Wie Heifien die beiden

- Progrejfionen, wenn bdie Differens der zweiten doppelt fo grof ift ald bdie

Diffeveny der erften?

44. Die Summe von drei Jahlen, weldhe eine avithmetijhe Progreffion
bilben, ift 36, die Summe ihrer Quadrate 482; welde Fahlen find e3?

45, Bier Bahlen bilben eine avithmetijche Progrejfion; ihre Summe ijt2,
ihr Product 40; weldhe Bahlen find es?

46. Jn einer avithmetijhen Progreffion von vier Gliedern ift da3
Product aller Glicder 880, die Differens ber Quiabrate ber beiden mittleren
Glieder 39; weldhe Progreffion ift es?

47, Bwei forper bewegen fich) gleidpzeitia von A ausd in derfelben
Richtung; der eine legt in jeder Secunde 20 Meter zuriicf, der anbdere
in ber erften Gecunde 12 Meter und in jeder folgemben 2 Meter mehr
ald in Dder vorhergehenden. Nacd) wie viel Secunbden [olt diejer ben
erjten ein?
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48. Jwei Kdrper bewegen fid) gleichzeitiq von zwei Orten, bderen
Cutfernung 450 m Dbetvigt, gegeneinander. Dev erfte legt in Der erjten
Minute 5 m und in jeder folgenden Minute 15 m mehr ald in der vorfer-
gehenden zuviid. Der aweite legt in der erften Minute 100 m und in
jever folgenden 10 m yeniger zuviid al3 in der vorfevgehenden. LWann
begegnen {ich diefelben ?

49. 3Ju einer arithmetijhen Reihe mit der Diffeven; 1 betrigt die
©umme der n erften Glieder 2363; wird hiezu die Summe ber nidften
7 @lieber adbdiert, fo erhilt man’ 418%. Wie grof ift n und dad An-
fang3glied ?

50. Die Suwmme De3 fiinften und adjten Glieded eimer arithmetijhen
Reihe ift 21; die Summe der Cuben bderfelben Glicder ift 2407 Wie
grof ijt bie @umme per erften 33 Glieber?

51. 3n der Reihe DO, 48, 46,... foll jenesd Glied ermittelt werben,
weldhes gleid) ift dem 27, A,I'Jelle bel @umme aller vorhergehenden Glicder?

52, Welde ungevadbe Bahl ift wm 1 grofer ald dev filnfte Theil ber
Gumme aller vorhergehenden ungeraden Bahlen?

53, Die Summe aud dem 2. und 16. Gliede einer avithmetijhen
Reife ijt 61; das Probuct beider Glicder 71 Wie grof ift die Summe
Der exrften 16 @lieder?

26. Geomefrifde Vrogreffionen. (§8. 241 —247)

_ Gudje bag allgemeine und dag Summenglied der geometrijhen Reifen :
Ao 545:195, 75 2. 6,43 33 211 ...,
8. 10:5,1:2-620,50°65625, . . . 4. 3, —12, 48, —192,...
5. Wie grof ijt dag evfte Glied einer Progrefjion, bdeven Quotient
11, Deren Tted Glied 683 ift?
6. Wie viele Anfangsglieder der geometrijhen Progrejfion 1, 3, 9,
27,... mujs man abdieven, um 3280 zur Summe ju erhalten?
7. Wie grof ift der Quotient einer Progrejjion, deren erftes Glied 2,
beren 12te3 Glied 4096 ift?
8. Wie grof ijt die Summe der erften 8 Glicder der geometrijdhen
Progrefjion
a, — b, li, —E._,f,...
a a

9. %eftimme pie Summe ber NReile
+ _l— + n—-l I L'

gn

?
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Qife folgende Aufgaben -aﬂigemein und fitr die bejonderen Jahlen:

="‘“1 q n an ; Sn
10. 7 4 9 fn $a
3 217

i1. 6 o n 1573 Sn
12, 4 o n an 118096

13. 4096 q 14 05 $n

o~13 = %

i 14. 31 q n 3827 5454

Bl | . —0°5 500 ane o
16 * a, 2 14 2 2047%
1 g 3 n [T 265720

Beftimme die Summe folgender Progrejjionen:

18, 14+ x4 x4+ x% ...+ xn—2 - xn—L,

s =k iy x plaa el h oy

20, a® —a®b -+ a*th? — a®b® | a?b* — ab® -} LS

21. Bude in der Progrejjion 1 - % - % - % -+ ...4a) bie Summe
ber erften 2, 3, 4, 5, 6 Glieder, b) die Summe der unendlichen Reibe.
Beftimme die Summe folgender unendlicher Reiben:

9 27

1 1 1 1 : 3 ( 275
22'_+_+_+ﬁ+"' 23.1—14—%—“47...
i
24'1"‘105 IE‘ Tos T
b £
2-5.1ﬁ?—|~-a-§~—§—1—a—4—...futb<a.

26. Die Summe einer unendlichen geometrijden Progrejfion, die mit
1 beginnt, ift 3; wie grof ift ihr Quotient?

27. BWie Deift das fiinfte Glied einer unendlichen geometrijchen Reibe,
beren Duotient 2 und deven Summe 20 ift?

28. Verwandle einen gemijdit )perini)iicﬁen Decimalbruch (§. 103, 3)
mit Qfmnenbung per geometrijhen Reife in einen gemeinen Brud).

i }9 SBeitmtme ebenjo: a) x=0- 63 b) x=0- 63; ¢) x = 0358.

'30. 3wijhen 5 wiid 405 jollen 3 @heber fo eing 3L1d)aitet werden, dajs
pann alle fiinf Glieder eine geometrijhe Progreffion bilden.

31. Juterpoliere zwijden je zwei Glieder der Progrefjion 1, 10, 100,
1000, .. 5 neue Glicder.

@3. Swijden 1 und 2 {ind 11 Glieder einer geometrijhen Progrejjion
su interpolieven. (Amwendung in der Tonlehre.)
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33. Jnterpoliere pwijden x° und y® nod) 7 Glieder, fo dafs eine
geometrijdhe Progrejjion entfteht.

34. Bwijden bad erfte unbd jweite Glied der Reihe 16, 1, 557, . - -
jollen mehreve Glicder fo eingejchaltet werben, bafs fie mit 16 und } eine
geometrijche Progrejfion bilden und mit diejen 313 jur Summe geben; wie
viele lieder find einuihalten und wie Yeifen fie? {

35. Eine Gumme von 248 Kronen joll unter 5 Perfonen jo vertheilt
werben, Dajs jede folgende Doppelt fo viel al3 die vorhergehende erfalte;
wie viel erhalt jebe?

36, _Jemand fept fecd)smal in bie Qotterie; das erftemal 10 Kreuger
und jedes folgenbemal Doppelt fo wiel al3 fitr bie friiheve Biehung; das
fechstemal gewinnt ev, und e3 with ihm der lepte Cinfa 4800 mal Furiict-
gezahlt. Wie viel Dbetriigt diefer Gewinn, und wie viel hat er im gangen
eingefebt ?

37. ©8 legt jemand im Nonate Janner einen Kreuger zuvitet, in jedem
folgenden Monate 3mal jo viel ald im vorhergehenden; wie viel hat er
tm gangen Jahre juriicfgelegt?

38. Der Crfinder bed Schadjpieles exbat fich als Belohnung die Summe
Weigentorner, die herausfommt, wenn fiir Has exfte Feld des Schadjbrettes
1 Rorn, fitr dad zweite 2, fiir bas dritte 4, und fo fort fiiv jedes folgende
ber 64 Felber doppelt fo viel Kbrner geredhnet werden al3 fiir das vorher-
gefende. Wie viel Tonnen a 1000 Kilogramm witchen diefe Kbrner ans-
machen, wenn 20000 Korner 1 Rilogramm wiegen ?

39. Jn einem Fajfe find 100 Qiter Wein. Man nimmt daraus 1 Liter
und giefit dafiiv 1 Qiter Waffer hinein; ausd biejer Mijdung nimmt man
wieder 1 Qiter und giefst eben jo viel Wafjer hinein. Wie oft fann man
fo verfahren, bis in der Mijhung nur nod) 50 Liter Wein itbrig find ?

40. Cin Lichtftrahl verliert bei dem Durdhgange durch eine Glasplatte
15 feiner Jutenfitdt; wie grof wird diefe nod) fein, wenn er durd) 10 Hinter-
einanber aufgeftellte Platten Hindburd) gegangen ift?

4],/ Der Recipient einer Quiftpumpe enthilt 5-3 Cubifdecimeter, der
Stiefel jammt dem Verbindungsrohre 0-6 Cubifdecimeter; nad) wie viel
RKolbenziigen wird die Quft im Recipienten nur noch den 10ten Theil der
urfpriinglichen Dichte betvagen ? .

42. Drei Bahlen, von denen die gweite um 15 grofer ift ald die erfte,
bie Dritte um 60 grifer ift al3 bie pweite, bilden eine geometrijhe Pro-
grefjion; weldje Babhlen find es?

43, Die Gumme von drei Anfangdgliedern einer geometrijhen NReibe
ijt 156, bas erfte ®lied 16; wie grof ift der Quotient?

Moenit-Neumann, Lehrb. b, Arithmetit u. Algebra f. o. obeven €L, b, Mitteljch, 25. Aufl. 19
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44. Das nte Glied einer geometrijhen Reibe ijt b, das pte Glied ¢,
wie Hejft das rte Glied?

17496 (b) und 1024 (e) find zwei Glieder einer geometrijden
Reibe mlt bem Unfangdglicde HI049 (a), zwifhen welden 6 (p) Glieder
liegen. ie Geifit Der Quiotient Der Reife, und das wievielte Glied ift b?

46. Wie grof ift die Summe einer unendlichen Reibe, fitr welde dad
Product der erften drei Glieder gleich 1728 und die Summe der Dritten
Potenzen diefer Glieder 15768 ift?

47, Gine avithmetijhe und eine geometrijhe MReihe mit pontmeu
Oliedern Haben bdagfelbe Anfang3glied; die Differeny der erften Neihe it
gleich Dem Quotienten Dber zweiten. LWie Deifjen die beiden NReifen, wenn
bas Product aud dem aweiten Glicde ber geometvijhen und dem fechsten
- @licde Der arithmetijchen Reihe 102 und dad Product ausd dem erften und
fiinften Gliebe der geometrijhen Reihe 324 ijt?

. 48. Jn einer geometrifchen Reife ift dag Product aus dem erften und
acdjten Gliede 4374, die Summe au3 dem vierten und finften Gliede 135;
wie grof ift die Summe aller adht Glieder?

49. Abddiert man ju den vier Gliedern einer avithmetijchen NReibe be-
sitglich 1, 8, 35, 122, jo erhilt man vier Bahlen, welde eine geometrijche
Reihe bilben. Wie Deifst die avithmetijhe Reife?

50. Die Summe Ddes erften und dritten Gliedes einer geometrijdhen
Brogreffion ift 95, die Summe de3 jweiten und vierten Gliedes 143; wie
heift die Progrejfion?

51. Acht Bahlen bilden eine geometrijche Progrejjion, die Summe der
erften vier ift 15, die Summe der lepten 240; welde Sahlen find es?

52. JIn einer geometrijen Progrejjion ift die Summe Dde3 dritten
und vierten Glieded b, die Differeny ded Ddritten und fitnften d; beftimue
ben Qutotienten und dad erjte Glied.

B3. Jn einer geometrijchen Progreffion von 10 Gliedern ijt die Summe
ber ungeraben @lieder 36905, die Summe der gevaden 110715; wie grof
ift der Quotient, wie grof dad erfte Glied?

54. Die Summe Ddreiev Bahlen, welde cine geometrijhe Progreffion
bilben, ift 21, die Summe ihrer Quadrate 189; weldje Sahlen find es?

55. Berlege jebes ®lied bder geometrijhen Progrejfion 3, 48, 768,
12288,... in 4 Theile jo, daf3 alle Diefe Theile unteveinander wieder eine
geometrijdje Progrejfion bilden ?

Bon einem Punfte auf dem einen Schenfel eines Winfels « wird
eine Yormale von der Qinge a um anbern Schenfel gejogen, von ihrem
Fufpuntte wicder eine Normale sum erften Schentel u. §. §. Wie grof ift
bie Summe aller Novmalen?



57. n (6) Gerade fchneiden fid) in einem Puntte unter gleichen Winfeln;
von einem Punfte auf einer derfelben wird eine Normale von der Linge a
aur nadyjten Gevaden gezogen, von bem Fufpunfte derfelben wieder eine
Novmale zur nddften u. §. f. Wie lang ift die jo entjtandene gebrochene
Spirale?

58. Auf der Seite b eined Dreiected liegt eine Strece m. Man pro=
jiciert biejelbe auf die Seite e, die erhaltene Projection auf a, bdie neue
Projection wieder auf b u. {. f. Wie grof ift die Summe der Strede m
und jammtlicher Projectionen?

T Ginem Quadrvate mit der Seite a wird ein KNreid, diejem ein
Quabdrat, diefem Quabdrate wiederum ein Kreid eingejdhrieben u. . f. Wie
grof ift die Summe der Umfinge und Fladeninhalte a) jammtlicher Kreife,
b) jimmtlicher Duadrate?

60. Cinem geraden Kegel ift eine Kuagel eingejdhrieben. Jun dem Raume
gegent den Scheitel wird wiederum eine Kugel conftruiert, weldpe die exfte
und den Kegel-Mantel beriihrt, u. §. f. LWenn die erfte Fugel den Radiug r
Dat, wie grof ift die Summe der Oberfladien und der Rauminfalte jimmt-
licher Rugeln?

61. Multipliciere die gleichitelligen Glieder der arithmetijchen Pro-
greffion a, 2a, 3a, 4a,... und der geometrijchen Progreffion 1, q, ¢* %, ..
und bejtimme bag Summenglied Sn der dadurd) entjtehenden Reile.

Beftimme ebenjo die Summe folgender NReihen:

62. 1 +2x+3x*+4x%bHxt4 ... | nx—d

63. 1 }-5x4+9x*4+13x3417x*+... 4 (4n— 3) x—*

B P8 7 9 29n—1

61+ 43+ 2+ S+

R R - h =

66. Wie grop ift bie Summe von a) 6, b) 9, ¢) 15 Anfangagliedern der
PReihe 12 22 - 32 42 4-...7

67. Bejtimme die Summe von a) 5, b) 8, ¢) 12 Anfangdgliedcrn der
Reife 122835 43 ...

|| 21 Binfessins- und enfenveduung. (§3. 248—253)
: \- 1. Bu weldpem Werte widhst ein Capital von 5800 K in 15 Jahren
Dei 3Y% Jinjeszing an?

2. Jemand legt 5042 fl. in cine Spavcafie, welde die Cinlagen u
49 und jwar Halbjdhrig verzinjet, ein; nac) 20 Jahren behebt er bdas
@apital jammt Zingd und Binjeszind; wie grof ift die Summe?
19%
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3. TWie viel werden 7324°2 K bei 41% DBerzinfung nad) 233 Jahren
wert fein, wenn man die Binfen gangjahrig gum Capitale jhlagt?

4. Der Bejtand eined Walbes wird gegemwiirtig auf 42350 Cubif-

er gejchibt; wie grof wirh derfelbe bet einem jdfrlicgen Suwad)s von
;3 mad) 10 Jahren fein?

X 5. Gin Qand Hat gegenwirtig H48200 Cinwoluer; wie grof wird die

‘B%erung bei einer jdhrlichen Sunahme von 114 nad) 14 Jahren fein?

6. Gin Capital von 9000 K ift nacd) 10 Sa[)ren unverzinglich fallig;
wie grop ift fein Bavwert, wenn Jinjeszinfen su 33% gevednet werben?

7. Gine Stadt 3dhlt gegemwirtig 36230 Einwohner; wie grof war
bei einer jihrlichen Sunafhme von 2% bdie Bevilferung vor 30 Jahren?

8. Gin Walbbeftand wird gegemwirtig auf 180000 Cubitmeter ver-
anjhlagt; wie ftarf war derfelbe vor 15 JFahren, wenn man annimmt, dajs
er /fich wihrend diefer Beit regelmifig jahrlich um 3% vermehrt Hat?

(<( 9. Gin Capital von 7537-8 K widst in 20 Jahren mittelft Binjes-
auf 20000 K an; zu wie viel % war e3 verzinjet?

0. 3200 fL. find vor 80 Jahren angelegt worden und wihrend diefer
Beit jammt Binfeszing auf 3405983 fl. angewad)fen; su wie viel % war
bag Capital angelegt?

11. Gine Stadt Hatte zu Cnde 1880 72610, zu Ende 1890 84725
Cinwolhner. LWie viel Cimwohner wird diefelbe bei gleihem Wadhsthum zu
Ende 1900 BHaben, und um wie viel % widhst die Vevdlferung jahelic)?

12. Sn welcher Beit wird ein Capital ju 4%« Binjeszind a) bei gang=
ifbriger, b) bei Balbjahriger Capitalifierung auf dad Doppelte (m fache)
r{i&d

3in

achien ?
. Jn wie viel Jahren erhidht fih bdie Vevdlferung eined Orted bei
jaf)rhcfjer Bunahme von 5200 Cinwolhnern auf 9453 Einwolhner?
é}ﬁ Bon einer Schuld von 10000 K werden nad) 3 Jahren 2500 K,
nad) 6 Jahren 1000 K bezahlt; wie grof ift noch die Schuld nach) 10 Jahren,
wenn H% Binjedsinjen geredhnet werden ?

15. €in Capital a wird zu p % verzinst, die Verwaltungstoften betragen
v% und werben am Enbe jebes Jahres abgerechnet; zu weldher Summe

wdd3t ,pag Capital in n Jahren an?
¢ Bu wie viel % mujg ein Capital ausgelieGen werden, damit e3
a

in 8 Jabpen bei Halbjahriger Capitalifierung auf das Bierfade amvichst?
l%emanb Bat zu Beginn 1880 2000 K und 31 Beginn 1890 3000 K
auf Binfeszinjen ju 4% angelegt. Wann werden beide Capitalien jujommen
auf 10846-3 K angewadjjen fein ?
18. 4000 K unb 3954°1 K werden su 4% auf 3injeszinfen angelegt,
a3 erjte Capital mit gangjdhriger, das zweite mit Halbjihriger Capitalifierung
per Binfen. Wann werden beide Capitalien denjelben Wert erlangt Haben?
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/;?19. Gin Gapital von 10000 K ftand durdj 15 Safre anfangs u
4L, piter su 4% auf Binjeszinfen und ift in diefer Beit auf 18803-8 K
angewadhfen. Wie lang ftand 8 ju 4% und wie lang ju 4% ?

\ 20, Durd) 20 Jahre werden zu Anfang eined jeden Jahres 200 K
nnge[egt, it weldhem Werte werden diefe Capitalien bei 4% Sinfeszing zur
Beit der febten Anlage angewachien fein?

: 1. Jemand erjpart jihrlich 280 K und legt diefe am Cnbde eines
jebeyt Jahres in eine Sparcafje, weldhe die Einlagen mit 4% verzingt und
pie Binfen Halbjahrig capitalifiect; dtber weldhe Summe wird er nad
15 Jabren verfitgen?

22. Durd) n Jahre wird jahrlich ein Capital r ju p Y Binjeszing an-
gelegt, die Verwaltungsfojten betragen jahrlidh v und werden am Enbe
De3 Jabres abgerechuet; zu-weldher Summe find diefe Capitalabetvige zur
Jeit Der lepten Anlage angewadhfen ?

23, Jemand hat durcd) 12 Jahre am Anfange eined jeden Jahres den
gleichen @c[bbetmg s 419 Binjeszing angelegt, und bejieht dafiiv am
Cnbe des 12 ten Jahres 1939 fl. 18 fr.; wie grof war die jihrlidhe Cinlage?

24. Gin Capital von 12500 K ift nach) T Jahren fillig; e3 joll durch
giei?&,"am Anfange eined jeden der 7 Fahre zahlbare Summen getilgt
werden. Wie grof find die Theilzahlungen bei 5% Jinjessing?

25. Wie Hod) mitfjen die am Enbde eined jeden Jahres zu leiftenden
Abjchlagszahlungen fein, damit eine nach 10 Jahren unversinslid) fillige
Sdjuld von 8000 K getilgt werde, den Jind ju 4% gevedhnet?

26. Cin Gutsbejiber will feine Feldfriichte im veranihlagten Werte
von 6800 fl. gegen Hagel verfichern; wie hod) wird die Afjecuranz-Gejell-
fchaft die jahrliche BVerficherungspramie bei 5% Binfeszing anfepen, wenn
angenommen wird, dajd ber Hagelfchlag die Feldfritchte jener Gegend durch-
{chnittlich alle 16 Jahre ginzlich vernichtet?

7. Gin su 43% Binfeszing ausjtehendes Capital von 5000 K wird
am Ende jedes Jahred um 500 K vermehrt; wie hodh wird s in 8 Jahren
anwadjen ?

28. Aufg. 27 bei halbjahriger Capitalifierung der Jinjen.

29. Bon einem Walbde, deffen jabhrlicher Juwad)d 219 betrdgt, ift der

gegemwirtige Beftand 145678 Cubifmeter; wie grof wird dber Beftand nad)

18 Jahren fein, wenn am Ende eined jeden Jahres 1175 Cubifmeter gefallt
tverden ?

30. Jemand will eine Schuld von 10000 K, die zu 5% zu ver-
sinjen ijt, in 10 gleichen Jahredvaten abtragen; wie grof wirdeine Raten-
zablung fein?
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31, Semand ift verpflicytet, burd) 8 Jahre am Enbe eines jeden Jahred
550 K au zablen. Statt Deffen will er die Suld in wel gleichen Raten
s Beginn ded erften und Fiinften Safres tilgen. Wie grof ift eine joldpe
Rate, wemn Der Rechmung 4% sugrunbde gefegt yerden ?

32, Pem Vornumde eines Qindes von b Jahren wird eine Summe
pon 6000 K mit Der Berpflichtung iiberwicien, dad Kind bid pum 18ten
Safre ju erziehern; welcges ift dev BVetrag 9e8 nadidyuisweiie zahlbar an=
genonmenen jafrliden Graiehungdgeldes, wenn Hos Binfedzinien Pervedjuet
twerden ?

) Gine Stabt will bet einer Bant ein Anlehen mit ver Berpflichtung
aufuehmer, pasfelbe Durch eimen am Gnbe jebes Jahred sahlbaren Betrag
port 28000 K Binnen 25 Jahren 3u tifgen ; weldje Sumune wird die Bank
ver Stabt et D% Bingedsind barleifen ?

34, Toie viel Oleibt vom einev Sculd vou 926000 f(. bei B% Binjeg-
zind nach 10 Safren itbrig, wentt fiir Binfen und Tilgung eined Fheiles
per Sculd jahrlich 2000 . gezablt ywerben ?

35. Wie grof ift ein auf Binfeszinjen 4lg; angelegted Capital,
wenn von Demfelben bei ciner am Ende eined jeden Jafhred eintretenden
Rermindernng wm 250 K nady 15 Qahren nod) 1800 K {ibrig find?

36. Gin Bater hinterldist feinen B Rindern  cin Rermbgen VO
20000 f(., weldes 3t 59, Binjessing angelegt ift; bavon begichen bie
Qinder am Gnbde eined jeden Safres 1500 fl. Wi piel erhilt dann jeded
ver Rinder macd) 6 Jahren, wentt der Meft bes Bermbgensd gleichen
Theilen unter fie pertheilt wird?

97, Qemand fauft ein Hous und bezahlt dem Kaufjgilling badurd),
bafs ev durd) 20 Jahre am Sdylufie eine3 jeden perfelben eine A6{chlags-
zahlung vot 1200 Qromen leijtet; wie grop ift der Raufpreis, wenn jebe
Abichlagszahhing sugleich) 5 °fo Binjen fiir die nod) unbezahlte Sdjuld enthalt?

38, Wie viel muid man am Sdluffe eined jeben Jahred U etrent
Gapitale von 4500 fl. fingufiigen, damit €3 fich bei 4% Binfezzing in
6 Jahren perbopple?

39, Semand Hat ein Capital vou 19532 K su 419, ausftehen und
gebraucht davon jielich 1000 K; nad) wie viel Jafren witd dag Capital
erihipft jein?

40. Gin 31 procentiqes Unlehen foll in 2D Sahren getilgt werder.
e viel o ded Caypitaled mufs jagrlid gur Bahlung der Binfen und
Filgung verwendet yoerDen ?

41, Cine (Siicnﬁaml:@eieﬁi(f)ait madht etne Anleihe von 4 Millionen
Qronen ju 0o und will iefelbe Dadirrd amortifieren, daid fie jahrlich
950000 Sronen aur Jinfenzahlung und theilweifen Tilgung ped Anlehend
permenbdet; nac) wie viel Safren witd Ddie Sduld getilgt fein?
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42. Jemand ordnet in feinem Tejtamente an, Dbajs feinem trewen
Diener biz u Deffen Tode jahrlid) 100 fl. audgezahlt werden. Die Erben
werden mit dem Diener einig, ihm Ddafiir auj einmal einen Betrag von
1200 fl. gu zahlen. Lie viel Jahre miijdte der Diener noch) leben, wenn
er von em [lbevcinfommen weder Schaden noch BVortheil Haben follte, die
Binjen zu %, geredhnet?

43. Semand nimmt Gei einer Sparcaffe ein Capital von 8000 §l. auf,
pas er durd) gleiche Theilzahlungen, die am Enbde einesd jeden Jahres fillig
find, in 15 Jahren tilgen will; wie grof ijt eine Theilzahlung, wenn die
Sparcaffe verausgabte Gelder mit 59,, empfangene dagegen mit 4 %, Jinjes-
3ing in Redymung bringt?

44. Gin Herr will feinem Diemer bei einer Verfidherungdanftalt ein
nach 11 Jahren zahlbaved Capital von 1000 fl. verfichern; weldjen Betrag
mujs er an die Unftalt zafhlen, wenn diejelbe su 5O, verzinsdt?

45, Welden Bavwert hat eine durch) 14 Jahre am Ende jedes Jafhres
mit 420 (. su leiftende Rente, wenn 49, Binjen gerechnet werden?

46. Semand verfauft eine nacdhichuisweife Jahresvente von 620 Mart,
bie er nodh durd) 10 Jahre zu geniefen Hat; wie viel wird er bafiiv er-
Dalten, wenn 4°/, Binjeszinjen gerecdhnet werden ?

47. Gin Vater will fiiv jeinen Sohn, wenn diefer dad 24jte JFahr
erveicht fat, eine Summe verfichern; er zahlt zu biejem Jwede von ber
Geburt Hez Sohned angefangen big zu jener Jeit an eine BVerfidherungs-
anftalt am Anfonge jeded Jahres 400 fl.  Weldhen Betvag wird bie Unftalt
bei 59/, Binfezzind nad) 24 Jahren auszuzahlen Haben?

48, Jemand will fiiv jeinen Sohn Dei einer Vanf eine Summe von
4000 K verfichern, welche Ddiefelbe am Ende bed 1Hfen Jahres aus-
zaflen foll; welchen jahrlihen Betvrag mufs er am Anfange eined jeben
Qafres big zu jener Beit sum Jinsfufe 45/ leiften?

49. Gin Capital von 20000 K foll bei 4°, Binfeszind durc) eine
jahrliche Rente getilgt werbent, die- vom Ende bed erjten Jahres beginnt
und 30 Jabhre dauert; wie grof mujs die Rente fein?

50. Semand erlegt 12000 K zu 49, und will dafiic durch 24 Jahre
am Gnbe jebes Derfelben eine Nente beziehen; wie grof wird diejelbe jein?

51. Bei einer Anftalt werben 1000 fl. gegen Entridhtung einer jihr-
lichen Pritmic von 27 . verfichert; nad) wie viel Jahren ift bei 439 bas
verfidgerte Capital duvd) Primien gedectt?

52. Gin Capital von 8000 K foll durd) die nadyjdhuisiweife jabhrliche
Rente von 80112 K bei 49/, Jind getilgt werben; wie lange muid bdie
Rente gezahlt werden?
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53. Wie viele Jahre Hat eine nadjjchuisweife Rente zu lanfen, bdie
jabelich 600 fl. betvdgt und gegemwirtig einen Wert von 10000 fl. Hat,
bie Binfen u 5, gerechnet?

54, Jemand verfichert bei einer Unftalt auf den Todesfall 5000 L.
und mufg am Unfange jeded Jahres eine Pramie von 180 fl. zahlen;
wenn er nun nacd) 24 Jahren ftirht, wie grofy ift der Gewinn oder BVerlujt
Der Anftalt bet 49, Binjeszing?

59, Jemand Hat eine Jahregrente r (1000 K) durch n (24) Jahre ju
beziehen. Wann fann diefelbe mit bem Betrage nr (24000 K) abgeldst
werben, wenn der Redynung p (33) ¢/, sugrunde gelegt werden ?

56. Jemand hat eine Jahresrente von 1800 Mart auf 30 Jahre
begiehen; er wiinjd)t aber ftatt Derfelben eine grifere auf 20 Jahre ju
Daben; wie grof wird diefe bei 41 %, Bing fein?

57. Cine Rente von 500 K (r) ift durd) 20 (n) Jahre pranunerando
su Deziehen. Wenn mun durd) 5 (n,) Jahre auf den Besug verzichtet wird,
weldje Rente fann wihrend der folgenden 15 (n—n,) Jahre bezogen werben
bei 3 (p) %, Binfen?

58, Jemand will dburd) 18 Jahre am Anjange eined jeden Jahres
eine beftimmte Summe begahlen, damit nach) BVerlauf diefer Jeit ev felbjt
ober eine anbeve Perjon 10 Jahre hindurd) eine am Cnde jedes Jahres
fidllige Jahredrente von 500 Kronen geniefe; wie grof ift die jahrlich zu
sablendbe Summe, wenn 5%, gerechnet werben ?

59. Weldge Cinlage mufs man durd) 20 Jahre am Anfange jedes
Jahred an eine Verficherungdanitalt machen, um nad) BVerlauf diefer Jeit
bei 49, Berzinjung cine Jahresvente von 300 fl. durdh 12 Jafre 3u
geniefien ?

60. Jemand zahlt durd) 30 Jahre zu Unjang eined jeden Jahres
68 Rronen in eine Rentenbanf, welde u 49, verzinst; welde nadichuis-
weife Rente wird ihm die BVant durc) die T folgenden Jahre geben?

61. Jemand Hilt fich nod) auf 20 Jahre fiiv arbeitsfahig; wie viel
muf8 er in diefer Jeit jahrlich auf Jinfen & 41°), legen, um nach Ablauf
berjelben nod) 15 Jahre eine Jahredvente von 300 Kromen u geniefien ?

62. Jemand, der fid) nod) 15 Jafre fitr avbeitsfihig Halt, jpart in
biefer Beit jibrlich 250 fl. und legt fie su 4% auf Binjen an; wie lange
fann ev dafiir nad) Ablauf jener Beit eine Jafresvente vou 400 fl. anfprechen ?

63. Cine Rente, weldhe im erften Jahre 400 fl. Detrigt und in jedem
folgenden Fahre um 50 fl. wichat, wird 10 Jabhre Hindurdh) am Ende eines
jeden Jahres audgezaflt; weldjes ift ihr Bavwert, wenn 419, Jinjeszinfen
gerechnet werben?

.
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28. Permutafionen, Combinationen, BVariationen.

Permutationen, (88, 254 — 257)

1. Wie viele und welche Permutationen erhilt man aud den Bud)-
ftaben De3 Wortes ROMA?

2. Stelle fiir bie Clemente abcde lexifographijch die Permutationen
bar, bie 1) mit a, 2) mit ¢ anfangen.

3. Bilbe die Permutationen aud den Elementen aaabbe,

4. Wie grof it die Jahl der Permutationen aud a’h?

5. Wie viele vievzifirige Jahlen gibt 3, Dbeven jede bdie Biffer
3,0, 7, 4 enthalt?

6. Wie viele fiinfsiffrige Bahlen enthalten die Jiffer 6 2mal, die Biffer
3 2mal und die Biffer 5 1 mal?

7. Wie viele neunsiffrige Jahlen lafjen fich aud den neun avabijdhen
Jiffern bilden, wenn bdie Jiffern jeder Sahl ungleih fein jollen?

8. Wie oft fonnen b Tifhgenoffen ihre Plise am Tijde wedieln,
big fie in allen Drdnungen gefefjen find?

9. Wie viele verjdjiedene Stellungen geben 3 weife, eine blaue und
2 rothe Sugeln?

10. BWie lautet die 68. Permutation von 12345°?

11. Die wie vielte Permutation ift cdaeb von abede?

12, BWie Yeifit die 19. Permutation von ,reif"?

13. Bei wie viel verjdhiedenen Elementen wird, wenn man die Jabhl
ber Glemente um 2 vermefhrt, bie Sahl der Permutationen 42mal jo grof
alg frither?

Combinationen. (8§ 258 —261.)

14. Bilbe fiir die Elemente abede die Amben und Ternen a) ohne
Wieberholung, b) mit Wiederholung.

15. Bilbe alle Combinationen ofhne Wiederholung von bden Ele-
mentent 123456,

16. Wie viele Wmben und ZTernen enthalten 6 Elemente a) ohne
Wieberholung, b) mit Wiederholung?

17. Aug wie viel Elementen fann man 435 Umben ohne LWieder-
holung bilden?

18. Bilbe die Ternen mit Wiederholung der Elemente: , Punft, Ge-
rabe, Sreid”.

19. %Wie viele Unionen, Wmben, Tevnen, Quaternen und Qutinternen
geben a) bie 90 Nummern der gewdhnlidien Jahlenlotterie, b) bie in einer
Biehung hevaudgehobenen 5 Nummern ? '
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20. Welde und wie viele Wiirfe durchaus ungleicher Felder fdunen
mit 2 Wiirfeln geworfen werben?

21. Wie viele Gerade lafjen fid) im allgemeinen duvch n Puntte legen ?

22. Sn wie vielen Punften jdneiden fidh im allgemeinen n Gerabe?

23. Wie viele und weldhe BVerbindungen zu drei find aud den Seiten
a, b, ¢ und den Winfeln @, B, 7 eined Dreiectd miglic)?

24, Auf wie viele Arten faffen i) je drei der 7 Farben: voth,
orange, geld, griin, blau, inbigo, violett mijchen?

25. Auf wie viele Arten (4ist fich das Product abede in wei Pro-
bucte zerfegent, von denen Dag eine 2, Do anbere 3 Factoven enthalt?

26. Auf wie viele Avten (@3t fich a) dad Product abed in Producte
pont 2 Gactoren, b) dag Product abedef in Broducte von 3 Factoren
zerlegen ?

27. Anf wie vielerlet Art laffen fich 32 Kavten unter 4 Spieler fo
vertheilen, Dajd jeder 8 Karten erfalt?

28, Wie viele Glemente werden verwendet, wenn die Jafhl der Ternen
mit Wieberholung fich zu Dder Bahl der Ternen ohne Wieberholung wie
15:7 verhalt?

Pariationen. (8§, 262—265.)

29. Bilbe die Bariationen bder 2ten Clajje ohne Wiederholung von
den Elementen abede.

30. Bilbe die Variotiomen der 2ten und 3ten Clajje mit Wieber-
holung von den Elementen abe.

31. Gtelle die erften 20 Variationen Dder 3ten Claffe mit Wieber-
holung von den Elementen abed bar,

32. Wie viele Variationen bder 2ten, 3ten, 4ten Clafje a) ohne
Wieberholung, b) mit Wicderholung geben 10 Glemente?

33, Wie viele Ddreiziffrige Bahlen gibt e3, deven Jiffern von einander
verjchieden find?

34. Wie viele vierziffrige Bafhlen find mttteI{t ber Biffern 3, 4 undb 5
parftellbar ?

35. Wie viele fiinfzifivige Sahlen, Deren jebe mit O beginnt, laffen
fih aud den Biffern 1, 5, 9 bilden?

36. Wie viele verjchicbenre Wiirfe find mit 2 LWitrfeln midglich?

37. Welche verjdhiedene Witrfe geben Dei teei Wiirfeln 10 gur Summe?

88. Auf wie viele Avten fann man mit 4 Wiirfeln die Summe 15 werfen ?

39. Wie viele Wiirfe find mit 3 Wiirfeln miglich, von denen der
eine eiff, Der jweite gelb, der dritte voth ift, wenn man annimmt, dafs
Wiirfe von gleidhoiel Augen, aber in verjchiedenen Farben als verjdieden
su betrachten find?
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40. Gin optijger Telegraph) Hat 6 Urme, von denen jeber 4 ver-
jchiedene Stellungen einnchmen fann; wie viele verjchicdene Jeidjen fann
der Telegraph geben?

41. €3 find 4 Facher mit T bericﬁtebenfarfngen Sugeln zu befeen,
o Dajs in jedes Fach eine Kugel zu liegen fommt; auf wie vielerlei st
fanun dies gejhehen ?

42, Wie viele vierziffrige Jahlen gibt e3?

43. Wie grof ift dic Bahl aller Variationen mit Wiederholung der
1., 2., 3. und 4. Glajje von den Dbeiben Clementen: , . —"?

44. Bei wie vielen Clementen gibt e3 380 BVariationen der zweiten
Elajfe ofne Wiederholung?

45, Vet wie vielen Elementen verhilt i) die Jahl der BVaviationen
Der Dritten CIuﬁe phie Wiederholung zu der derjelben Clafle mit Wieber-
Holung wie 5:9?

46. Bei wie vielen Elementen verhilt fich die Fahl der Bariationen
ohne Wieberholung der zweiten Claffe zu der der dritten Claffe wie 1:20?

29, Bofenjen vou WVinomen. (§§. 268—270.)

1. (x+at 2. E—y 3. (x4 3)-

4. (2 —a), 5. (a—2D)S. 6. (3x 4 4y)°.

Y. (ba — 3b)5 8. (x2-2yH~ 9. (3a* — 2b?)S,
10. (a - b)" == (a — D)= 11. (32 - 3)5 — (x® — 8)5.
12. Wie Heift a) bas fechste Glied Der Poteny (5x* 4 6a?)10;

b) baz adjte Glied in (3a — 2)12?

13. Dejtimme den Coefficienten
a) von x° in der Entwidling von O x 4 3)%;
b) von al® in (3a? — 2h31° — (2a? — 3 bl

(= o) iz = 2)“_ 0. (& 42)°

I (X —’:1_)8' 15 (513 +_ e 3:11 Z—i :

o (43). @ (EHw) = (E-iR)
2

23. ®ib an a) dag fimjte Glied der Reibe (2’5 = .3_)9;

. aile s Hax? 3by )’
b) bas ficbente Glied in (Gb ﬁm /

12

24, Wie Deifit der Coefficient von x° in (= — .3_x

25. (1:03)5=(1- 855 =.. 26, (0 997)4=_ re i T P
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Beftimme ebenfo auf 6 Decimalen:
27. (1-025)15, 28. (1-035)2, 29, (1-065)1%:
30. (0-98); 31. (0-996)2°; 82. (1:999)1.
33. 4+ V3)S 84. (6 —5 V25 35. (Vx+Vy)t

86. (aVb—Dbya)®. 37 (21{——— \/%)T 38, (._ \/_ I )
99, (1 V=R A0, )" 41, 1+ 20

42. (a4 bi)s L UG T W (2 v'n, — b

45. (a++bijm == (a — bi) 46. (1 +iV5)s+ 1 —iV5h)s

47 (@)6 48. (3 +;V2)5 i (3 eniL 2)5.

30. Wabrfdeinlidheitsrednung.
Abfolute nud relative Walhrfdyeinlichheit. (88 271 und 272)

- 1. Wie grofs ift die Wahricheinlichteit, beim Anfwerfen einesd WMiinsftiices
LBilb" zu werfen?

2. Wie qropp ift dbie Wahridheinlichfeit, mit einem Emuug,{tucfe eher
LBilb" al3 |, Sdrift"’ su werfen?

3. Ju einer Urne find 15 Kugeln; wie grof ift die Wahricheinlichteit,
a) eine ungerade Zahl, b) eine gevade Zahl von Kugeln Herauszuziehen ?

4. Jn einer Urne befinden fich 10 tweife und 6 vothe Kugeln; weldhes
ift bie %a@ridjem[m‘f)fett eine weifie Kugel ju ziehen?

5. Jn einer Urne find 4 weife, 3 vothe und 2 blaue Kugeln; wie
grof ift bie Wahrdeinlichleit, unter 4 Rugeln eine weifte, 3twet rothe und
eine blauwe zu greifen?

6. Wie grop ift bet einem Spiele von 32 Karten die Wahrjdheinlichteit,
a) ecine vothe RKavte, b) einen Ribnig zu ichen? -

7. Wie grop ift die Wahricheinlichleit, mit drei Witrfeln 3wei gleiche
Gelder (einen Pajch) su werfen?

8. Wie grof ijt die Wahridjeinlichteit, mit 2 Wiirfeln 8 Augen zu
werfen?

9. Wie grop ift bdie Wahricheinlichfeit, mit 3 Winfeln auf einen
Wurf a) gerade 3, 4 und 6, b) die Summe 6 zu werfen?

10. BWie grof ift die Wahrideinlichfeit, mit zwet Wiirfeln a) ef)er 7
ald 10, b) eher 7 al3 5 zu werfen?

11. Bon 8500 Prioritits-Obligationen eines Cijenbahnanlehens merbcu
125 Gtitd verlost; wie grop ift bie Wahrideinlichfeit fiir die Berlojung
eined Stiides?
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12. Die gewshnlidie Sahlenlotterie enthalt 90 Nummern, von denen
jedesmal 5 herausgezogen werden; wie grof ift die Wahrjcheinlichteit,
a) eine genannte Nummer (Crtrate) zu treffen,
b) mit zwei genannten RNummern einen Umbo u madjen,
¢) mit drei gemanuten Nummern einen Terno ju maden?

Sufammengefete Wahrldyeinlidhkeit. (§§. 278 —275))

13. Wie grof ijt die Wahrideinlichteit, daj3 man mit 2 Wiirfeln auf
Den erften Wurf etnen Pajd), auf den weiten die Wugenzahl 8 werfe ?

14. BWie grof ift bei 3 Wiirfeln bdie Walrideinlichfeit, uerft die
Summe 5, bann die Summe 4 zu werfen?

15. Wie grof ift die Walhricheinlichteit, mit 2 Wiirfeln mehr al3
9 Augen zu werfen ?

16. 2ie grofi ift die Wahriheinlichfeit, mit einem Wiirfel a) in wei
Wirfen das erftemal 1, dasd pweitemal 2 zu werfen, b) in jech3 Wiirfen
a3 erftemal 1, bag gweitemal 2, . . . dag jech3temal 6 u werfen?

17. Jn einer Urne befinden fich 8 weife, 6 rothe, 10 blaue und 5
fcwarze Qugeln; welde Wahridheinlichteit ift vorhanden, beim Heraussiehen
sweier Kugeln eher ecine weiffe und eine blawe, al3 eine rothe und eine
jhwarze Kugel zu ziehen?

18. Wie grofy ijt die Walricheinlichleit, a) mit 2 Wiirfeln 3 mal
nacheinander einen Pajd) zu werfen, b) innerhalb der erften 3 Wiirfe einen
Pajdh zu werfen? c) Wie viele Wiirfe mujd man madjen, damit die Wahr-
jcheinlicheit einen Pajch zu werfen L ift?

19. 2ie grof ift die Wahridheinlichfeit, Daj8 man mit einem Wiirfel
3mal nocheinander 1 wirft?

20. Wie grof ift die Wahrideinlichleit, aus einem Spiele von 32
Rarten in den erften 3wei Bitgen Kinig und Dame derjelben Farbe, jedoch
in beliebiger Ordnung zu ziehen?

21, Wie grof ift die Wabrideinlichfeit, ausd einem Spiele von 32
RKarten zuerft eime Sehn, davauf, wenn bdie Fuerft gezogene Karte nidht
wieber Hingugelegt wird, einen Kinig zu ziehen?

22, Wie grof ijt bie Wahriheinlicheit, aus einem RKartenipiele von
52 Blittern 3mal Hinteveinander ein A8 su ziehen?

23. Jn einer Urne find 3 weife, 4 vothe, 5 gelbe und 6 blaue Kugeln;
wie grof ift bie Wabhricheinlicheit, eine weife, vothe oder gelbe Kugel
3u ziehen?

24. Jn einer Urne A Definden {ich 4 weifie und 6 vothe Kugeln, in
einer sweiten B 6 weife und 8 rothe RKugeln’; wie grof ift die Wabhr-
jcheinlichfeit, Dajd man, wenn man aud Deiden Urnen zugleich zieht, aus
jeder eine weifie Rugel ziehe?
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25, Wie grof ift die Wahrideinlichfeit, beim zweimaligen Hevaus-
siehen je einer Nummer aud einer Urne von 90 Numumern da3 erftemal
bie Nummer 1, dad zweitemal die Nummer 90 zu jziehen, a) wenn die
suerft gezogene MNummer twieder in die Urne guviidgelegt wird, b) wenn
bas nidt gejchieht?

26. Sn einer Urne {ind 12 weife und 9 jdwarze Kugeln. Man
sieht 8mal fe eime Kugel hevaus. Wie grof ift die Wahridheinlichteit,
bafs in ben erften fiinf Bichungen 5 iweife, und in Dden fpdteren Drei
Bichungen 3 jdwarze Kugeln gesogen werbenr, a) wenn man nad) jeder
Biehung bdie Kugel in die Urne guviidwirft, b) wenn das nidt gejcjieht?

Mathematifdyer Hoffnungswert. (§§. 276 und 277)

27, Semand fann, wenn ev mit zwei Wiirfeln die Summe 5 wirft,
2 fl. gewinnen; wie grof ift fein mathematijder Hoffmumgsmwert?

28. Wie fHod) fann Dder Cinfap fein, wenn beim Spiel mit 3we
Wiirfeln jeber Pajch 1 Krone gewinnt, andere Wiirfe aber nid)t zdhlen?

29. Bwei Spieler A und B fommen mit einanbder iibevein, dajs der-
jenige ben gangen Cinfap erhalten jolle, welcher zuerft 3 Pavtien gewinnt;
nachbem aber A 1, B 2 Partien gewonnen Hat, trenmen fie fidh); in weldem
Berhiltniffe ift nun der Cinjay zu theilen?

30. Semand exbietet fich, Demjenigen, Der auz einer Urne mit 5
weifen, 6 vothen und 7 Oloven Rugeln mit einem Griffe 2 weife, 3 vothe
unbd 4 blaue heraushedt, 1 fl. su geben, wenn ev jelbit jedezmal 8 Kreuger
eralt, jobald 9 andere Sugeln hHevaudgezoger werden; fHat er s feinem
Bortheile oder 3u feinem Nachtheile gewettet?

31. Nach unjeven Qottogefepen wird a) fiiv den Ambo der 240fache
Ginfop, b) fiiv ben Terno ber 4800fache Cinjap ald Gewinn bezahlt; wie
viel % Gewinn Hat dad Lotto, wenn man vou den BVerwaltungstoften abieht?

Wahrfdeinlidykeit in Besug anf die menfdhlidye Lebensdaner. (. 279))

32. Wie grofy ift die Wabhrideinlichteit, dajs eine 20jihrige Perfon
a) bag 30fte, b) bag H6ite, ¢) bad TOjte Jahr evreiche?

33. Wie gvof ift die Wahriheinlichleit, Dajs a) eine 18jafhrige,
b) eine 35jdhrige, ¢) eine HOjahrige Perfon 60 Jahre alt werde?

34. Wie grofp ift die Wahrideinlichfeit, dajs a) ein neugebovenes
Rind, b) eine 12-, ¢) 18-, d) 36-, e) Hdjihrige Perjon nad) 20 Jahren
nidyt mehr am Qeben fei?

35. Cin, Mann ijt 50, feine Frau 40 Jahre alt. Wie grof ijt die
Wahricheinlichfeit, dajs nad) 20 Jahren a) nod) der WMann lebe, b) nod)
pie Frau lebe, ) nod) beide leben; dajs d) fchon der Veann todt fei
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e) fhon die Frau todt fei, f) jhon beide todt feien; dajs g) ber Mann bie
Frau iiberlebe, h) Die Frau den Mann itberlebe, i) wenigftend eined nod
lebe, k) wenigjtend cined fjhou todt fei, 1) nur eined nod) lebe?

Lebensverfiherungsrecynung.  (§8. 280—284)

36. Welden Vetrag muid man an eine Verfiderungdanftalt fiiv ein
2iifriges Rind eingahlen, damit diefed nad) erveihtem 24jten Lebendjahre,
fallg e8 bann lebt, ein Capital von 3500 K erhalte, die Binfen ju 4%
Geredjnet ?

87. Gin 34jdhriger Mann 3ahlt in eine BVerficherungsanitalt 1000 L. ;
weldjes Capital wird ihm die Anftalt nad) 16 Jahren, falld er nod) lebt,
bet 5% Berzinjung audzahlen? Wie grof ift feine Referve nach 10 Jahren?

38. Bwei Gheleute, welde gegemwirtiy 30 und 25 Jahre alt find,
wollen ein Capital von 4000 Kronen verfidern, dasd ihnen nadh 30 Jahren,
wenn fie dann nod) beide leben, audgezahlt werdben foll; welchen Betrag
miiflen fie an bie Werfierungdanftalt bei 4% Hind eingahlen?

39. Wie grof ift bei 4% Jinjedzing ber gegemwdrtige Wert einer
Qeibrente, welde eine 36jahrige Perjon am Enbde eined jeden Jahred im
Betrag von 280 Kronen zu beziehen hat?

40. Gine H6jihrige Perjon will fih eine jahrliche Leibrente von
300 fl. verfichern; wie viel hat fie bei 4% Berzinjung an eine Rentenbant
fogleich eingugahlen? Wie grof ift die Nejerve nach 8 Jabhren?

41. Gine 45jihrige Perfon Fauft fidh mit einer Ginlage von 6000
Rronen eine Jahygedrente, weldhe von dem Cnde ded laufenden Jahres an-
gefangen bi3 an Dad Qebendende dauern foll; wie grof ift die Leibrente
bei D% Binjedsing?

42, Gin 60jahriger Diener erhiilt von feinem Herrn fiix feine viel-
jdfrige treue Dienftleiftung ein Abfertigungseapital von 2000 fl.; welde
lebenslingliche Nente fann er fich bei 4% Binjedzingd dafiir faufen?

43. Gine njihrige Perfon wiinjdt nad) p Jahren eine Leibrente B,
zaflbar am Gnbe jeden Jahred, zu erbalten; wie grof wird die Einlage
M fiiv eine foldhe auf p Jahre aufgejchobene Leibrente fein?

44, A ift 42 Jahre alt und will auf den Tobezfall feinen Crben
ein Capital von 4800 Srvonen verfiern; welde Cinlage mujs ev zu diefem
Bwecde bei 4% Binjedzing bei einer BVerfidjerungdanftalt maden? Wie grof
ift bie Referve nach 12 Jahren?

45. Gine 38jdhrige Perfon zahlt an ecine Verfidjerumgsanitalt 1000 fI.
cin; welched Capital wird dafiir bei 5% Berzinfung nady threm Tode bdie
Anftalt an bie Crben auszuzahlen Haben?
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46. Welhe Priamie muid eine 32jibrige Perjon zu Anfang jebesd
Safred zablen, um bei ihrem Ableben ben Grben eine Summe von 2000
Kronen zu fidhern, den Binfed;ind su 4% gerednet? Wie groff ift die
Referve fiir diefe Perfon, wenn fie 45 Jafhre alt wird?

4%, Gine njahrige Perfon will fich gegen eine am Anfange jebe3
Jahred zahlbave Pramie P ein Capital C jo fidjern, dafd ihr diefed nach k
Jahren, wenn fie bann nod) lebt, ausgezahlt werben joll; welde Beziehung
finbet awijden P und C ftatt?

48. Cin Vater zahlt an eine Verfiherungdanftalt zu Anfang jedes
Jahres eine Pramie von 300 Kronen, damit die Anftalt jeiner neugebornen
Todjter, fall3 fie bas 18te Jahr erveichen follte, ein gewifjed Capital aus-
3able; wie grof wird diefed bet H% Berzinjung ausfallen?

31. Anbang.

Goniometrifhe Lofung der quadratifchen Gleichungen. (§. 285.)
. x2—10-258x 25281 —0. 2, x? -+ 3-7375x + 28669 = 0.
. X2—4-5558x + 44498 —0. 4. x*>--1-0555x - 0-20779 — 0.
. X2—5-817Tx 4 14:8696 =0. 6. x*-+ 3-5045x - 6-14195 = 0.
. x2—0-05785x—17-TT17=0. 8, x2--0-64270—0-035126=0.
. x2—22:9006x —198-62 = 0. 10. 17-53x2}-40-98x —151:4=0.

O =3 TN QD =

Grifte und kleinfie Werte einer Function. (& 286.)
Bejtimme fitr folgende Augbdriide a) den groften oder Hleinften Wert
und b) jenen Wert der Berdnderlichen, fitr weldhen dexjelbe eintritt:
11 x* +x - 1. 12, x2 —x 1. 13. 4% —8x - 6.
4. ax? —bx4ec 15 X+ (a--b)x-4al—ab-L b2
16. x4 (a—b)x—a?—ab—p2 1y TEXF]

18 axf2 - 19 x—ad o g0 FoEdL
21. x VI—xo 22. F%- ‘ 23 R ey
Anwendungen,

24. Berlege die Bahl a in zwei Summanden, jo dajd dad aus denfelben
gebildete Product ein Magimum wird,

25. Berlege die Jahl a in jwei Factoren, jo bafs bie Summe bder-
felben ein Mininmum wird,

26. Cine gegebene Strede a ift fo zu theilen, bdajd die Summe bder
Slacheninhalte der aud beiden Theilen gebildeterr Duadrate einen Ileinften
Wert annimmt.
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27. Von einem Puntte der Hypotenuje eined rehtwinfligen Dreieced
werben Normale zu den Katheten gezogen. Beftimme jenen Punkt fo, dajs
bag entftanbene Redjtef Den gropten Flacheninhalt exlangt. -

28. Ginem Quadrate mit der Seite a joll da3 fleinjte gleichichentlige
Dreiect umgefchricben werben derart, Ddafd eine Seite ded Luabrates auf
der Grunbdlinie ded Dreiecfed liegt.

29. Ginem Rreife mit dem Radiud r foll dad Redytef von dem
griften Flacheninhalte eingejhrieben werben.

30. Ginem gegebenen Quadrate ift bdad Redited von Ddem grdften
Flicheninfalte einzujdyreiben.

31. Ginem gegebenen Duadvate foll ein gleid)jdhentliges Dreiect mit
pem fleinften Umfange jo eingefdjrieben werben, dajd die Spibe des Drei-
ected in einem Edpuntte desd Quabdrates legt.

32. Welcher Kreizjector Hhat a) bei gegebenem Jnhalte den Fleinften
Umfang, b) bei gegebenem Umfange den griften IJuhalt?

33. Ginem RKreidabichnitte (Rabius r, Centralabitand ¢) ijt bas Redht-
e mit dem gropten Umfange eingujdjreiben.

34. Ginem geraden RKegel (r, h) Joll der gerabe Cylinber mit ber
griften Mantelfliche eingejdrieben werden.

35. Wie grof ift der Radiusd jened geraben Kegeld, der bei gegebener
Seite a den gropten Rauminhalt Hat?

36. Unter allen SKegelftumpfen von gleicher Hohe, in Demen bdie
Gumme der Rabien der beiden Grundflichen gleidh 2a ift, joll jemer be-
ftimmt werden, weldher den tleinjten Rauminbalt Hat.

37. Yufg. 20, 211. Wann Haben bie beiden Punfte die fleinfte Ent-
fernung von einander?

38. Ebenjo Aufg. 20, 212

39. Auf den Schenteln eined vehten Winteld befinden fidh in den
Cntfernungen a und 2a zwei Punfte, welde fidh) gleihzeitis mit der Ge-
jchwindigteit ¢ gegen ben Scheitel bewegen. Wann Hhaben f{ie die fleinfte
Cutfernung von einander? Wo befinden fie fih dann?

v

fiohere unmerifhe Gleidyungen. (8§ 287—293.)
Bilbe Gleichungen mit den Wurzeln:
40. —3, —1, 4. 41. 2, 3421, 3—2i.
2.1 —1,2 =2 43. —1, —2, —i,;+ i
Beftimme in den folgenden Gleichungen mittelit der gegebenen Wurzeln
bie itbrigen: ' ;
44, x*—5x* —18x 448 =0; x, =2.
45. x® —9x*4 26x — 24 =0; x, = 3.

S.'Rn'é nil-Ten manm, Lefeb, b, Arithmetit u. Mgebra f. 0. obeven L. b, Mittelid, 26.Aufl. 20
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46. 6x°* —11x*—5x+4+12=0; x5, =— 1

49, x* —4x% 192+ 46x 4+ 120=0; x, —4 x, =5,

48. xt +2x—x3x—2=0; x, = — 2 ‘ :

49. x* -1x°—2x* _2x4-2=0; x, =—2.

50. x°® —12x2-L 47x — 60 =0 Hat 2 Wurzeln, deren Summe 7 ift;

wie lauten jammtliche Wurzeln?

@Sucf)e pie rationalen Wurzeln foIgenber Gleidungen (§8. 294

und 295.):

b1.

53,

. Gx2 L hx 1+ 12=0. 52, x*‘-——ﬁxﬂn{-ll'x_—w-ﬁ:().
x3 —3x? —10x}24—0. b4, 2*—39x—T0=0.

b, xt—bx?+5Hx? —bHx —6=0.

56 xt}4x3 —x?—16x —12=0.

b7, x* - 4x% —Tx2—2x+24=0.

58, x* — 14x%}59x2 — 94 x - 48=0.

b9, x*—2x% —19x? 4 68x — 60=0.

60. x% L 2x* —42x3 — 8x2 4 257x — 210 =0.

61. x*—32x41=0. 62, x® — 1L xg—l—x—*}—:O
63. x”—ixa-—-% —3=0. 64. xa—z“xzm}— 2x — & =0.
65. x*—1x% 2 +§ —}—3r—0

66. x"‘—%xs;gl—ﬁ-x2+2—27x oz =0.

Beredhne die irvationalen Wurgeln folgender Gleichungen nad

per Newton'{dhen Methode (§. 297.):

Bl xb — Tx L T==0 68. 38— 2x —5—0,

69, x? 4 3x — 5 =.0. 70. x* —Tx+1=0.

ooxt —bxh = A xte Dgd - Gx L 8.

. xt—45x2 - 20x—3=0. 4. x* —2x* 4+ 4x—8=0.
Qife folgende Gleichungen nad) der Regula falsi auf (§. 298.):

. x2FHx—4=0. 6. x* —bx—3=0.

. x*—x24+2x—4=0. 8. xf—4x*—2x44=0.

79, x*—3x*—4x=2. 80. x*—20x2-}28x+15=0.

81. xx = 100, 82 Vx—1

83. logx=3x 84. x log x =17.

85, x | log x =5, 86. x —logx =2,
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