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STEVILO RAZDELITEV ENAKIH PREDMETOV NA SKUPINE

Dedek Mraz je pri pripravljanju daril za otroke imel Se 10 po-
marané, ki jih je hotel dodati v tri vreéke, ki §e niso bile
zaprte. Ker je hotel biti &im bolj pravicen, je najprej pois-
kal vse moZne porazdelitve teh pomarang na tri kupcke. Dobil
je 8 razdelitev: 8+1+1, 7+2+41, 6+3+1, 64242, 5+3+2, 5+4+1,
4+4+2, 4+3+43. Nazadnje se je odlocil za eno od teh moZnosti in
kupike razdelil v najprimernejse vrecke. Zastavil pa si je
vprasanje, ali se da Ze vnaprej ugotoviti, kolike je takih po-
razdelitev pri danem Stevilu pomarang, da pri grupiranju ne bi
morda pozabil na kaksino razdelitev.

Poskusimo problem, na katerega je naletel Dedek Mraz, rediti
za splosSnejse primere. Vprasajmo se, na koliko nacinov lahko
naredimo iz »n enakih predmetov % skupin. Lahko bi tudi rekli,
na koliko nac¢inov lahko pisSemo dano Stevilo n na k pozitivnih
sumandov, pri Cemer vrstni red sumandcv ni vaZen (na primer
razdelitvi 6 = 1+2+3 in 6 = 2+3+1 sta za nas isti).

Namesto zgornje naloge si najprej oglejmo nekoliko spremenjeno
nalogo, vendar bomo lahko iz reSitve te naloge takoj izpeljali
tudi resitev za prvotno. Vpradanje je, na koliko naiinov lahko
razdelimo n enakih predmetov na kvecjemu k skupin. Oznacimo z
rk(n} Stevilo teh moZnosti. Ceprav je vpra3anje zelo lahko ra
zumljivo, ni lahko dobiti formulo za stevilo »r,(n) za poljub
ni naravni Stevili n in k. Pokazali bomo pot do take formule
za najbolj preproste primere. Dogovorimo se 3e, da pri zapisu
porazdelitev nicelnih ¢lenov ne bomo pisali, razen pri razdeli
tvi Stevila 0 (0 = 0). Torej bomo zapisali 6 = 4+2 namesto

6 = 4+2+040

Najprej je ofitno »r,(n) =1 =za vsako 3tevilo predmetov. Tudi
do Stevila r,(n) bomo hitro prisli. Naj bo najprej n sodo
Stevile, potem imamo naslednje razdelitve Stevila n:

e no={n-1) + 13 i B = nf2 + nf2



torej =n/2 + 1 = (n+t2)/2 moznosti. Pri Tihem »n pa dobimo
n=mn, n=[(n-1)+1, ... , n=(nt1)/2 + (n=1)/2

se pravi (n-1)/2 + 1 = (n+1)/2 moZnosti. Oba rezultata lahko
zapisemo z eno formulo na primer takole:

ra(n) = (n+1+(1+(-1)")/2)/2

Pri tem smo morali pisati sumand (1+(-1)")/2 , ki uravnava
formulo za primer sodega in primer lihega 3tevila »n. Za prakti
¢no rabo lahko zgornji izraz Se poenostavimo, ¢e vpeljemo nas-
lednji simbol: za dani Stevili m in »n naj bo D(m,n) = 1 , Ce
je n deljiv z m in D{m,n) = 0 , &e ni deljiv ter D(m,0) = 1.
Pri tem sta m in »n poljubni naravni 5tevili. S to oznako lahko
zgornjo formulo piSemo v obliki

ra(n) = (nt1+D(2,n))/2

To formulo smo izpeljali za =»n = 2,3,... , velja pa tudi za
n=0 din n =1, kajti tedaj dobimo r;(0)=r,(1)=1, kar je
smiselno, saj imata ti Stevili le po eno razdelitev: 0 = 0 ,
1 =1

Oglejmo si 5e, do kak3nega obrazca pridemo za 3tevilo razdeli-
tev »n predmetov na kveéjemu 3 skupine. Do Stevila »r;(n) bomo
pri&li v veé korakih, pri tem pa si bomo pomagali z Ze izpelja
no formulo za »ry(n) . Mislimo si, da moramo »n enakih krogel
razdeliti na kveéjemu 3 kupcke. Vse moZne nacine lahko dobimo
takole: Najprej poiscemo vse razdelitve na kvecjemu dva kupcka,
teh razdelitev je w»,(n) in jih lahko Stejemo za razdelitve
na kvecjemu 3 kuptke, pri Eemer je en kupcek prazen. V drugem
koraku damo na vsakega od treh kupékov po eno kroglo, preosta-
1ih  n=-3 krogel (€e je n > 3) pa razdelimo tako, da jih damo
kakorkoli na kveéjemu dva kupcka. Stevilo razdelitev na tem ko
raku je enako r;(n-3) 1in vse te razdelitve so o&itno drugac-
ne od razdelitey v prvem koraku. V tretjem koraku damo najprej
na vsak kupéek po dve krogli, ¢e jih je dovolj, preostale pa
porazdelimo na kvecjemu prva dva kupéka. S tem dobimo 3e
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#5(n-6) porazdelitev. Ta postopek ponavljamo tako dolgo, dok-
ler nam ne zmanjka krogel. OCitno so razdelitve, ki jih dobimo,
vse razliéne. Stevilo razdelitev =»3(n) torej lahko izrazimo
Z zvezo

r3(n) = rya(n) + ro(n-3) + py(n-6) +...+ »y(n-3<) +..

kjer ¢lene prisStevamo tako dolgo, dokler je Stevilo v oklepaju
Se vecje ali enako nic. Pri tem 3e upoStevamo »r,(0) = »,(1) =
S |

Za ilustracijo si oglejmo zgornji postopek pri »n = 8 . Naj-
prej imamo »r;(8) = 5 razdelitev na kveijemu dva dela: B = B,
8 =7+1, 8B = 6+2, B = 5+3, B = 4+4 . Te razdelitve lahko 3teje
mo tudi za razdelitve na kveljemu tri dele. V drugem koraku da
mo na vsak kupcek po eno kroglo, ostalih 5 pa razdelimo na kve
c¢jemu dva dela: 5 = 5, 5 = 4+1 in 5 = 342 . Ce upoStevamo,
da imamo na vsakem kuptku Ze po eno kroglo, dobimo: 8 = 6+1+1,
8 = 5+2+41 in 8 = 4+43+1, torej Se r,(8-3) = r,(5) = 3 razdelj
tve. Nazadnje damo na kupcek po dve krogli, preostali dve pa
na kvecéjemu dva kupcka: 2 = 2, 2 = 1+1 . Vidimo, da imamo na-
zadnje Se 2 = r,(8-6) moZnosti: 8 = 4+42+1 in 8 = 3+43+2

Vseh razdelitev je torej »r3(8) =5+ 3 + 2 =10

Ce bi sedaj v zgornjo zvezo vstavili zaporedoma vse izraze, ki
veljajo za w»y(n) , »,(n-3) 1itd, bi dobili konéno formulo za
Stevilo razdelitev w»3(n) . Ker pa je pot do konine obTike do-
kaj zamudna, jo raje kar zapiSimo, spodaj pa bomo pokazali, ka
ko to formulo lahko dokazemo s popolno indukcijo

ra(n) = (n2+6n+5+3D(2,7)+4D(3,n))/12

Ce si ogledamo zvezo med Stevilom porazdelitev na kve&jemu 3
dele in med Stevili porazdelitev na kvecdjemu 2 dela, opazimo,
da imamo 3 razliéne situacije gléde na to, kak3en ostanek dobi
mo, ce Stevilo n delimo s 3. Zato lodimo tri moZnosti: n = 3&,
n = 3s+1 in n = 3s+2 . Formula za =ry(n) ima tedaj tri oblike



r;(3s) = (3s?+6s+3+D(2,38))/4
r3(3s+1) = (35248s+4+D(2,35+1))/4
r3(3s+2) (352+108+7+D(2,38+2))/4

"

kjer smo izraze 3%e okraj3ali s 3. Vsako od teh formul bi bilo
treba dokazati z indukcijo. Da veljajo vse tri pri sg=1, se
zlahka prepricamo: r3(3) = 3, r3(4) = 4 in »3(5) = 5 . Kot ve
mo (glej Presek V/2) pri popoini indukciji predpostavimo 3e,
da formula velja pri Stevilu s in od tod dokaZemo veljavnost
formule za s+1 . Oglejmo si dokaz pri prvi formuli. Iz zveze
med »r;(3s+3) in »,(38+3-37) dobimo najpre]

r3(36+3) = 2,(36+3) + ra(38) + r,(36-3) +
+ ry(3) + ry(0)

kar pomeni: =r3(3s+3) = r,(35+3) + ry(3s) . Upostevajmo formu-
lo za »,(3s+3) in formulo za »3(3s) , ki po predpostavki ve
1ja

r3(38+3) = (3s+4+4D(2,38+3))/2 +
+ (382+465+3+4D(2,3a))/4

Ker je natanko eno od stevil 3s in 3g+3 deljivo z 2, je
D(2,3s+#3) + D(2,32) = 1 , od tod pa sledi zveza 2D(2,3s+3) +
+ D(2,38) = 1 + D(2,35+3) . Ce to zvezo upostevamo zgoraj in
izraz malo uredimo, dobimo

ra(38+3) = (3(e+1)2+46(s+1)+3+D(2,32+3))/4

kar je ravno prva od zgornjih treh formul pri e+1 . Na podo-
ben naéin dokaZemo tudi drugi dve formuli.

Formulo za »r3(n) tako dokaZemo za n=3.4,... , kaj hitro pa
se lahko prepricamo, da velja tudi za n»=0,1 in 2 . Da pa se
ta formula pisati v kraj3i obliki, €e vpeljemo 3e en simbol.
Najprej lahko pidemo =r3(n) = ((n+3)2+p)/12 , kjer je p =

: 30(2,n)+4D(3,n)-4 . Ce si ogledamo vse tri situacije, ko je
Stevilo n deljivo ali ne z 2 ali s 3, dobimo za p naslednje
Stiri moZnosti p=3, p=0, p=-1 ali p=-4 . Ker pa mora biti Ste
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vilo (n+3)2+p deljivo z 12, lahko recemo, da je treba k 5te-
vilu (n+3)2 poiskati najblizji veckratnik Stevila 12 (priste
jemo 0 ali 3, ali od3tejemo 1 ali 4). Oznaéimo z {s};, k 5te
vilu g najblizji veékratnik Stevila 12, potem zgornjo formulo
lahko piSemo v obliki

r3(n) = ((n+3)2};,/12
Ker je vedno p # 6 , je 5tevilo {s};, vedno enoliCno doloce-
no. Za zgled izradunajmo »r3(8) = {112},,/12 = 120/12 = 10
Na prav podoben nacin bi izpeljali formulo pri vecjem k. Za
ry(n) bi najprej dobili zvezo

ry(n) = r3(n)tra(n-4)+rz(n-8)+...+r3(n-4<)+...

kjer dodajamo clene tako dolgo, dokler so izrazi v oklepajih
Se nenegativni. Naj brez dokaza zapiSemo koncno formulo, ki jo
dobimo iz zgornje in prejsnjih zvez

ry(n) = (n3+15n2+63n+49+49(n+3)D(2,n)+32D (3,n)+
+16D(3,n)+36D(4,n))/144

Se mnogo daljse so formule za w»s(n) , rg(n) itd.

Povrnimo se sedaj k Stevilu razdelitev n enakih predmetov na %
nepraznih kupikov. OznaZimo 3tevilo teh razdelitev z ri(n} .
Ker sedaj nobeden od % kupCkov ne sme biti prazen, damo naj-
prej na vsakega po en predmet, preostalih n-k pa razdelimo
na kveéjemu k kupckov. Tako dobimo zvezo

ri(n) = rk(n-k) 1 R=15280 8 Rk

V posebnih primerih torej imamo formule

1
r3(n) = ry(n-2) = (n-1+4D(2,n))/2
r3i(n) = r3(n-3) = {(n2},,/12

ri(n)

u

UpoStevali smo zvezo D(2,n-2) = D(2,n) . Za pomarance Dedka
Mraza na primer dobimo: »3(10) = {102},,/12 = 96/12 = 8 .
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Ker je racCunanje vrednosti za rk(n) po formulah za vecje k
cedalje bolj komplicirano, lahko za ne prevel velike n in k te
vrednosti racunamo postopoma kar iz zvez oblike: =r,(n) =

= pk_l(n) kS rk_l(n-k) * ja5 * rk_l(n-ik) *® a6 w BER 20 &
ki jih lahko dokaZemo za k=2,3,... Naredimo si tabelo, v kate
rc najprej napisemo Stevila »=0,1,2,..., nato same enojke za
ri(n) , iz teh izracunamo in izpiSemo vrednosti za r,(n) , iz
ten zopet podobno vrednosti za =r3(n) itd. To tabelo nadalju-
jemo tako dolgo, da pridemo do iskane vrednosti za pk(n)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
wm@l 1 1 1 1 1 1 £ 1 1 1 9
ran)] 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6
re(n) | 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14
ro(r)| 1 1 2 3 5 6 9 11 15 18
re(n) | 1 1 2 3 5 7 10 13 18 23

Za vajo izracCunaj: r3(40), »3(60) in »g(9) !

Edvard Kramar






