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1 Uvod, mnozice, stevila, preslikave

1.1 MnoZice

1. Koliko elementov ima dana mnoZzica?

(a) {1,2,3,4}

(b) {{1,2,3,4}}

(¢) {1,1,1,2,2,3,3,3,3,4}
)

(d) 0

Resitev: V tej nalogi preprosto prestejemo vse elemente mnozice in v tocki (b) upostevamo,
da je lahko tudi mnozica element neke mnozice. V tocki (¢) upostevamo dejstvo, da imamo
en sam element (npr. 1, 2 in 3), ki je veckrat nanizan v zapisu mnozice. Se vedno govorimo
0 enem samem elementu.

Stevila elementov v primerih a-d (nasteta po vrsti) so 4, 1, 4, 0.

2. Podane so mnozice:
A={z|z=2n,neN},
B={z|z=(-1)"n,n € N} in
C={z|z=2n—-1,n€e N}

Doloti ANB, B\ A, AnC, AuC, B\ C.

Resitev: Za boljso predstavo nastejmo nekaj elementov vsake izmed mnozic, potem zapi-
§imo nove mnoZice, po katerih sprasuje naloga.

A={x|xz=2n,ne N} ={2,4,6,...}
B={z|z=(-1)"n,ne N} ={-1,2,-3,...}
C={z|z=2n—-1,neN}={1,3,5,...}

ANB=A
B\A={-1,-3,-5,..}={z| -(2n—1),n e N}
ANC =10
AUC =N
B\C=B8B
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3. Podane so mnozice:
A={zeR|1<z < o0},
B={z€eR|—-oc0<z<0}in
C={zeR|-2<z<2}.
Dolo&i ANB, AnNC, AUB, AUC, AUBUC, BNnC.
Resitev: Ker je elementov v mnozicah te naloge preve¢, da bi jih naétevali[] jih raje pred-

stavimo s pomodjo intervalov. Te intervale bomo narisali nad skupno realno osjo, da bomo
lazje prepoznali iskane mnozice.

C
A={zeR|1<z< o0} =][1,00) "B i
B={z€R| —0o<z<0}=(—00,0) | | A
C={reR|-2<z<2}=(-2,2] = 01 3o
ANB=1 AUC = (-2,00)

ANC =11,2] AUuBUC =R
AUB=R\[0,1) BNC = (-2,0)

'V matematiki pravimo, da so take mnoZice goste. MnoZice, v katerih pa elemente lahko "$tejemo”, kot npr. v
nalogi 2, pa imenujemo Stevne.
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1.2 Naravna Stevila (matemati¢na indukcija)

1. S pomodcjo popolne indukcije dokazi

1)(2 1
12-4—22-4-...+n2:n(n+ )6(n+ ), za vsak n € N.

Resitev: Dokazujemo: 12 +22 4 ...+ n? = w, Vn € N.

Po principu matemati¢ne indukcije poteka dokaz v dveh korakih. Najprej pokaZemo, da
trditev drzi za n = 1, nato sledi indukcijski korak, kjer iz pravilnosti trditve za n = k
sledi pravilnost trditve za n = k + 1. Leve strani enakosti, ki jih moramo dokazati, bomo
oznalevali z L, desne pa z D.

Za¢nimo z bazo indukcije. Na levi strani trditve imamo v splosnem opravka z vsoto n
¢lenov, ko je n = 1, pa imamo seveda zgolj en ¢len.

L=12=1
1-2:3
=

D= 1

Ker je leva stran enakosti enaka desni strani, re¢emo, da baza indukcije stoji.
Sedaj postavimo indukcijsko predpostavko (IP)

12+22+...+kz2_k(k+1)6(2k+1).

Na koncu dokazimo Se:

Vzemimo levo stran enakosti in na prvih & ¢lenih uporabimo (IP).

2 _ k(k+1)(2k +1)

L=124+22 4. +k24+(k+1) +k+1)?=

(IP) k(k+1)(2k+1)
= 6

E(k+1)(2k+1)+6(k+1)2  (k+1)(k(2k +1) + 6k +6)

6 6
(k+1) (2K +TE+6) (k4 1)(k+2)(2k + 3) b
— ; — . —

Ker trditev velja za n = 1 in ker drzi tudi indukcijski korak, smo dokazali, da trditev velja
za vsa naravna Stevila n.
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2. S pomod&jo matematicne indukcije dokazi, da za vsako naravno stevilo n velja

i=1

n
Resitev: Poglejmo najprej pomen simbola Y 4% na primeru n = 4.
i=1

4
>t =13 42% +3% 444

1=1

1
To pomeni, da velja tudi ) i3 = 13. Se pravi, da imamo pri bazi indukcije na levi strani
i=1
zgolj en ¢len.

2
Dokazujemo: 13 +23 4+ ... +n% = (2} vy e N
2

2
e n ==k (IP) 13+23+_,.+k3:<@> :

2
e n=Fk+1: dokazimo: 1°4+ 23+ ... + k3 + (k+1)3 = (W)
Tokrat bomo indukcijski korak pokazali tako, da bomo zaceli z indukcijsko predpo-
stavko in enakost preoblikovali tako, da bomo na levi strani dobili levo stran trditve,
katere pravilnost Zelimo dokazati. V naSem primeru je dovolj, da na obeh straneh

pristejemo k + 1 ¢len vsote (k + 1)3.
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(IP)13+23+...+k3:<]<:(]€2jL1)>2 /+(l~c+1)3

k(k+1)\?
13+23+...+k3+(k+1)3:<(2+)> + (k+1)3
13 +2° + +k3+(k+1)3:kQ(k+1)2+4(k+1)3
7
1% +2° + +k3+(k+1)3:(k+1)2(k2+4(k+1))
T
k+1)2(k®+4k +4
13+23+...+k3+(k+1)3:( +b (4+ +4)

3 _(k+1)%(k+2)?

P+2% 4+ (k4 1)

(k+1)(k+2)\* _
2> =D

L13+23+...+k3+(k+1)3:<

3. Dokazi, da je stevilo 5" 4 2"+! deljivo s 3 za vsak n € N.
Resitev: Zapisimo trditev v obliki ena¢be, da bomo lahko izpeljali vse korake matematic¢ne
indukcije.
zaVneN: 5"+ 2"t =3 .4, a € Z

en=1L=5+22=9=3.3V
e n==Fk (IP) 5% +2¢! =3a,a € Z;
e n=Fk+ 1: dokazimo: 5*T1 + 282 =3p bec Z

1. nacin:
T, — 5kl f okt2 _ 5.5k 1 9. oktl _ g 5k 9. 5k o oktl _
=355+ 2. (55 4 2041 3. 554 2.(30) =3 (5" +2a)
Ker je k € N, je 5% € Z je tudi (b =)5* +2a € Z. S tem smo dokazali pravilnost
trditve.

II. nacin: Indukcijsko predpostavko lahko zapiSemo v drugani obliki, npr. (IP)
5% = 3a — 281, Dokazimo sedaj pravilnost trditve za n =k + 1.

5hHL 4 ok+2 _ 5 gk 4 okt+2 (D) ¢ (3a _ 2k+1> 1 okt2 _
=150 —5- 281 4 2. 9kl — 154 4 2FF1 (2 _5) =
=150 —3-2F1 =3 (5a - 2’““)
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Ker je k € N, je 281 ¢ Z. Torej je tudi (b =)5a — 2¥*1 € Z. S tem smo dokazali
pravilnost trditve.

4. Preveri, ali velja trditev: vsa Stevila oblike p = 2n + 1 so prastevila.

Resitev: Ko ne znamo dokazati kaksne trditve, se vCasih prepri¢amo o pravilnosti trditve
za nekaj primerov.

n=1 — p=3 - prastevilo
n =2 — p=7>5 - prastevilo
n =3 — p =7 - prastevilo

Moramo se zavedati, da to nikakor ni dokaz pravilnosti trditve. Trditev namre¢ ni pravilna,
kar lahko zlahka dokaZemo s protiprimerom, ki ga pri tej trditvi najdemo pri n =4. V
tem primeru je p = 9 = 3 - 3, kar pa ni prastevilo. Tokrat se je protiprimer skrival Ze pri
n = 4, lahko pa bi ga nasli pri neprimerljivo vi§jem Stevilu.

Trditev ne drzi.

5. S pomoc¢jo matematicne indukcije dokazi, da za vsako naravno Stevilo n velja n <
2",

Resitev:

en=1:L=1<2=DV
e n=rk: (IP) k<2
e n=k+ 1: dokazimo: k+ 1 < 2F+1

(1P)

Opomba: V dokazu smo uporabili dejstvo, da za vsako naravno &tevilo k velja 1 < 2.
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1.3 Kvadratni koren in absolutna vrednost

1. Resi enacbo:

(a) Va2 -3z —7=1—ux,

(b) Va2 -3z —-T=z-1,

(c) VB+x—+b—z=x,
(d) Vi+z+V5—z=/z,
(e) Vz—1++vz+2=3.

Resitev: Ker kvadratni koren ni definiran za negativna Stevila in ker je njegova vrednost
vedno nenegativna, lahko s kvadriranjem enac¢b pridobimo kaksno navidezno reSitev, ki to
v bistvu sploh ni. Zato je pri enacbah, ki vsebujejo korene nujno potreben preizkus.

(a)
Va2 -3z —-7=1-=x /2
22 —3r—7=(1-2)?

3 —T=1—2+ 7~

r=—8

(b)
Vil s 7=rz-1=—(1-2) /|
22 =3z —7=(1-2x)?

Ker dobimo identi¢no enac¢ho kot v pri-
meru (a), je tudi tokrat x = —8.

PREIZKUS:

L=+/(-82-3(-8)-7=v81=9
D=1—(-8)=9

L = D, zato je © = —8 (edina) resitev
dane enachbe.

PREIZKUS:

L=+/(-8)2-3(-8)-7=9
D=-8-1=-9
L # D, zato x = —8 ni reitev dane

enacbe. Ker je bila edina kandidatka za
refitev, to pomeni, da enacba ni regljiva.

(¢) Pri spodnjem kvadriranju na levi strani enakosti uporabimo formulo za kvadriranje

dvoclenika

(a+b)?* = a® + 2ab+ b*.
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Vitz—Vb—z=1v7 /2

\/5—|—x2—2\/5—|—x\/5—m—i—\/5—x2:m
542—2V25—a2+5x==x

10 —2v/25 — 22 =2
2
925 — 22 = 2 — 10 /
2
44/25 — 22 = (z — 10)?

4(25 — %) = * — 20z + 100
100 — 422 = 2% — 202 + 160
522 — 20z =0
br(r—4)=0

r1=0,29 =4

PREIZKUS:

cx1=0L=v540-/5-0=0=+/0=D

Stevilo 1 = 0 je refitev dane enachbe.

cxo=4:L=+5+4—+5—-4=2=+4=D

Stevilo x9 = 4 je reitev dane enacbe.

2
\/5—1—964-\/5—;16:\/5/
2
225 — 22 =z — 10 /
2 2
44/25 — 2?2 = (x — 10)

Ker dobimo identi¢no enacbo kot v primeru (c), dobimo tudi isti resitvi: z; = 0
in xo = 4.Preizkus pokaZe, da nobena izmed predlaganih resitev ni reSitev prvotne

enacbe. Dana enacba torej ni resljiva.
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()

2
\/x—1+\/a:+2:3/
r—1+vVxr+2=9
2
vVer+2=10—=x /
x+2 =100 — 20x + 2>
22— 212 +98 =0
(x=T)(x—14)=0
1’1:7,1‘2:14

Preizkus pokaze, da je resitev enache le 1 = 7.

2. Poisci vsa realna stevila, ki ustrezajo pogoju:

(a) Va2 —x >z +1,
(b) VZ+ Vo +1< V3,

1
(c) vV1+2z > .

Resitev: Ker so resitve neenacb lahko tudi intervali, je pri neenacbah, ki vsebujejo kva-
dratne korene preizkus nemogo¢ (interval namre¢ vsebuje neskonéno mnogo realnih stevil).
Resevanja teh neenacb se je zato treba lotiti previdneje. Pri vsaki neenac¢bi bomo naj-
prej preverili, kje so koreni, ki nastopajo, sploh definirani. To obmodje bomo imenovali

predpogoy.

(a) Vaz—x>x+1

Najprej postavimo predpogoj: 2 —x > 0 < z(x — 1) > 0.

\ /.
0\/1

Predpogoj: = € (—o0,0] U [1,00).

Ker iz neenakosti a < b ne sledi nujno neenakost a? < b (npr. iz neenakosti —2 < 1
sledi (—2)? > 12) lo¢imo dva primera: primer (I) ko sta obe strani nenegativni (v tem
primeru iz 0 < a < b sledi 0 < a? < b?) in primer (II), ko je desna stran neenacbe
negativna (leva stran je za nas primer vedno nenegativna).
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M z+1>0< 2> -1t
Ker sta obe strani neenacbe nenegativni, jo kvadriramo in re§imo linearno nee-
nacbo, ki jo dobimo:

2 — x> (z+1)>

,z/j—a:>,z/2(—|—2x+1

—1> 3z

1
—g >z

Resitev dobljene neenacbe so x € (—oo, —%), ker pa smo na obmocju (I) = €
[—1,00) je resitev na tem obmocju Ry = [—1,—1).

(I) z+1< 0 < -1t
Desna stran neenacbe je sedaj negativna. SpraSujemo se torej po tistih realnih
§tevilih x, za katera bo nenegativen izraz na levi strani strogo veéji od negativnega
izraza na desni strani. To je res za vsa realna Stevila. UpoStevamo Se pogoj za
primer (II) in dobimo Ry = (—o0, —1).

Regitev dane neenacbe je unija dobljenih resitev, vendar v preseku s predpogojem.

Dobimo R = (—o0, —3).

predpogoj predpogoj

VT+Vr+1</3
Najprej pois¢imo realna Stevila z, za katera sta definirana oba korena hkrati. Prvi
koren je definiran za x > 0, drugi pazaxz+1 >0 o0z. z > —1.

Predpogoj: = € [0,00) .

Ker sta leva in desna stran neenache pozitivni, se neenakost pri kvadriranju ohrani.

\/§+\/m<\/§/2

r+2vVrvr+1+z+1<3
Vzvr+1l<1l—2z

Dobili smo novo neenacbo, ki vsebuje kvadratni koren, ki ustreza predpogoju origi-
nalne neenacbe. Vendar tokrat desna stran neenaCbe nima konstantnega predznaka
(leva stran pa je povsod nenegativna). Glede na predznak desne strani spet lo¢imo
dva primera.
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MH1-z>0ex<1:
Obe strani sta nenegativni, zato se
neenakost pri kvadriranju ohrani:

\/E\/:L‘+1<1—m/2
z(z+1) < (1—2x)?

w1 —2 47

3z <1
1
x < g
Celotna resitev lezi v obmodju z €

(—o0, 1], zato je Ry = (—oo, %)

(I 1-z<0e 1<
Sprasujemo se za katera Stevila x
bo leva, nenegativna stran (strogo)
manjsa od desne, negativne. Ta ne-
enacba nima resitev.

Resitev dane neenacbe je unija resitev za primera (I) in (IT), v preseku s predpogojem,

torej R = [0, %)

R;rURyy

predpogoj

(c) VI+2z> -1

Tokrat moramo v predpogoju poleg definiranosti korena poskrbeti Se za definiranost

1

ulomka. Da je definiran koren, mora veljati 1 + 2z > 0 oz. > —5. Ulomek pa

pogojuje, da jex — 1 # 0 oz. x # 1.

Predpogoj: z € (—;,1) U (1,00) = <—;,oo) \{1}.

Glede na to, da je leva stran vedno nenegativna, spet lo¢imo dva primera.

I -4L5>002-1>0c2>1:
Neenacbo kvadrirajmo:

1 2
\/1+2x2—1/
p—

1+2ac>(x_11)2/-(:v—1)2(>0)

(1+2z)(z® =2z +1)>1
=2+ +22% —42? + 24 > |
22% — 322 >0

2222 —3) >0



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus 14

Regitvi enacbe 22(2z — 3) = 3.

Ostaz =0in 2z = Resimo Se neenacbo
2?(2x — 3) > 0. Ker je 22 > 0 pri vsakem realnem x, bo zadnji neenakosti
zadosc¢eno, ko bo 2z —3 > 0 0z. « > % Resitev neenacbe 223 — 322 > 0 je unija
{0} u [%, oo). Dobljena realna stevila ne lezijo v celoti v obmoc&ju x > 1, zato je
Ry = [%, oo)

L <oea<l:

Sprasujemo se, kdaj bo leva, nenegativna stran neenacbe vedja ali enaka desni,

negativni strani. Odgovor je, seveda, vedno. Ce upostevamo Se pogoje za primer
(H), dobimo RU = (—OO7 1).

Resitev neenacbe je unija reSitev Ry in Rjy, v preseku s predpogojem, torej R =
1 3
(=3:1) U [5,0).

) pred\plogoj
AN 0
O 00
i £ 1
L 0 1 3
2 2
3. Resi neenacbo:

(a) |z| <2, () 1=z =1]| <1,

(b) [2 =z >1, (&) 5= -zl <z,

(0) l2* — 4] <2, () 3% <1,

(d) |20 — 22| > 1, (i) |2z + 3| < |4z — 3,

(€) a® — o] — o] < 1, 0) |35 =1

Resitev:
(a) |2| <2
Vrednost izraza |z| = |x — 0] nam pove razdaljo na Stevilski osi, med $teviloma x in

0. Neenacha |z| < 2 tako sprasuje po realnih &tevilih, ki so od 0 oddaljena za manj
kot 2. Ta $tevila so z € (—2,2).

N

1 > 4
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(b)

|2—z|>1
Neenacba spraSuje po realnih Stevilih, ki so od 2 oddaljena vsaj za 1. Ta Stevila so
x € (—o0,1] U3, 00).

|22 — 4] < 2

Na zalost pri tej neenaci nimamo ve¢ lepe geometrijske interpretacije, saj  nastopa
s kvadratom. Neenacbe se lotimo racunsko. Ce zelimo izpustiti absolutno vrednost v
izrazu |z — 4|, moramo poznati predznak izraza x> —4. Za pomo¢ skicirajmo krivuljo
z enatbo y = x2 — 4. Visina to¢ke z absciso x, ki lezi na skicirani krivulji, nam
predstavlja vrednost y = 22 —4. Iz te skice lahko tako od¢itamo, kje je izraz pozitiven
(t.j. pri tistih vrednostih z, kjer je krivulja nad osjo ) in kje negativen (t.j. pri tistih
z, kjer je krivulja pod osjo ). Ker je 22 —4 = (z —2)(z +2), je v ¥12 = £2 vrednost
izraza z2 — 4 enaka 0.

Vidimo, da ima izraz 22 —4 na obmo¢jih z € (—o00, —2) (A) in z € (2, 00) (C) pozitiven
predznak (in tukaj velja |22 —4| = 22 —4), na obmoéju = € (—2,2) (B) pa negativnega
(in tukaj velja |22 — 4] = —(2? — 4)). Refevanja neenacbe se lotimo na posameznih
obmodjih lo¢eno.

(Ain C) z € (—o0, 2] U [2,00):

Izpustimo absolutno vrednost v neenacbi in resimo dobljeno neenacbo.

2 —4<2
2 —6<0
Z dobljeno neena¢bo se spradujemo po abscisah tock na krivulji y = 22 — 6, za

katere krivulja lezi strogo pod osjo . Skicirajmo omenjeno krivuljo in od¢itajmo
reSitev neenacbe.

\__/ .
_\/6 \/ \/6
Resitev neenacbe je x € (—v/6,v/6). Ker se pa nahajamo na obmoéjih A in C,
pa ne pride v postev celotna resitev, kot lahko vidimo v spodnjem diagramu.
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reSitev

-1 0 1
Resitev na obmocjih A in C je Rac = (—v/6, —2] U [2,V6).

(B) z € [-2,2]:
Izpustimo absolutno vrednost v neenachi, jo poenostavimo, skicirajmo kvadratno
parabolo na desni strani dobljene neenacbe in od¢itajmo reSitev neenacbe.

—(2? —4) <2

—2?+4<2 \ / x
0ix2—2 —ﬂ\/ﬂ

Resitev te neenacbe je z € (—o00, —v/2) U (v/2,00). Ker se pa nahajamo na
obmod¢ju B, pa ne pride v postev celotna resitev, kot lahko vidimo v spodnjem
diagramu.

B

[ =3

v resitev
z

vl

[

0 V2
Resitev na obmo&ju B je Rp = [-2, —v/2) U (v/2, 2].
Regitev neenache je unija reditev iz obmo¢ij A, B in C.

R = RacURgp = (—V6,—v2) U (V2,V6)

OPOMBA: V opisanem nacinu smo §tevili 2 in -2 obravnavali dvakrat: v obmocjih A
in C ter v obmo¢ju B. To ni bilo potrebno. Dovolj je, da vsako Stevilo obravnavamo
le enkrat. Prednost nacina, kjer Stevila, ki so na robovih intervalov, obravnavamo
dvakrat, je v tem, da to Stevilo lezi v reSitvi Rac in Rp, ali pa v nobeni od teh
refitev. Morebitna napaka, ki jo naredimo med reSevanjem, se tako hitro pokaze.

|22 — 22| > 1

Skicirajmo krivuljo y = 2z —
konstanten predznak. Iz faktorizirane oblike 2z — x

2 2

in ozna¢imo obmodja na katerih ima izraz 2z — x
2 = 2(2 — z) od¢itamo, da je v
x =0 in x = 2 vrednost izraza enaka 0.

A[BIC

0 2

v

(Ain C) z € (—o0,0] U [2,00):

—(2z -2} >1
22 -2 —-1>0
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Kvadratna parabola y = 22 — 2z — 1 ima nicli v T12 = 24+ V24+4 = 14+/2. Regitev
neenacbe 22 —2x —1 > 0 jex € (—oo, 1-— \/ﬂ U [1 + \/5, oo). Resitev lezi v
celoti v obmo¢jih A in C, zato je Rac = (—oo7 1-— \@] U [1 +/2, oo).

(B) z € [0,2]:

2:1:—:U221
(x—1)><0

Resitev dobljene neenacbe je le stevilo 1, ki lezi v obmod&ju B. Tako je Rp = {1}.

Resitev neenacbe je unija reSitev, pridobljenih na posameznih obmogjih.

R=RacURp = (—oo,l—\/ﬁ]u{l}u[lJr\/i,oo)

(e) |22 — x| —|z| < 1

Skicirajmo krivulji y = «

2z (nicli, z; = 0in 29 = 1, od¢itamo iz faktorizirane oblike

2?2 —x = x(x — 1)) in y = 2, da dolo¢imo obmod¢ja, v katerih imata izraza znotraj
absolutnih vrednosti konstanten predznak.

(A)

r€(—00,0: 22 —r+r<lea?-1<0
Resitev neenacbe 22 — 1 < 0 je x € (—1,1). Regitev ne lezi v celoti v obmo&ju A,
zato je Ry = (—1,0].

1
1
1
1
1

-1 0 1
r€[0,1]: —(22 —x) —z < 1< 22 +1 > 0 Dobljeno neenacho refijo vsa realna
Stevila, zato je resitev na obmodcju B enaka Rp = [0, 1].
relo): 2’ —r—2<1le2?-2r-1<0
Dobljeno neenacho resijo x € (1 — ﬂ, 1+ \/i), vendar resitev ne lezi v celoti na
obmoéju C. Resitev na obmoéju C je Rq = [1,1 4 v/2).
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(f)

(g)

Regitev neenacbe je R = Ry U Rg U Rc = (—1,1+v/2).

1—|z—1]|<1

Najprej bomo odpravili notranjo absolutno vrednost. Skicirajmo krivuljo y =« — 1
in dolo¢imo obmodja, kjer je izraz « — 1 konstantnega predznaka.

A I B .-

- x
y=x—1--7 1
(A) z<1: (B) z > 1:
l+z—1<1 - (z—1) <1
lz] <1 12—z <1
Dobljeno neenac¢bo redijo z € Dobljeno neenatbo resijo x € (1, 3).
(—1,1). Ker vse resitve lezijo v ob- Ker vse resitve lezijo v obmodju B,
modju A, je Ry = (—1,1). je Rg = (1, 3).

Resitev neenacbe je R = Ry URg = (—1,1) U (1,3) = (—1,3) \ {1}.

5—]1—z|| <z

Najprej bomo odpravili notranjo absolutno vrednost. Skicirajmo krivuljo y =1 —
in dolo¢imo obmodja, kjer je izraz 1 — z konstantnega predznaka.

~A]B

~

X

1 \“\y:l—x

5—(1—2) <=
|z +4| <z

Sedaj je potrebno odpraviti Se preostalo absolutno vrednost. Skicirajmo krivuljo
y = x + 4 in poglejmo, kje na obmodju A je izraz x + 4 konstantnega predznaka.

Al ]A%,}—B"

y:x+4»""—4 1
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(Al) z < —4: (A2) -4 <z <1
—(x4+4) <=z r+4<zx
—-2<z 4<0
Ker vse resitve dobljene neenacbe Ker. nikoli ne velja, da je 4 <0, je
lezijo izven obmodja Al, je Ra; tudi Ra2 prazna mnozica.

prazna mnozica.
(B) z > 1:

6 —z| <z : L — x

6—zrz<zx
3<x

Ker vse resitve dobljene neenacbe ne lezijo na obmocju Bl, je Rp; = (3, 6].
(B2) 6 <z

—(6—z) <z
—6<0

Ker je —6 < 0 vedno res, je Rpy = [6,00).

Resitev neenatbe je R = Ra1 U Rao U Rpy U R = (3,00).
(h) 2L <1

r—1
Preden zatnemo z opuséanjem absolutne vrednosti, poskrbimo, da bodo v regitvi le

Stevila, za katera je ulomek na levi strani neenacbe definiran.
Predpogoj: « # 1.

Skicirajmo krivuljo y = x in razdelimo realno os na obmodja, kjer ima izraz = kon-
stanten predznak.

A ]]3‘,
i BELAa x
0

y=x--"
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(A) z<0:
T
— 1
x—1<
2¢ —1
>0
r—1

Pri dobljeni neenachi se sprasujemo, kdaj bo vrednost ulomka na desni strani
neenacbe pozitivna. Imamo dve moznosti:

. Stevec in imenovalec ulomka sta pozitivna: 22 —1>0inz—1>00z. x > %
in x > 1. Tukaj dobimo resitev z > 1.
. Stevec in imenovalec ulomka sta negativna: 2r—1<0inz—1<0o0z. z < %

in x < 1. Tukaj dobimo refitev z < %

1

Resitev neenache je (—oo, 5) U (1,00). Ker pa celotna resitev ne lezi na obmodju

A, je Ry = (—00,0].

*/////////////////// 1
Ry

2200, resitey

7 et 4

7 /.
777777777777777777
ey
ey
7777777772777277777

Y

7
7 7
7 7
A f
7 .
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7

NN AN

Pri dobljeni neenacbi se sprasujemo, kdaj bo vrednost ulomka na levi strani ne-
enacbe negativna. Ker je Stevec pozitiven, mora biti imenovalec negativen, torej
x—1<0o0z z<1. Ker pa celotna resitev ne lezi na obmod&ju B, je Rg = [0,1).

B
refitev [/

o

0 1
Ob upostevanju predpogoja vidimo, da je reSitev neenatbe R = (Ry URp) \ {1} =
(7007 1)

(i) |2z + 3| < |4z — 3|

Skicirajmo krivulji y = 2x + 3 (ta seka x os v x = —%) iny=4x — 3 (ta seka z os v
T = %) ter razdelimo realno os na obmodja, kjer sta izraza 2x+ 3 in 4x — 3 konstantnih
predznakov.
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(1)

.
- =4r -3
_- .- Y =4r
.
- f‘
= = Xz

- " i

- 3-- 3

2 3 - — = =

— -
Yy T+ -T2 4
-

vy
1550055550055000000000000
15500055007 #
200000000 resitev L
(22 +3)< —(4z — 3
= VT
1050000550005550000550057
1500005550005550055550000
T 15500005500055550055550%7

Ker regitev dobljene neenacbe ne lezi v celoti v obmocju A, je Ry = (—oo, —%]
3 3.
B

resitev 2%

ARG

2x 4+ 3 < —(4x — 3)

<0 1
3 0 3
2 1
Ker resitev dobljene neenache ne lezi v celoti v obmodju B, je Rg = [—%, O].

(C) = > %:
C

/7070077777777 777777
0 20202025000000000007

/777 ~ s
o7 resitev, 227

77/

20 +3<4x —3
3<x

bbbttt

V7777777777777 777777
ey
/20 220720720770777777
720

3

3

Resitev dobljene neenacbe lezi v celoti v obmocju C, zato je R¢ = [3, 00).
Resitev neenacbe je R = Ry U Rg U R¢ = (—00,0] U [3, 00).

€T
+4
Preden se lotimo izpuséanja absolutnih vrednosti poskrbimo za to, da bodo v resitvi

le realna Stevila, za katera bo ulomek na levi strani neena¢be definiran.

>1

Predpogoj: = # —4.

Za elegantnejSe reSevanje neenacbe se sedaj znebimo Se ulomka t.j. levo in desno stran
neena¢be pomnoZimo s pozitivnim izrazom |z + 4| in dobimo

|x| > |z +4|.

Skicirajmo krivulji y = z in y = x + 4 ter razdelimo realno os na obmod&ja, kjer sta
izraza x in x + 4 konstantnih predznakov.



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus

22

—(z+4)
4

AVARLYS

—x
0
Dobljena neenakost je vedno resni¢na, zato je Ry = (—o0, —4].

(B) 4<z<0:

B

77
77
A

—rx>x+4 resitey
2>z 7

77 i
77 7277

Ker resitev dobljene neenacbe ne lezi v celoti v obmocju B, je Rp = [—4, —2].
(C) z>0:
z>x+4
0>4

Dobljena neenacba nima resitev, zato je R¢ = ().

Ob upostevanju predpogoja vidimo, da je reSitev neenache

R = (RA U R U Rc) \ {—4} = (—OO7 —4) U (—4, —2].
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1.4 Preslikave

1.

Dolo¢i naravno definicijsko obmodje funkcij, katerih predpisi so:
(a) f(z) = Va? =3 +2?
(b) f(z) =% 4+ In(4 — 2?) —sinz,

(c¢) f(z) = arctg(x — 1) 4 arcsin $21_4,

(@) f(z) = o/ ZHO 41,

Resitev:

(a)

Dana funkcija je definirana natanko tedaj, ko je izraz pod korenom nenegativen, torej
2?2 —3 > 0 (polinom z? je definiran za vsa realna &tevila). Vidimo, da sta nicli
kvadratnega polinoma, ki nastopa na levi strani neenacbe 4+/3. Skicirajmo graf
kvadratne parabole ter odéitajmo resitev neenacbe.

/.
3N 3

Definicijsko obmodje je enako reSitvi neenache, torej

D(f) = (—o0, —V3] U [V3,0).

Dana funkcija je definirana, ko sta definirana tako ulomek (poimenujmo ta primer
problem (I)) kot naravni logaritem (problem (II)). Sinusna funkcija je definirana za
vsa realna Stevila.

(I) Ulomek je definiran, ko je imenovalec nenitelen oz. ko velja x # 1. Zapi§imo
reSitev prvega problema Ry = R\ {1}.

(IT) Naravni logaritem je definiran zgolj za pozitivne logaritmande, torej mora veljati
4 — 2% > 0. Vidimo, da sta ni¢li kvadratnega polinoma, ki nastopa na levi strani
neenacbe +2. Skicirajmo kvadratno parabolo ter od¢itajmo resitve neenacbe.

2/N\2
7N

Resitev drugega problema je ravno resitev dane neenacbe, torej Ry = (—2,2).
Funkcija je definirana, ko sta definirana hrati ulomek in naravni logaritem. Torej je

Dy =(-2,1)U(1,2) =(-2,2)\ {1}.
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(©)

Funkcija f(z) = arctg(z — 1) + arcsin,/ﬁ je definirana, ko so definirani arkus

sinus (I), koren (II) in ulomek (III). Arkus tangens je definiran povsod. ReSevanja
problemov se bomo lotili od lazjega k tezjemu.

(M) 22 —4#0 & z# +2 = Ry =R\ {-2,2}

(IT) ReSujemo racionalno neena¢bo ﬁ > 0, kjer je vrednost $tevca vedno pozitivna.
Torej mora biti vrednost imenovalca tudi pozitivna.

y=a>—4

\ / .
—2\_ 2

Ry = (—o0, —2) U (2, OO)

(I) Funkcija arkus sinus je definirana za argumente iz intervala [—1, 1], kar v naSem
primeru pomeni, da mora veljati —1 < w/% < 1. Vrednost kvadratnega korena je

vedno nenegativna oz. 0 < kar pomeni, da je levi strani dvojne neenakosti

2 —4°
vedno zadoSceno. Preveriti je treba zgolj, za katera realna étevila, x velja 1 <L
V tocki (II) smo pokazali, da za z e (=00, —2)U(2, 00) velja - >0 (oz. = —4 > 0),
zato mora za te x veljati le Se — <1.
1
<1
22 -4~
0<a2?-5

Regitvi kvadratne enacbe 22 — 5 = 0 sta /5, kar pomeni, da je resitev neenacbe
—— < 1, ki je seveda tudi enaka resitvi prvega problema, Ry = (—oo, —V/5)U(v/5, 00).
Definicijsko obmocdje funkcije je presek vseh treh intervalov, torej

Df =RiNERipNR = (—OO, —\/5) U (\/5, OO)

Za funkcijo f(x) = x4/ w + 1 imamo dva problema: ulomek (I) in koren (II).
Dad—z=z2@?’-1)=z@-)@z+1)=0 21=0,12=1123=-1 = R =
R\ {-1,0,1}.

(IT) Neenatbe % > 0 se lahko lotimo na ve¢ nac¢inov. Tukaj si bomo pogledali

224+7z+10

grafi¢ni nagin, t.j. narisali bomo graf funkcije g(z) = %!

reSitev neenacbe.

Nidle: 22 + 72 + 10 = (z + 2)(x + 5) = 0 & 21 = —5, 22 = —2 (obe lihe stopnje)
Poli (izra¢unano v tocki (I)): 1 =0, x2 = 1, 3 = —1 (vsi lihe stopnje)

Asimptota: Ker je polinom v §tevcu nizje stopnje kot polinom v imenovalcu, je asimp-
tota y = 0.

1z izra¢unanih podatkov bi lahko narisali dva razli¢na grafa, zato izrac¢unajmo Se npr.

1(2) = 255 >0,

ter iz njega odditali
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-5 —2

BT x

Resitev neenacbe % > 0 (ki je enaka reitvi drugega problema) je Ry =
[—5,—2]U(—=1,0) U (1, 00).
Funkcija je definirana tam, kjer sta definirana tako ulomek kot kvadratni koren, torej:

Dy = RN Ry = [—5,—2] U (=1,0) U (1, 00).

OPOMBA: Pri graficnem nacinu reSevanja smo hkrati "poskrbeli” tudi za definiranost
ulomka (definicijsko obmodje funkcije g(z) je namrec¢ ravno enako Ry). Problema (II)
bi se lahko lotili tudi ra¢unsko. Vrednost ulomka je nenegativna natanko tedaj, ko
sta taka tudi Stevec in imenovalec, ali pa ko sta Stevec in imenovalec nepozitivna
(vrednosti imenovalcev sta v obeh primerih seveda razli¢ni od nic).

(a) f:
(b) f:

(
(d
(e
(

IV
) [
) [
f) f:

2. Dolo¢i zalogo vrednosti realnih funkcij, katerih predpisi so:

z— 14|z,

|z =14+ 20+ 1| + =,
|z+2]—|z—2]
Pz 7

_1
1+x2>

T —
X —
Tz 24 3sinz,

z—2
T Z31

Resitev:

(a) Zalogo vrednosti bomo v tem primeru najlaze odé¢itali iz grafa funkcije f(z). Funk-
cijska vrednost v nekem xg € D; je namreC enaka visini tocke na grafu funkcije f z
absciso z.
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y = |z

flz) =1+ ||

Vidimo, da so viSine tock, ki jih graf doseze kveCjemu vecje od 1. Torej je zaloga

vrednosti nase funkcije Zy = [1, 00).

Ker je za funkcijo f(z) = |z — 1| + |2z + 1| 4+ = dosti teZje skicirati graf s pomocjo
transformacije grafov, kot smo naredili v prejsnji tocki, se tega primera lotimo malo

drugace. Najprej poi§¢imo kriti¢ni tocki za izraza x — 1 in 2z + 1 ter na primer-

nih intevalih opustimo absolutne vrednosti. Intervale bomo oznadili z (I), (II) in (II),

funkecijski predpis dane funkcije na posameznih intervalih pa bomo poimenovali fa (),

fe(z) in fo(z).

(B) —%<x§1: fBlz)=—(-1)+2x+14+2=2x+2
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C)yl<a: fe(zx)=x—1420+14+z=4x

fo(x)

y = 4x
Zaloga vrednosti dane funkcije je enaka uniji zalog vrednosti na posameznih intervalih:
Zf = ZfA U ZfB U ch = [1,00).

OPOMBA: Graf funkcije f(x) je sestavljen iz grafov funkcij (polinomov) Z¢,, Zg, in
Zf.. Tako funkcijo imenujemo zlepek.
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Njen funkecijski predpis lahko zapiSemo tudi kot:

—2z ; xg—%
fle)=q22+2 ; —t<z<1
4x ;1<

(¢) Pri funkciji f(z) = % postopamo podobno kot v prej§njem primeru (t.j. na
primernih intervalih opustimo absolutni vrednosti, ter za vsako tako zozitev funkcije
zapiSemo zalogo vrednosti). Bistvena razlika pa je v tem, da imamo tokrat opravka
s funkcijo, katere funkcijski predpis ima obliko ulomka in je tako definicijsko obmodje
funkcije Dy = R\ {0}.
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(B) 2<x<2inz#0: fg(z)=1

(©) 2 < fola) =2

8

U

Zy =2 Uz Uy, = (0,1]
OPOMBA: Graf funkcije f.
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(d) Racionalna funkcija f(z) = ﬁ nima ne nicel ne polov. Njena asimptota je x os, graf
funkcije seka y os na visini 1. Naredimo $e manjsi razmislek: ko se x veca od 0 do oo,
se tako obnagata tudi 22 in 22 + 1. Kar pomeni, da imenovalec ulomka H% naragca,

ko narasca = (od 0 naprej), zato vrednosti ulomka ves ¢as padajo. Na podoben nacin
sklepamo na obnaSanje, ko x pada od 0 proti —oo, lahko pa bi za te x uporabili tudi
dejstvo, da je funkcija f soda. Skicirajmo graf funkcije.

(f) Skicirajmo f(z) = £2 in od¢itajmo zalogo vrednosti.

r+1
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Zp =R\ {1}

3. Dolo¢i za naslednje funkcije f : R — R ali so injektivne, surjektivne, bijektivne
(a) fz)=1-2?
(b) f(z)=2?
(¢) f(z) =sinz,
(d) f(2) = =320,
(¢) f(z) = %=
Resitev:
(a) Skicirajmo graf funkcije f(z) =1 — 22
Yy
1
-1 /\ 1 x

Ker ima funkcija dve ni¢li (z = 41) ni injektivna. Ker je njena zaloga vrednosti
(—o0, 1] ni niti surjektivna. Torej ni bijektivna.
OPOMBA: Ce namesto f: R — R vzamemo

fi: (—00,0] = (=00, 1] ali fo: [0,00) = (—00,1]
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s funkcijskima predpisoma fi(z) = fo(z) = 1 — 22, dobimo dve bijektivni zozitvi
dane funkcije. To pomeni, da za ti dve funkciji obstajata inverza. Ker je za sliko y
elementa x velja y = 1 — 2. Prasliko elementa y izracunamo z zvezo x = +/1 —y
(o¢itno imajo y < 1 dve prasliki). Zapigimo oba inverza:

—V1-
v1-—

fl_1 I(—OO, _H - (_0070} fl (‘I)
f{l 2(—00, _1} - [0700)7 (l‘)

Narisimo 8e grafa obeh inverzov.

(b) Graf funkcije f(x) = 3.

Funkcija je injektivna, saj je naras¢ajoca, t.j. iz neenakosti x; < xg sledi f(z1) <
f(x2). Funkcija je tudi surjektivna, saj je Zy = R. Torej je tudi bijektivna.
OPOMBA: Inverza funkcija dane funkcije je f~!: R = R, f~1(z) = ¥x.



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus

33

Y
) = ¥
x
(c¢) Graf funkcije f(x) = sinz.
)
S £
/T\ . ‘ o
} 2 } 2 T

—3% i 3 \/sinx
,,,,,,,,,,,,,, R B

Dana funkcija ni injektivna, saj je periodi¢na. Prav tako ni surjektivna, saj je Zy =

[—1,1]. Torej funkcija ni bijektivna.

OPOMBA: Ce namesto f: R — R vzamemo npr:

fl: _7g7gi| %[71 1]7
f2 : ga 3271-:| — [_171]7
hi =55 21

s funkcijskimi predpisi fi(x) = fo(z) =

predpisom f; ' (x) = arcsin z.

... = sinz, dobimo neskonéno mnogo bijek-
tivnih zozZitev dane funkcije. To pomeni, da za teh neskonéno mnogo funkcij obstajajo
inverzi. Inverz funkcije fi (kot je definirana zgoraj) imenujemo arkus sinus. Inverzi
preostalih funkcij nimajo posebnega imena. Nari§imo graf tega inverza s funkcijskim
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N @

--- ffl (x) = arcsinx

1

(d) Definicijsko obmodje funkcije f(z) = % ni R, saj predpis ni definiran za x =
1. Najprej popravimo besedilo naloge: "Dolo¢i za funkcijo f : R\ {1} — R ali je
injektivna, surjektivna, bijektivna.”

Graf dane funkcije (ni¢li ima v 21 = —3, 29 = 2, pol vz = 1, asimptota je y = z + 2,

y os pa seka pri 6).

Funkcija ni injektivna, saj ima dve nicli. Funkcija je surjektivna, saj je Zy = R.
Funkcija ni bijektivna.
OPOMBA: Bijektivni zozitvi nase funkcije sta:

fi: (—o0,1) = R,
fa: (1,00) = R.
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Izrac¢unajmo prasliko poljubnega elementa y.
2>+ x—6
z—1

yx—1)=2>4+2—-6
2’ +a(l—y)+(y—6)=0

Y=

—y) £/ —y)?
2

y—1%+/y?2—6y+25

2

Inverzni preslikavi sta:

xr—1—+vz2—6x+25

f1_1 R = (—o0,1), fl_l(a;) =

f{lzR—>(1,oo), f{l(az): 5

2
x—1++V22 —6x+25

(e) Ponovno je potrebno popraviti besedilo naloge: "Dolo¢i za funkcijo f: R\ {-3,3} —

R, f(x) = ”;2:3 ali je injektivna, surjektivna, bijektivna’.
Graf dane funkcije (nicli z12 = £2, pola x34 = £3, asimptota y = 1, f(0) =

f(x)

3

\

!
!
|
|
|
|
|
|
777777777 r
|
|
!
!
|
|
|
|

a)-

Funkcija ni injektivna (dve nicli) ne surjektivna (Zy = R\ {1}), torej ni bijektivna.

OPOMBA: Bijektivni zozitvi nase funkcije sta:

fri (=00, 0\ {=3} = R\ {1},

f2:0,00) \ {3} = R\ {1}

Inverzni preslikavi za bijektivni zozitvi sta:

D RA{1} = (—o0, 00\ {3}, fi (@)

=
R\ {1} 0,00\ 8, 5 = 2
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4. Za funkcije iz prejSnje naloge preveri ali so sode ali lihe.

Resitev:

— (=) =1 - 2% = f(2), je funkcija soda.

(a) Ker velja f(—z) =1

(b) Ker velja f(—2) = (—2)3 = —23 = — f(z), je funkcija liha.

(¢) Ker velja f(—xz) = sin(—z) = —sinx = —f(x), je funkcija liha.
(d) Ker je f(—z) = (_35_):07::{_6, ni dana funkcija ne liha ne soda.

. . o (—;17)2—4 o 24 o . ..
(e) Kerje f(—x) = —7—9 = 72— = [(%), je funkcija soda.

5. Izracunaj funkcijske predpise za fog, go f in fo f, ko sta f(z) = 22 + 2 in
g(z) = sinz.

Resitev:

o (fog)(@) = flg(x)) = f(sinz) = sin®z +2
e (go f)(z) =g(f(x)) = g(a® +2) = sin(2® + 2)
o (fof)x)=[f(f(z)=fa®+2)=(2®+2)*+2=2a"+42" 46

6. S pomodjo funkcije arccosz : [—1,1] — [0, 7] izrazi inverz funkcije f(z) = cosz,
kjer je f : [m, 2w — [—1,1]. Izracunaj, koliko je arccos (cos4).

Resitev:

Pri bijektivnih funkcijah f; : [0, 7] — [—1,1] in fo : [m, 27 — [—1,1] s funkcijskima pred-
pisoma fi(x) = fao(xz) = cosz dobimo inverza, katerih grafa sta narisana spodaj (inverz fi
imenujemo arkus kosinus).
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2m |- f5 ' (x)

|
|
|
|
|
|
!
!
:
-—--| T |
!
|
|
!
!
' fi H(x) = arccos x
|
!

{1

1 ZT

Vidimo, da je f, '(2) = 27 — arccos x, torej je arccosz = 2w — f, ' (z). Ker je 4 € [, 2n] =
Dy,, je f5 '(cos4) = 4 in arccos(cos4) = 2w — f, '(cos4) = 2 — 4.
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2 Vektorji

2.1 Osnovni pojmi

_>
1. Dan je pravilni Sestkotnik ABCDEF, v kate_r)em oznacimo /@ =d in B(z =b.
Izrazi naslednje vektorje z vektorjema din b: @, 1@, Bg, ﬁ, B-I>7, Dl_j\.

Resitev:

Il
Sl
_|._
=t

I
1]

y
_l_

%%@%@@
el gli N
sl

Il

\

= ;’
=)

A B

OPOMBA: Zaradi preglednosti so na skici oznaceni le iskani vektorji ﬁ, @ in ﬁ,
preostale iskane vektorje naj si oznadi vsak Student sam.

2. Dan je paralelogram ABCD z diagonalama z@ =7¢ in ﬁ = ? Izrazi z njima
ﬁ in AD.
Resitev: Pri tej nalogi uporabimo dejstvo, da se v poljubnem paralelogramu diagonali
razpolavljata.

D

AB=3(@-7)
AD = %(?Jr?).
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_>
3. Vektorji q = xﬁ, b = zﬁ in @ = ﬁ n@gnjajo kvader ABCDEFGH. lzrazi
z njimi vektorje: ﬁ, ﬁ, B, P"Ij[}, B‘]jl), AM in Zﬁ (M= sredisce pravokotnika
EFGH, N= sredis¢e pravokotnika BCGF).

Resitev:
H G AP =7+,
M AC=T+ b+,
B E AC=T+1,
N F—Ij[:—ﬁ—i-?,
BH=-3+ 0 +72,
D ¢ — 1 1—>
AM:§E>+§b +7,
1 1
A B ﬁ:ﬁ+§7+57.

%
4. V trikotniku ABC, @ = 1@, b = @ je na stranici BC' dana tocka F, ki
razpolavlja BC'. Na stranici AC je tocka F, ki deli AC' v ra_z}merju 1:3. Najbo S

preseci&ce daljic BF in AE. Izrazi fﬁ z vektorjema @ in b .

Resitev: Ker ne poznamo razmerja, v katerem tocka S deli daljico AFE, izrazimo vektor A—g

(I)/ﬁ:Aﬁ:A(ﬁJF;B‘(f) _

na dva nadina.

Ker sta vektorja @ in b linearno neodvisna (t.j- nevzporedna, saj bi v nasprotnem primeru

imeli izrojen trikotnik), se vektor B enoli¢no izraza z njuno linearno kombinacijo. To
pomeni, da sta pri (I) in (/]) istolezna koeficienta pred vektorjema enaka. Dobimo sistem
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%
dveh ena¢b za dve neznanki: 3 = u (koeficienta pred @)in d = ITT“ (koeficienta pred b ).

Ker sta levi strani enakosti enaki, ena¢imo desni strani enakosti in izracunajmo pu.

1—p
S
ou =1

1
H=3

Dobljeni p vstavimo v (I71) in izrazimo vektor A8,

1 1-1— 1 1—
A$=-7 5 =@+ - b

571 5775
OPOMBA 1: Pri iskanju dveh na¢inov izrazanja vektorja je treba paziti, da izberemo dve
neodvisni poti. Poti AS = )\ﬁ in B =+ %%—%MA nista neodvisni, obe "uporabita”

raztezek vektorja E Vsak Student naj se za sebe prepric¢a, da nam predlagani poti ne
data regitve (t.j. da dobljeni sistem dveh enab za dve neznanki nima natanko ene regitve).
OPOMBA 2: Ko dobimo sistem enatb, nas v bistvu ne zanimata obe neznanki (kar bi
potem predstavljalo resitev sistema dveh enac¢h za dve neznanki), dovolj je izra¢unati le
eno.

_)
5. V pravilnem tetraedru ABC'D so dani vektorji @ = E, b = B in @ = zﬁ
Naj bo lﬁ visina tetraedra iz vrha D na ploskev ABC ter 1@ viSina iz vrha A na
ploskev BC'D.

_>
(a) Izrazi vektorja lﬁ in 1@ zd, b in¢.

(b) Pokazi, da se vigini sekata v tocki, ki jo oznacimo z F, ter izrazi vektor E zZ

- .
@, b in .

Resitev:

(a) Upostevajmo dejstvo, da so stranske ploskve pravilnega tetraedra enakostrani¢ni triko-
tniki. NoziCe telesne visine je visinska tocka osnovne ploskve. Visinska to¢ka osnovne
ploskve pa lezi na vigini in jo deli v razmerju 1:2 (kjer lezi vedji del ob oglis¢u, manjsi
del pa ob stranici).
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(b)

D ﬁ:m+§ﬁ:
—%E@f?—?

@:xﬁﬂéﬁz
:%(7+7+?)

Tocke A, P, Q in D lezijo na trikotniku AX D, kar pomeni, da je APQD konveksni
ravninski Stirikotnik, v katerem se diagonali AQ in DP sekata.

Ker ne vemo, v kak8nem razmerju tocka F deli daljici AQ in DP, izrazimo vektor
AF na dva naéina.

Ker so vektorji 7, b in ¢ linearno neodvisni (t.j. nekomplanarni), lahko vektor A
enoli¢no izrazimo z njihovo linearno kombinacijo. Ko enalimo istolezne koeficiente,
A

dobimo sistem treh enaéb za dve neznanki: § = & (koeficienta pred ), 2= &

_>
(koeficienta pred b) in § = 1 — u (koeficienta pred 7). Ker sta prvi dve enathi
enaki, ena¢imo desni strani druge in tretje enacbe ter izracunamo vrednost neznanke

.

1
2_q_
3 u
dp =3

3 1—- 1
_° (I) AE=-G+-b +-2
r=3 = t10 Ty

OPOMBA: Dejstvo, da se daljici AQ in DP sekata lahko pokaZemo tudi ra¢unsko:
dobljen sistem treh enac¢b z dvema neznankama ima v tem primeru natanko eno
reSitev.

Tocke A, B, C, D, FE in F so zaporedna oglis¢a pravilnega Sestkotnika. Tocka M
deli daljico ED v razmerju 2 : 1, tocka N pa je razpolovisée daljice F'E. Naj bo S
totka, v kateri se sekata daljici AM in BN. Oznagimo $e a E in 3) = B?
Izrazi vektor 1@ z vektorjema d in 7
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Resitev:

E M D

A

N (I)E:Am:—gﬁmxﬁ
- - (II)AS = @ + uBN =
=(1—2u)d + Suy
2

A B

Iz linearne neodvisnosti vektorjev @ in b sledi:

A
A 19, i aa= K
3 2

. L . . . -
Iz sistema izra¢unamo \ = % ali p = % in dobimo ﬁ = —%7 + g b.

7. V trikotniku ABC toc¢ka X deli stranico AB v razmerju 1 : 3, tocka Y pa stranico
CA v razmerju 1 : 2. Dilyjici CX in BY se sekata v tocki Z. Izrazi vektor ﬁ z
vektorjema qd = zﬁ in b = 348”

Resitev:
C
Yy A ﬁ - a + )\? =
= 1 23)‘7 FAT
) + . (II)AZ =@ + pBY =

- 2 7
:1—f) =y
( 5) @ T3k

Zaradi linearne neodvisnosti vektorjev din b 1+3)‘ =1-£&

%
)\:galiu:%indobimoﬁ:%ﬁ—i—%b.

— 2 %
velja in A = gp. Izracunamo
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%
8. V pravilni §tiristrani piramidi ABCDFE oznac¢imo qd = B, b = B in @ =
AFE. Naj bo S razpolovii€e roba BE, G razpoloviite SE, M pa sredis¢e kvadrata
ABCD.

%
(a) Izrazi vektorje B?, lﬁ, ﬁ in Mﬁ z vektorji @, b in €.

(b) Oznac¢imo z R presecisée visSine M E s premico skozi D in G. Izrazi vektor

m z vektorji 7, ? in @.

(c) Dolo¢i koordinate tocke R, ¢e so koordinate tock A(1,-2,2), B(3,0,2),
D(—1,0,2) in E(1,0,-3).

Resitev:

(a) Pravilna $tiristrana piramida ima za osnovno ploskev kvadrat ABCD, tocka F pa lezi
nad sredis¢em kvadrata M.

BCG-3BE=_3a432

4 4 4
DG = -0 +d+BC =
1, = 3
1
AC=7+Bl= 7+ 57
1 1
m:—§7—57+7

(I)Jﬁ:mﬁ:—% —%?Jﬁ\?

1 1 -2 1 3
(H)m:—27+2?+,uﬁézu47%—(2—,&)74-4#?

Iz linearne neodvisnosti vektorjev 7, bin ¢ sledijo enache

Aopu—2 X 1 3
—— T —_— —_——_— = —- — n = —
2~ 4 2 2 M H
—
Izra¢unamo p = % ali A = %, iz Cesar sledi M?Z = —1—307 — 1% b + %?
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(¢) Izrazimo komponente krajevnega vektorja 7R, saj so komponente krajevnega vektorja
koordinate tocke R.

1
ﬁ%:ﬁ+m+ﬁ:ﬁ+§(7+?)—iﬁ—iﬁ+g =

1 11— 3
:?Q+57+5b +g?

. 9 . - .
Izrac¢unajmo Se komponente vektorjev 7, b in C.

T =AB=Tp—Ta=(30,2) —(1,-2,2) = (2,2,0)
T = AD = (~2,2,0)
< = AE = (0,2, -5)

Vstavimo dobljene rezultate v zgornji nastavek in dobimo

1 1 3
7;3 =(1,-2,2)+ 5(2,2,0) + 3(—2,2,0) + 5(0,2, —5)=(1,0,-1) .

%
9. V trapezu ABCD velja ﬁ = 2D?. Oznacimo /ﬁ =4 in E = b. Tocka M
deli daljico BC' v razmerju 2:1, to¢ka N pa razpolavlja stranico CD. Daljici AM
in BN se sekata v tocki, ki jo oznaéimo s S. Izrazi vektor AS z vektorjema d in

7.
Resitev:
D N C (I)ﬁ:Am:%E)Jr%?
Y (I)AS =@ + uBN =
S = <1 — 3”) a +u§>
4
A B

. . . . . . o . y
Iz linearne neodvisnosti vektorjev @ in b sledita enacbi —2 =1 — 34 ip % = u. lzracu-

3 T4
. . ? -
namo)\zgahu:%, iz Cesar sledi A :%E}—i—%b.



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus 45

%
10. V prostoru so dani vektorji @ = (1,0,2), b = (-2,-3,1), 7 = (0,0,3) in 7 =
(5,6,1).

%
(a) Izrazi 7 kot linearno kombinacijo vektorjev @, b in ¢.
(b) Ali tvorijo @, % in @ baso prostora?

_>
(c)* Zapisi koordinate vektorja 7 glede na bazo @, b in ¢.

Resitev:

— .
(a) IsCemo taka realna Stevila o, 5 in 7, da bo veljalo 7 =ad+pb +~7¢. Ce zapisemo
komponente vseh vektorjev dobimo sistem treh enach za tri neznanke:

d=a@+80 ++7
(5767 1) - 04(170’ 2) + B(_za _37 1) + 7(07073) - (Oé - 267 —3ﬁ,204 + B + 37)

prva komponenta: 5 = a — 23 = a=5+4+2=5+2-(-2)=1
druga komponenta: 6 = =35 = = -2
tretja komponenta: 1 =2a+ 5+ 3

l1-20-8) =

=7=3

1
—(1-242
S(1-2+2)=

ﬁ
Dobljene refitve vstavimo v nastavek 7 =ad +8b +~7¢ in dobimo 7 o
2 + 17,

(b) Ti trije vektorji bodo baza prostora natanko tedaj, ko bodo hnearno neodvisni. To

bo pa res natanko tedaj, ko bo njihova linearna kombinacija « a+p b + 7? nicelni
vektor le v primeru, ko bo veljalo a = =~ = 0.

T =ad@+80b +47
(07070) = 04(170’ 2) + /8(_27 _37 1) + 7(07073) = (CM - 257 _3ﬁ72a + 5 + 37)

=0=a—-28 = a=28=2-0=0
=0=-30= =0

=0=2a+8+37 =y=-(-2a—8)=-(-2-0+2-0)=0

1
3

oo\»—k

Pokazali smo, da so dani Vektorji res baza prostora.

(0 d =(1,-2,1) (vbazi @, b in 7).
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11. Podane so tocke A(—1,1,2), B(1,—2,1) in C(3,0,—1). Dolo¢i D tako, da bo
ABCD paralelogram.

Resitev: V paralelogramu sta nasprotni stranici vzporedni in enako dolgi. To pomeni, da

sta npr. vektorja AD in BC enaka. Enako velja za preostali par stranic (oz. vektorjev).

D

/ ¢ BC = (2,2,-2)

T = Ta+AD = Ty + BC =

@ / = (1,3,0)
/

A B

Koordinate toc¢ke D so (1,3,0).

12. Ogliééa_t)rikotnika imajo koordinate A(2,0,1), B(1,—2,3) in C(0,4,2). Izracunaj
vektor t, (orientiran je tako, da kaze od oglis¢a A proti stranici BC').

Vv

C

%
13. llan je pravilni Sestkotnik ABCDEF'. Pois¢i koordinate oglis¢ v bazi i = zﬁ,
j = AD z izhodi¢no tocko A.

Resitev:
E D
A(0,0), D(0,1),
F ¢ B(1,0), B(-1,1),
1 1
C (1, 2) , P <_1, 2)
A B
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14. Naj bosta = _z> = 7 + ? in ? = 2_i> + 37 = ? Izracunaj:
(a) 4@ — 20,
(b) @5,
(o) [4@ —23.

Resitev: Vseh racunov se bomo_) Ioﬂi na dva nadcina: pri prvem nac¢inu ra¢unamo z linear-

nimi kombinacijami vektorjev ¢, j in k, pri drugem pa uporabimo zapis obeh vektorjev
(in ra¢unanje) po komponentah.

1. nacin:

— e e

(a) 47 —2b :4<z' -7+ k)—2 27 +37 — k):

e — - =

=4i —4j +4k —4i —675 +2k =-105 + 6k

(b) Priizratunu skalarnega produkta bomo uporabili dejstvo, da je skalarni produkt dveh

- = == =
pravokotnih vektorjev enak ni¢ in zato ¢ - j = ¢ - k = j - k = 0. Uporabili bomo
Se:

- = =
i-7 =7 =1
- 2
i-i=|il"=1
- ==
K-k =|kK’=1

ﬁ
(¢) Ker za poljuben vektor 7 velja 7 - 7 = ]?|2, bomo dolzino vektorja 4@ — 2b
izracunali s pomodjo skalarnega produkta vektorja samega s seboj.

(47 - 2?)-(47 . 27) - (—107> n 6?)-(—107 + 6?) -
— 107(~107) — 1076 K )+
Y 6E(—107) + 6k{(6K) =
— 10077 — 120K + 36 K-k = 100 + 36 = 136
Tako je |47 — 27 | = /136 = 2/31.
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- = =
i—j+k =

_>
11, nacin: Najprej zapiSemo vektorja dinbv komponentah: q= + (1,—-1,1)

- ey
in 0 =27 +37 — K =(2,3-1).

=4(1,-1,1) — 2(2,3,—1) = (4, —4,4) + (—4,—6,2) =
= (4—4,-4—6,4+2) = (0,—10,6)

M) @b =(1,-1,1)-(2,3,-1)=1-24(-1)-3+1-(-1) = -2

(c) |4 — 2| = (0,-10,6)| = 2|(0, =5, 3)| = 2/02 + (—5)2 + 32 = 2/34.

_>
15. Vzemimo podatke iz naloge @ Naj bosta ‘E)‘ =2 in | b ‘ = 1. Pokazite, da sta

v_e>ktorja Kﬁ in §5 pravokotna natanko tedaj, ko sta pravokotna vektorja d in
b7

Resitev: Nenicelna vektorja sta pravokotna Egtanko tedaj, ko je njun skalarni produkt
enak 0. Oznacimo kot med vektorjema @ in b z ®.

AN . BD - <i7+?>.(—7+7)=—i7.7+i7-?—?-7+7-?:
:_im.m_zﬁ. b+ |7 17\:_;.4_3\7|.¢?\mw+1:
:—;Zcoscp:—gcosgp

Vidimo, da je ﬁ . ﬁ = 0 natanko tedaj, ko je cosp = 0, to pa je natanko tedaj, ko je
=73

16. Doloci kot, ki ga oklepata vektorja (1+2\/§7 0, 1_2*/§> in (1,0,1).

1+v3 0 1_2\/§> in

Resitev: Da se bomo lazje izrazali, poimenujmo dana vektorja: a = ( 5
- — —
b = (1,0,1). Iz definicije skalarnega produkta vektorjev @ - b = |@|-| b |cos¢p (kjer je

¢ kot med obema vektorjema) izrazimo

—
COS 71)
=" o
[l 10
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+ 1=
2 2

P B 1_‘/§>-(1,0,1)—1+‘/§ 1,

VB _ 1B+ 1+43
2

2 2
2 = <1+J§) +<1—\/§> _ 142343, 1-2/3+3 8
- - e

@ 2 2 4 1= 2%
7| = V2,

B)P=12+12=2,

%= 2

jecosnpzﬁz%inzatogpz%.

%
17. Izracunaj skalagi produkt (3@ —20)(5d — 67), kjer je kot med @ in T enak
I |@|=1in|b|=2

Resitev: Uporabimo distributivnostni zakon, komutativnost skalarnega mnoZenja ter ena-
kosti

75 -2505-@+2:6-b-0 =

+12-4=15-28-1+48 = 35.

@im

—15-1— 287 -

— -
18. Podana sta vektorja @ = (6,—3,2) in b = (2,—2,—2). Razstavi vektor b =
od + E}, kjer je wLd. [zra¢unaj .

Resitev:
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)

—
a

V vektorski enacbi ? = a'd + O se "skrivajo” tri enacbe za Stiri neznanke (o in vse tri
komponente vektorja W) Ker velja ¥ L d, je W-d = 0. Levo in desno stran dane
entbe zato (skalarno) pomnozimo z @, da izniimo vektor @ in dobimo linearno enacbo
iz katere izracunamo «.

%
b =ad + 4 /7
%
b-d=ad -d+W-d
%
b-d=ad -d /:7-7
_>
b-d
o =
a-d

Opozorimo na dejstvo, da smo v predzadnji vrstici delili s §tevilom a4, deljenje z vektorji
namre¢ ni definirano. V zadnji vrstici torej ne smemo kraj$ati ulomka (saj bi to pomenilo,
da smo $tevec in imenovalec delili z vektorjem ?) Ker velja

?~7:(2,—2,—2)-(6,—3,2):12+6—4:14,

d-d =(6,-3,2)-(6,-3,2) =62 + (—3)% + 2% = 49,

%
jea=1=2in W=1b—ad=(2-2-2) —2(6,-3,2) = (2,-8,-3)
19. V tristrani piramidi ABC'D so dani vektorji ﬁ (2,1,0), 1@ -1,3,0)
AD = (0,—1,2). Naj bo M MD vigina iz D na ploskev ABC'. IzracunaJ koordlnate
vektorja M

_>
Resitev: Poimenujmo vektorje A‘B> = 7, ﬁ = b in ﬁ = 7. Podobno kot v prejsnjem
primeru bomo tudi tukaj uporabili dejstvo, da je vektor, ki lezi na vigini M D, pravokoten
na vektoja din b.
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4

M5=a7+3?+?/7uwﬁﬂn)

c — e T —

IYMD-d =ao'd- d+Bb-d+7-d

Mf)?:a? T80 b+ b

M
A B

Ce Eorablmo enakosti MZ3 =0, Mﬁz> =0, ad = 5, E)? = ?E) =1, a7 = -1,

%
b-b =101in b 7= —3, se enacbi prepiseta v

(I)0=5a+p8—1
(I1)0 = a + 1083 — 3.

%
Resitev sistema sta a = % in 8= % Tako je MD = %7 + % b +7¢ =(0,0,2).

— — —
20. Poenostavi izraz (2@ + b ) x (¢ —d)+ (3b +27) x (d + b).

Resitev: Za poenostavitev uporabimo distributivnostni zakon, antikomutativnost vektor-
. . . " — . —
skega mnozenja vektorjev ter enakosti « xd=0in bxb =

A]

b

(2@ + D)X(T — @)+ (3D +270)x(
— _UXT 428 xd = bx(2d —

+b)=

S/L

%
V zadnji vrstici smo na levo stran izpostavili vektor b . Poudarimo le Se, da je bilo izpo-
stavljanje mozno, ker je b v obeh ¢lenih nastopal kot levi faktor vektorskega produkta.

21. Vzemimo podatke iz naloge [9] Izrazi ploscini danega trapeza in AABD z vektor-

jema, @ in b . Koliksno je razmerje med obema plos¢inama?

Resrcev Dan trapez je sestavljen iz treh skladnih trikotnikov, ki jih napenjata vektorja 5 17

in b , plos¢ina vsakega trikotnika pa je polovica dolzine vektorskega produkta vektorjev
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o l\')\v—l DO o
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I
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22. Izrac¢unaj plos¢ino paralelograma, katerega diagonali sta vektorja ¢ =2m — 7 in

7 =4 — 57, 7] = [R] =1, L7, W) = %.

Resitev:

Tl
!

Plos¢ina paralelograma je enaka dolzini vektorskega produkta vektorjev, ki napenjata pa-
ralelogram:

L] T -

1) _<4m_5n>)x(m_ﬁ+4m_5ﬁ\:

:i)(—2m+4ﬁ)x(6m—6n (_Zf‘ i+ 27 ) (7 - ) | =
_3] mxmmxnmﬁxm_znxn\_g)_nxmznxm\

= 3|7xm‘ = 3‘%‘ . ‘m} - sin .
Uporabimo podatke, ki so podani v besedilu naloge, da izra¢unamo ploscino:

pl=3-1-1-sin 3\[
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23. Izracunaj plogc¢ino AABC in dolzino visine BD, ¢e je A(1,—2,8), B(0,0,4) in
C(6,2,0).

Resitev:

AC

A e B

Plos¢ina AABC' je enaka polovici ploséine paralelograma, ki ga napenjata vektorja 1@ =

(—=1,2,—4) in AC' = (5,4,—8), le-ta pa je enaka dolzini vektorskega produkta obeh vek-
torjev. Izracunajmo ga:

T 7%
ABXAC = |-1 2 —4] = (0,-28, —14) = —14(0,2, 1).
5 4 -8

Dolzina vektorskega produkta je

[ABXAC| = |-14(0,2,1)| = 14](0,2,1)| = 14VA 1 = 145

in plogéina trikotnika ABC je 7v/5.
Visino trikotnika bomo izra¢unali s pomocjo plos¢ine paralelograma. Vemo, da je ploS¢ina
paralelograma enaka dolzini vektorskega produkta, torej 14y/5. Plog¢ino paralelograma, pa

lahko izracunamo tudi s pomocjo formule pl ;.10 = |AC|-|BD|, kar pomeni, da lahko zdaj
izrazimo dolzino visine trikotnika |BD]:

L. 4 v
pp| < Plowatel _ V5 V5 A _ eV 2
|AC| 25 + 16 + 64 V105 A2 2033

24. Za 7_:} (1,2,1), T = (1,—1,2) in @ = (2,1,-1) pokazi, da @ x (7 X ) #
(& x b)x <.
Resitev:
e - = =
N i g k N i j k
bxd =1 -1 2|=(-1,5,3), Ax(bxd)=11 2 1|=(1,-4,7),
2 1 -1 -1 5 3
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—

- = =2
k N i g k
1l=06,-1,-3), (dxb)x?=|5 -1 —3/=(4,-1,7).
2 2 1 -1
b

—

%
Ocitno res velja @ x(bx¢) # (dx b )x ¢ (vektorski produkt ni asociativna operacija).

25. Ali lezijo totke A(—3,—7,-5), B(0,—1,—-2) in C(2,3,0) na isti premici?

Resitev: Ce tocke lezijo na isti premici, je plos¢ina trikotnika, ki ga dolocajo, enaka 0.
Plos¢ina AABC je enaka polovici dolzine vektorskega produkta vektorjev AB = (3,6,3) =
3(1,2,1) in AC = (5,10,5) = 5(1,2,1). Ker sta vektorja (o¢itno) vzporedna, je njun
vektorski produkt enak 0. Dane tocke torej leZijo na isti premici.

26. Dokazi, da totke A(2,—1,-2), B(1,2,1), C(2,3,0) in D(5,0,—6) lezijo na isti

ravnini.

Resitev: Ce siti tocke lezijo na isti ravnini, je prostornina paralelepipeda, ki ga nape-
njajo vektorji E, AC' in AD, enaka 0. Prostornina omenjenega paralelepipeda je enaka
absolutni vrednosti meSanega produkta vektorjev 1@ = (-1,3,3), AC = (0,4,2) in
AD = (3,1, -4).

—1

33 4 2 2 0 0 4
[AB,AC,AD|=|0 4 2 :—1’ ‘ 3‘ ’+3’ ’:18+18—36:0
5 1 4 1 —4 4 3 31

Dane tocke res lezijo na ravnini.

27. IzraCunaj visino na ploskev ABC'D paralelepipeda, ki ga dolo¢ajo tocke A(—1,2, 3),
B(0,-1,2), D(2,1,2) in E(—2,—1,4).

Resitev:

ED/ v /FC
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Prostornino danega paralelepipeda znamo izra¢unati na (vsaj) dva nacina:

V= ’[Eﬂﬁ?ﬁ”a

V:plABCD"U:‘EXE"’U,

kjer je v iskana viSina. Ker znamo izracunati ostale parametre, lahko izrazimo v =
[AB,AD,AE)|

|[ABxAD|

[AB, AD, AE] = 12
AB x AD = 2(1,-1,4)
1AB x AD| = 6v2

e = 12 —
ToreJJev—ﬁﬁ—\/i.

%
28.* Izrac¢unaj volumen tetraedra, napetega na vektorje a = (1,2a,1), b = (_2>,a,oz)
in ¢ = (3a, 2, —a) kot funkcijo parametra «. Dolo¢i a tako, da bodo @, bind
linearno odvisni.

20 1
_>
Resitev: [d,b,¢]=|2 a a|=2Ba—a+2)
3¢ 2 —«
Volumen tetraedra Vp je enak 1/6 volumna paralelepipeda Vp, torej
1 1 — 1
Vi = Vp = gl[ﬁ, b,7C)| = §|3043 —a+2|.

— —
Vektorji @, b in @ so linerno odvisni natanko tedaj, ko je [E), b, ?] = 0. Nicle polinoma
3a® — o + 2 bomo poiskali s pomoéjo Hornerjevega algoritma.

-1 3 =3 2 0

Zapigemo lahko faktorizirano obliko polinoma 303 —a +2 = (z+ 1)(3a? — 3a + 2). Ker je
diskriminanta kvadratnega polinoma D = 9—4-3-2 negativna, je —1 edina ni¢la polinoma
30 — o + 2 in tako edina vrednost «, za katero so dani vektorji linerno odvisni.
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2.2 Analiti¢na geometrija

1. V prostoru R? so dane tocke A(0,2,—2), B(3,—1,4), P(0,2,2), Q(1,1,0) in
R(—1,3,—4).

(a) Poisé enacbo premice p skozi tocki A in B in jo zapidi v vseh treh oblikah.

(b) Zapisi Se enacbo premice ¢ skozi R in @ ter ugotovi ali je vzporedna premici
.

(c¢) Ali katera od toc¢k P, @ in R leZi na premici p oziroma na daljici AB?

Resitev:

(a) Premica je dolo¢ena s smernim vektorjem in neko to¢ko na njej. Za smerni vektor
?; lahko izberemo npr. kar vektor ﬁ = (3,-3,6), za tocko pa izberemo npr. tocko
A(0,2,—2). Na enacbo premice lahko gledamo kot na test, ki pove, ali je tocka s
koordinatami (z,y,z) na premici p ali ne. Pri vektorski in parametri¢ni enacbi se
pojavi Se pomoZni parameter npr. A, ki nam pove za kolikSen raztezek smernega
vektorja ?p se moramo premakniti od tocke A, da pridemo do toc¢ke (x,y,z) na
premici. ZapiSimo sedaj vse tri oblike enac¢be premice.

Vektorska oblika: 7 = (0,2, —2) + A(3,-3,6), A € R

Parametri¢na oblika: z = 3\
y= 2 =3A,XER
z=—-2 46\
Kanonska oblika: £ = £=2 = =2

OPOMBA: Ker bi za smerni vektor lahko izbrali katerikoli vektor, ki je vzporeden
vektorju ﬁ, za, tocko pa tudi npr. tocko B, je ocitno, da enacha premice ni enoli¢no
dolocena.

(b) Izberimo smerni vektor s, = Cﬁ = (—2,2,—4) in tocko Q(1,1,0) ter sestavimo npr.
vektorsko obliko enac¢be premice q.

q: (x,y,2)=(1,1,0) + pu(—-2,2,-4), p € R

Premici p in ¢ sta vzporedni, ¢e sta vzporedna njuna smerna vektorja. Iz zapisov
S, = (3,-3,6) = 3(1,-1,2) in §, = (~2,2,-4) = —2(1,-1,2), vidimo, da sta
smerna vektorja vzporedna. Torej sta vzporedni tudi premici p in q.

(¢) Sedaj uporabimo npr. kanonsko enafbo premice p, da testiramo koordinate tocke
P(0,2,2).
0 2—-2 242 2
3 -3 6 3
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Tocka P torej ne lezi na premici p. Vsak Student naj tocko P testira Se s preostalimi
oblikami enacb.
Testiranje toc¢ke ) izvedemo npr. z vektorsko obliko enacbe premice p.

(1,1,0) = (0,2, —2) + A(3,—3,6) = (3X,2 — 3, =2 + 6))

Enacdimo istolezne komponente vektorjev na skrajni levi in skrajni desni strani ena-
kosti. Iz prve komponente dobimo \ = % Ta A ustreza tudi enakosti, ki jo dobimo
na drugi in na tretji komponenti. Toc¢ka () lezi na premici p. Ker smo dobili A = %,
nam to pove, da pridemo do toc¢ke @ tako, da se najprej premaknemo iz izhodis¢a do
tocke A(0,2,—1) in se potem za % vektorja AB = (3,—3,6) premaknemo po premici
p. To seveda pomeni, da se tocka @ nahaja na daljici AB (vemo celo, da daljico AB
deli v razmerju 1:2).

Ker smo v tocki (b) ugotovili, da sta premici p in ¢ vzporedni, sedaj pa Se, da imata
skupno tocko @, nam to pove, da sta premici enaki. To pomeni, da tudi tocka R
lezi na premici p. Ugotoviti je treba le Se, ali lezi na daljici AB ali ne. Ce ponovimo
postopek, ki smo ga uporabili pri tocki @), dobimo A = —%, kar pomeni, da se od

1

totke A po premici pomikamo za 3 v nasprotni smeri vektorja E Tocka R ne lezi

na daljici AB.

B

2.

Zapisi enacbo ravnine ¥, na kateri lezi tocka A(—1,3,—2) in
(a) je vzporedna ravnini II: z = 0,
(b) je vzporedna ravnini II: 2z —y + 42z =1,

(c) vsebuje premicop:x—1=y+2=3—z.

Resitev:

(a)
(b)

Iskana ravnina je ravnina, ki vsebuje vse tocke, katerih zadnja koordinata je enaka
—2. Njena enacba je z = —2.

Vzporedni ravnini imata vzporedne normalne vektorje. Normalni vektor ravnine II :
2z —y+4z = 1 je npr. ng = (2,—1,4), kar pomeni, da je enacba iskane ravnine
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oblike 2x — y 4+ 4z = d. Ker lezi tocka A(—1,3,—2) na iskani ravnini, morajo njene
koordinate ustrezati enacbi ravnine. Tako dobimo

in enacba iskane ravnine je 2x —y + 4z = —13.

(¢) Iz enacbe premice p: x — 1 = y + 2 = 3 — z od¢itamo koordinate tocke na premici
To(1,—2,3) in komponente smernega vektorja premice § = (1,1, —1).
Narisimo skico.

Tp G T

o

Ker je normalni vektor pravokoten na vsak vektor v ravnini, je pravokoten na smerni

vektor premice p in na vektor ATy. Ker je tudi vektorski produkt vektorjev $ in
xﬁo =(1,-2,3) — (—1,3,—-2) = (2,-5,5) pravokoten na oba vektorja, je vektorski
produkt T x A o normalni vektor ravnine.

G
FxATy=|1 1 -1|=(0,-7,-7) = -7(0,1,1)
2 5 5

Izberimo 7 = (0,1,1). Ena¢ba ravnine je zdaj delno dolo¢ena: 0-z+1-y+1-2=d
oz. y+ z = d. Upostevajmo Se dejstvo, da iskana ravnina vsebuje tocko A(—1, 3, —2)
in dobimo d = 1. Enac¢ba iskane ravnine je y + z = 1.

3. Zapisi presek danih ravnin.

z 42y 43z = 13
3r 4y +4z = 14

Regitev: Poimenujmo ravnini I1; : +2y+3z = 13 (znf = (1,2,3)) inIly : 3z+y+4z = 14
(z m5 = (3,1,4)) in iskano premico p ter naridimo skico.
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1. nacdin: Smerni vektor iskane premice mora biti pravokoten na n{ in na 1.

- = 7
i 7 k

TT{XTL_%: 1 2 3 :(5757_5):5(171a_1)
3 1 4

Izberimo & = (1,1,—1). Pois¢imo e kaksno toc¢ko na premici p, t.j. tocko, ki lezi hkrati
na ravnini II; in na ravnini IIy. Ce izberemo npr. tocko, katere prva koordinata je x = 0,
dobimo sistem dveh enacb za dve neznanki: (iz enacbe za II;) 2y + 3z = 13 in (iz enacbe
za Ils) y + 42 = 14. Ko resimo dobljeni sistem enacb, dobimo y = 2 in z = 3. Tocka
na premici ima torej koordinate Tp(0,2,3). Zapisimo sedaj enacbo premice p: = = A,
y=2+Xz=3-X A AeR

II. nac¢in: Na iskani premici lezijo tocke (x,y, 2), ki ustrezajo pogojema = +2y+3z = 13 in
3xr + y + 4z = 14, torej so resitev sistema dveh enach za tri neznanke. ReSimo ta sistem.

r+2y+3z =13
3z+y+4z =14/ (-2)

r+2y+32z =13

—6xr — 2y — 8z = —28
—5z — b5z =-15/:(-2)
z+z =3

Ocitno obstaja neskontno mnogo parov x in z, ki ustrezajo pogoju =+ z = 3. Ce izberemo
npr. z =X € R, dobimo x = 3 — \. Dobljena x in z vstavimo npr. v enac¢bo ravnine II; in
dobimo y = 5— . Dobili smo ravno enacho premice p, torej p: . =3—A\, y=5—-X\, z =\,
AeR.

OPOMBA: Vsak §tudent naj se prepric¢a, da smo pri obeh naginih reSevanja dobili enacbi
iste premice.

4. Izracunaj kot med ravninama.

I : —2x +6y —-10z = 10
II,: 3z -9y 4152 = 32
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Resitev: Kot med ravninama je enak kotu med njunima normalnima vektorjema. Nor-
malna vektorja danih ravnin sta 7] = (—2,6,—10) = —2(1,—3,5) in 25 = (3,—9,15) =
3(1,-3,5). Vidimo, da sta vektoja vzporedna, torej sta tudi ravnini vzporedni. Kot med

njima je 0.
5. Katera izmed premic p; : 3 =y = ZEQ in po : “”T_l = 4 = —z — 1 seka premico
q: %‘2 = 93;3 = 1—27 Doloci kot med premico ¢ in tisto premico, ki jo le-ta seka.

Resitev: Zapisimo parametri¢no obliko ena¢be premice za p; (od¢itamo koordinate tocke
T1(0,0,2) in komponente smernega vektorja s = (3,1,2)), p2 (T2(1,0,-1), 3 = (2,2, —1))
in ¢ (T,(2,3,1), 5 = (2,3,—1)).

pL: T = 3\ pei = 1+42v q:xr=242u
Yy = A pAeR Yy = 2v yveER y=3+3uppeR
z =242\ z=—-1—-v z=1—p

V parametri¢nih oblikah ena¢b izberemo razli¢na parametra, saj se Zelimo po premicah
premikati neodvisno. Da ugotovimo, ali se dve premici sekata, moramo resiti sistem Se-
stih enacb za pet neznank. Najprej se znebimo spremenljivk =, y in z tako, da enaimo
nastavke, ki smo jih zapisali v parametri¢ni obliki premic, za te neznanke. Za¢nimo s pre-
micama p; in q.

T: 3N =242u
Y A =3+3u
z: 242\ =1—pu

Ce nastavek iz prve enacbe A = 3+ 3u vstavimo v prvo enacbo, dobimo p = —1. Vrednost
vstavimo nazaj v drugo enacbo, da dobimo 8¢ A = 0. Hitro preverimo, da vrednosti
ustrezata pogoju tretje enacbe. Koordinate presecis€a dobimo tako, da vstavimo npr.
dobljen A v ena¢bo premice p: 7(0,0,2).

Kot med premicama je enak kotu med njunima smernima vektorjema, kadar je le-ta oster
in suplementarnemu kotu kota med premicama, kadar je le-ta top. E]

2V spodnjem primeru je kot med smernima vektorjema ?pl in ?q top, zato je kot med premicama p in ¢q enak
kotu med vektorjema ?pQ in ?q.
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Poimenujmo kot med smernima vektorjema .

COS = = — —
TR sl VATl rd-VATo41 Jidyid 2

us

Kot med vektorjema je enak ¢ = % in prav to je tudi kot med premicama.

3

Poglejmo Se ali se sekata premici ps in q.

rz: 142 =242u
Y 2v =3+3u
z: —1l—v =1—p

Ce nastavek iz druge enacbe 2v = 3+ 3u vstavimo v prvo enacho, dobimo 443y = 242,
oz. 4 = —2. Potem je 2v = -3 oz. v = —%. Oba rezultata vstavimo v tretjo enaco, kjer
dobimo —1 — % = 1—(—2), kar pa je protislovje. Premici se torej ne sekata.

6.

Premica p in ravnina II sta podani z enacbami
p:rx+y=0,z+y=0, H:z+y+2=10.
(a) Izrac¢unaj kot med premico p in ravnino II.

(b) Poisci presecisée med premico p in ravnino II.

(¢) Zapisi enacbo pravokotne projekcije premice p na ravnino II.

Resitev:

(a)

(b)

Kot med premico p in ravnino II je enak ¢ = § — «, kjer je a kot med premico p in
nosilko normalnega vektorja 7 ravnine II. Premica p je podana kot presecisée ravnin
t+y=0inz+y = 0. Ce enachi preoblikujemo v £ = —y in 2 = —y ter izberemo
y = A € R, dobimo parametri¢no obliko enac¢be premice.

=-A

= A,MER
= -\

p:

[SE S

Iz enacbe premice in ravnine od¢itamo s = (—1,1,—1) in 7 = (1,1,1) ter izracu-

namo cosa = —%. Ker imajo negativen kosinus topi koti, bomo za kot a vzeli kot,

za katerega je cosa = %, t.j. a = arccos % Kot med ravnino in premico je tako

¢ = 5 — arccos % ~ 19, 5°.

V presediscu premice p in ravnine II lezi tocka T'(x,y, z), ki ustreza pogojem enacbe
premice in enacbe ravnine. Ker lezi na premici p, so njene koordinate T'(—\, A, —\).
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Ker lezi e na ravnini II, velja —A+ A — A =10 oz. A = —10. Tocka T" ima koordinate
7(10,-10,10).

(c) Pravokotna projekcija p’ premice p na ravnino I vsebuje tocko presecisca T'(10, —10, 10).
Pois¢imo $e kako tocko, ki lezi na pravokotni projekciji. To tocko bomo dobili tako,
da bomo projicirali neko tocko A iz premice p na ravnino II. Iz tocke A se moramo
premakniti pravokotno, t.j. v smeri normalnega vektorja ravnine II. Tak premik po-
teka po premici, imenujmo jo ¢, ki poteka skozi tocko A in je pravokotna na ravnino
IT (t.j. njen smerni vektor je vzporeden normalnemu vektorju ravnine IT).

q

Izberimo koordinate toc¢ke A(0,0,0) (ko izberemo A = 0 v enacbi premice p). Zdaj
lahko zapiSemo ena¢bo premice q.

ISTINSI.
I
RS

peR

vy

Koordinate tocke A’ dobimo tako, da izracunamo presecis¢e premice ¢ in ravnine II.

10 10 10 10
=10 p=" e A= — —
ptptp p= <3,373)

—
Premica p’ poteka skozi to¢ko T' v smeri vektorja AT = ? (1,—2,1) (za smerni vektor

izberemo &, = (1,-2,1)).

p:r= 104+«
y=—-10—-2apa e R
z= 10+«

7. Doloti razdaljo totk T1(1,2,8) in T5(3,—1,1) od premice %71 = —y = 2.

Resitev: Hitro vidimo, da tocka T} ne lezi na premici, tocka 75 pa lezi. To pomeni, da je
razdalja premice od toc¢ke T» enaka (. Razdaljo tocke 77 od premice p bomo izracunali na
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dva nacina.
1. nacin: Poimenujmo premico p in zapiSimo njeno parametri¢no obliko.

p:rax=1+2X\
y= —X pAER
z = A

Iz enacbe premice lahko odGitamo smerni vektor s, = (2,—1,1). Razdaljo lahko izracu-
namo npr. s pomodjo "pomozne” ravnine. To je ravnina Y, ki poteka skozi tocko T7 in seka
premico p pod pravim kotom. To pomeni, da lahko za njen normalni vektor izberemo kar
smerni vektor premice p: My = ?; = (2,—-1,1). Ker poznamo njen normalni vektor in

toCko skozi katero poteka, lahko zapiSemo enacho ravnine 3 .

20 —y+z=d
TheYy =2-1-2+8=d
d=238

Y:2x—y+2=28

Pravokotna projekcija 77 toc¢ke T} na ravnino je preseciice ravnine 3 s premico p .

T 201420 — (A +A=8 = A=1= T/(3,—1,1)

Razdalja tocke 17 od premice p je enaka oddaljenosti tocke 77 od tocke 17

d(Ty,p) = d(Tl,Tll) = \/(3 —1)24+(-1-2)2+(1-8)2= V62

1. nacin: Plosc¢ina paralelograma P, ki ga napenjata vektorja E;, in 771 (kjer je tocka
T(1,0,0) tocka na premici p, njene koordinate od¢itamo iz enacbe premice) je enaka plp =

% < 7T
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Po drugi strani, pa lahko isto plos¢ino izracunamo po formuli plp = \?p| - a, kjer je pa
vigina a ravno razdalja tocke 77 od premice p. Tako je

% x TT1| = [F]-a
oziroma
} xT—ﬂ
|Sp|

Ker je TT) = (0,2,8), (E; x T_T{‘ = 12(=5,-8,2)] = 2V/03 in [5,| = V/6, je

2VE
=5 — Ve

OPOMBA: Pri prvem nadinu refevanja sicer izraCunamo marsikateri nepotreben podatek
(enac¢ba pomozne ravnine, koordinate prese¢isca,...), je pa prvi nadin reSevanja vzorcen
primer kako izrac¢unati koordinate pravokotne projekcije tocke T' na premico p.

8. Poiici toc¢ko na ravnini IT : 3z —y+2z = 8, ki je najbljizja to¢ki T'(1, 1, 1). Koliksna
je razdalja tocke T od ravnine I1? Poigéi tocki T zrcalno tocko T” ¢ez II.

Resitev: Najblizja tocka tocki T' na ravnini II je pravokotna projekcija tocke 1" na ravnino
II. Le-to izra¢unamo podobno kot v nalogi [6]

IM:3c—y+2:=8= 7= (3-1,2)
(pomozna premica) ¢ : x =1+ 3\
y=1—2A
z=1+42)\

2

(tocki T najblizja tocka) 7" =TI Nqg:3(1+3X\) — (1= A) +2(1+2)) =8 = A= e
13 5 11
(22 2
(7’7’ 7)

Razdalja tocke T' od ravnine II je enaka razdalji med tockama T in T".

d(T,T1) = d(T,T") = ‘W

6 24 2 2
= _, ==, — = — —12 = — ]_4
(3-23)| =216 -11=2v

Ko i8¢emo koordinate tocke T” v bistvu i8¢emo koponente njenega krajevnega vektorja. Na
skici je iskani vektor oznacen z rdeCo, znana krajevna vektorja pa sta oznacena z oranzno
barvo.
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N

p———

Na skici je z zeleno barvo obarvan vektor TT". Izrazimo krajevno vektor tocke T7.

e 6 24 19 3 15
)= T = (1, 1,1)+2 (2, -2 2 )= (2,22
rr T+ (a 5 )+ <77 777 7377 7

9. Preverite, da sta premica p in ravnina II vzporedni ter izracunajte razdaljo med
njima.
p: (x7y7 Z) = (1>07 1) + )\(1? _17 1)7 A€ Rv
II:y+2=3.

Resitev: Premica in ravnina sta vzporedni, kadar je smerni vektor premice pravokoten na
normalni vektor ravnine. Smerni vektor nage premice je & = (1,—1,1), normalni vektor
ravnine je W= (0,1,1). Njun skalarni produkt je enak 0, kar pomeni, da sta pravokotna
in ravnina II je vzporedna premici p.

Za razdaljo med premico in ravnino na premici izberimo tocko, npr. (1,0,1) in izraGunamo
razdaljo med to tocko in ravnino. Le-ta je v/2.

10. Napisi enacbo premice, ki gre skozi tocko A(3,—2,—4), je vzporedna ravnini 3z —

—3z="7i ico T=2 — _ytd _ 2—1
2y — 3z = 7 in seka premico 5= = —¥45- = 5=

Resitev: Poimenujmo iskano premico q. Za njeno enacbo potrebujemo komponentne smer-
nega vektorja ter koordinate neke tocke, skozi katero naj premica poteka. Le-ta tocka je
lahko kar podana tocka A.

Podano ravnino poimenujmo II, podano premico pa p. Ker mora biti premica g vzpore-
dna ravnini II, lezi na ravnini X, ki je vzporedna ravnini I (torej je njen normalni vektor
Ty = (3,—2,—3)) ter poteka skozi tocko A.

X:3x—-2y—3z2=d
Ae¥X=3-3-2-(-2)-3-(-4)=d=d=25
=X:3x—2y—32=25
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Iskana premica ¢ lezi na ravnini Y in hkrati seka premico p. To pomeni, da premica ¢

vsebuje preseciice premice p ter ravnine ¥. ZapiS§imo parametriéno enacbo premice p ter
izracunajmo preseciS¢e T' premice p z ravnino X.

p:rx=243A\
y=—4—2\
z=142A\
T=pNX:3(24+3\) —2(—4—-2\)—3(1+2)\) =25 = A=2
= T(8,-8,5)

Smerni vektor iskane premice ¢ je vzporeden vektorju ﬁ = (5,—6,9). Enacba premice ¢
je
T =(3,-2,—4) + A(5,—6,9), A € R.
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3 Matrike

1. Podane so matrike:

(a) Kateri izmed produktov AB, BA, CD, DC, AC, CA, AX, XA, BX, XB so
definirani? Za produkte, ki so definirani dolo¢i dimenzije.

b) Izratunaj matrike AB, CD, DC, T =2C + BA, TX in BT X.
( ) J ) ) ) )

Resitev: MnoZenje dveh matrik je definirano tako, da za element i-te vrstice j-tega stolpca
produkta vzamemo i-to vrstico leve matrike in j-to vrstico desne matrike in izbrani vrstici
skalarno pomnozimo, kot da bi §lo za vektorja. Tak skalarni produkt je definiran le, Ce
sta vektorja enake dolZine, t.j. le ¢e imata enako Stevilo komponent. Ce pogledamo nazaj
na matriki, ki jih mnozimo, to pomeni, da mora imeti leva matrika enako stevilo stolpcev
kot ima desna matrika vrstic. To se zgodi v primerih AB (rezultat je 3 x 3 matrika), BA
(2 x 2 matrika), CD (2 x 2 matrika), DC (2 x 2 matrika), AC (3 x 2 matrika), AX (3 x 1
matrika). Za izra¢un produkta C'A bi morali skalarno pomnoziti vrstico matrike C, ki ima
dve komponenti ter stolpec matrike A s tremi komponentami. Ker se §tevilo komponent
ne ujema, ju ne moremo pomnoziti. Podobno velja za XA, BX in XB.

Prvega primera mnoZenja se lotimo pocasneje. Za element prve vrstice prvega stolpca
matrike AB vzamemo prvo vrstico matrike A in jo skalarno pomnoZimo s prvim stolpcem
matrike B. Podobno nadaljujemo pri preostalih elementih matrike AB.

23] o (2:043-1) (2:143-0) (2-2+3-1)
AB= 1 1| -] o {|= 0+1 140 441 =
2 1] L 1 2 5
3 2 7]
=11 3
1 2 5]

Preostali rezultati so brez dodatne razlage zapisani spodaj.

2
5 2 3 6] . [7 7 N I
en= [ Yoo [} o[y Jorx-af] morx- !
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0 a b 0 1 0
2. NajbostaA=|0 0 ¢c|inB=| -1 0 0
0 0O 0 0 1

Izracunaj AAT, A% in B*.

Resitev: V tem primeru bomo spoznali nekaj posebnih matrik. Samo mnoZzenje poteka
brez posebnosti.

a?+b® be 0
AAT = be 2 0
0 0 0

OPOMBA: Dobljeno matriko imenujemo simetriéna matrika (vrednost v i-ti vrstici j-tem
stolpcu je enaka vrednosti v j-ti vrstici ¢-tem stolpcu.

0 0
A3=10 0|l=0
0 0

o o O

OPOMBA: Matriko A, ki jo lahko "uni¢imo” s potenciranjem, imenujemo nilpotent. To
je nekaj povsem novega, nekaj, ¢esar nismo vajeni iz realnih 8tevil. Pri realnih Stevilih
namreé velja, da je vsaka potenca neniCelnega Stevila tudi sama nenicelna.

100
B*=|010|=L=1I
00 1

OPOMBA: Enotsko matrike I3 véasih poimenujemo kar I. Njene dimenzije (t.j. Stevilo
vrstic in stolpcev) so razvidne iz konteksta. Matriko B, katere potenca je enotska matrika,
imenujemo idempotent. Spet se sreCamo z lastnostjo, ki je ne poznamo pri realnih étevilihﬂ
Potenca realnega Stevila bo enaka 1 natanko tedaj, kadar je samo realno §tevilo enako +1
(torej je stevilo po absolutni vrednosti enako 1), ali kadar je njegov eksponent enak 0.

3. Doloci skalarje «, 8 in vy tako, da bo A = B, ¢e sta

1 0 0 1 a+pB 0
A=la-1 1 0 in B=[0 1 0
1 B+2 v+8 a 1 1

Resitev: Matriki sta enaki natanko tedaj, ko sta enaki po dimenzijah in ko imata enake
istolezne elemente. Tako matrika A kot matrika B sta dimenzije 3 x 3. Poskrbeti moramo
le 8e za to, da bo vseh 9 istoleznih elementov enakih.

1=1,0=a+30=0,a—1=0,1=1,0=0,1=a, 3+2=1,v+8=1

3Tukaj moramo razumeti, da sta tako 1 kot matrika I nevtralna elementa za mnoZenje: prva za mnoZenje z
realnimi Stevili, druga za mnoZenje z matrikami primerne dimenzije.
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Prva, tretja, peta in Sesta enacba so trivialne. Iz Cetrte in sedme enacbhe sledi ; da je a = 1.
Ce ta nastavek vstavimo v drugo enac¢bo, dobimo, da je 8 = —1, kar pa nam pove tudi
osma enacba. Preostane nam le $e deveta enacba, ki pa pove, da je v = 2.

4. Resi sisteme.
z + 2y = 4
2c — y = 7
(2) T 4+ 4y = 2
5r + 3y = 1
r 4+ 2y = 4
(b) 3r + y = -3
or + 3dy = 1
x — 3y — z =0
(c) 20 + y — 3z = 0
dr — by — 6z = 0
r + y + 3z =0
(d) x + by + 3z = 0
2z + 8y + 6z = 0
2t + y + 2z = 2,
(e) x - = 37
y + 3z = —4.
r + 2y + z + w = 0
(F)* 3r + 6y — 2z + w = 0
r 4+ 2y — 4z — w = 0
2v 4+ 4y — 3z =0
r1 — 2x9 + 3x3 — 4dxy = 4
()* 1 + 3x9 — 3y = 1
& To — x3 + x4 = -3
— Txo + 33 + x4 = -3
Resitev:
(a) Sistemu
x + 2y = —4
20t — y = 7
T 4+ 4y = 2
5 + 3y = 1
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pripada razSirjena matrika

1 2|4
2 1| 7
7T 4] 2
5 3 1

7 Gaussovo eliminacijsko metodo poig¢emo zgornje trikotno matriko, ki je ekvivalentna
nasi matriki.

1 2 | -4 (=2) 1(=7) 7(=5) 1 2 —4
2 —1| 7 3+ 0 -5 |15
7 4] 2 4 ~ o —10] 30
5 3|1 0 -7 21

vy

Zaenkrat smo dosegli, da je "o¢ig¢en” zgolj prvi stolpec (v prvem stolpcu je le prvi
element stolpca nenicelen). Postopek nadaljujemo tako, da dobimo "stopnicke” katerih
vigina je najve¢ eno vrstica, globina pa je lahko poljubna.

1 2 |4 1 2| -4 1 2] -4

0 =5 [ 15| | :(-hH) 0 1|-3 (-1) 7(-1) 0 1|-3

0 —10| 30| |:(-10) 0 1|-3 J+ 0 0|0

0 —7 21 |:(=7) 0 1|-3 + 0 0] 0
Dobljena matrika pripada sistemu enacb x + 2y = —4 in y = —3, ki je ekvivalenten

prvotnemu sistemu t.p. sistema imata isto mnozico reSitev. Resitev novega, prepro-
stejSega sistema, je par

| |2

b=

OPOMBA: Geometrijsko lahko reSevanje danega sistema interpretiramo kot iskanje
presecisca premic z enacbami x 4+ 2y = —4, 20 —y =7, Tx +4y =2 in bx + 3y = 1.
Te premice se sekajo v tocki T'(2, —3).

(b) Za vse nadaljne primere kar takoj zapigimo razsirjeno matriko ter se lotimo Gaussove
eliminacijske metode.

1 2| 4 (=3) 4(=5) 1 2 4
3 1|-3 J+ ~ [0 =5 ] =15| | :(=H) ~
5 3| 1 + 0 —-7|-19

1 2 4 1 2|4
~ 10 1 3 7~ [0 1]3
0 —-7|-19 J+ 0 0|2

Tudi sedaj smo dobili zgornjetrikotno matriko, ki ustreza prvotnemu sistemu enacbh
ekvivalenten sistem enacb. Ta sistem je enak: x4+ 2y =4, y = 3 in 0 = 2. Ker zadnja
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enacba nima smisla, dani sistem ni resljiv.
OPOMBA: Geometrijsko gledano se premice x +2y =4, 3x+y =-3inbx+3y =1
ne sekajo v skupni tocki.

(¢) Tudi pri sistemu treh enacb za tri neznanke je postopek podoben. Ker je pred nami
t.i. homogeni sistem enachb (vse desne strani so enake 0), pa vemo ze na zaCetku,
da bo sistem zagotovo imel vsaj eno reSitev. Vsak Student naj razmisli katera je ta

resitevi]
1 -3 —-11]0 1 -3 —-110
2 1 =-3]0 ~ 10 7 =110
4 -5 —610 0O 0 -—-1]0

Dobljena matrika pripada sistemu x — 3y — 2z =0, 7y — 2z = 0 in —z = 0. ReSitev
zadnje enacbe je z = 0, Ce ta nastavek vstavimo v drugo enacho, dobimo y = 0, ¢e pa

x 0
obe delni resitvi vstavimo Se v prvo enacbo, pa dobimo x = 0. Torej je |y| = |0
z 0

edina resitev danega sistema enach.

OPOMBA: Geometrijsko gledano z izvornim sistemom enacb i§¢emo presecigce ravnin
z enacbami x — 3y — 2 =0, 20 +y — 32 = 0 in 4o — by — 6z = 0. Vse tri ravnine
potekajo skozi izhodigCe koordinatnega sistema, torej imajo skupno vsaj izhodis¢no
tocko. Izkaze se, da je v tem primeru to tudi edina skupna tocka.

(d) Tudi naslednji sistem enacb je homogeni sistem, vendar se bo izkazalo, da t.i. trivialna

x 0
reSitev |y | = |0| ni edina resitev sistema.
z 0

11 3]0 11 3]0
15 3{0f ~ (01 0]0
2 8 6|0 0 0 0]0

Dobljena matrika pripada sistemu x +y + 3z = 0 in y = 0 (Zadnja enacba 0 = 0 je
zmeraj resni¢na in ne vpliva na mnoZico resitev). Dejansko imamo sistem dveh enacb
za tri neznanke, kar se ne zdi dovolj. Ce vstavimo y = 0 v prvo enacbo, dobimo

r+32=0 OZE] x = —3z. Za dve neznanki (x in y) smo dobili pogoja, za z pa
nimamo nobenega pogoja. To pomeni, da je z prosta oz. z = a € R. Tako je
x = —3a. Trojica (ali bolje re¢eno: neskonéno mnogo trojic), ki resi nas sistem enacb
x —3a -3
jelyl =1 0 | =a]| 0], kjer jeax € R.
z « 1

T 0
“Trojica |y| = |0| je zagotovo resitev danega sistema.
z 0
5Lahko bi zapisali tudi z = —3%. V tem primeru, bi zapis reSitve izgledal drugace. Seveda pa gre za isto
mnoZico reitev, le da le-ta nima enoli¢nega zapisa.
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Dogovor: Vec¢parametri¢no refitev sistema enacb bomo pisali v obliki x = a+ ab +
Bec+...4+wr, kjer so a, B, ..., w elementi mnozice R. 1z take oblike zlahka vidimo,
koliko parametrov ima dobljena reSitev.

OPOMBA: Geometrijsko gledano z izvornim sistemom enacb iS¢emo presecigce ravnin
z enachbami r+y+ 32 =0, x + 5y + 32 = 0 in 2z 4 8y 4+ 6z = 0. Ravnine se sekajo v
premici, ki poteka skozi izhodi$¢e koordinatnega sistema, s smernim vektorjem T =

(—3,0,1).

Naslednji sistem je nehomogeni sistem. Ker je prvi element prve vrstice 2, prvi element
druge vrstice pa 1, bi nam seveda ustrezalo, da bi bil vrstni red vrstic ravno obraten.
Zamenjava vrstnega reda vrstic v matriki ustreza zamenjavi vrstnega reda enacb v
pripadajodem sistemu enacb. Zamenjava vrstnega reda vrstic ne vpliva na mnozico
refitev.

21 1 2 j] 10 -1} 3 10 —-1] 3
10 -1 3 ~ 12 1 1 2 ~10 1 3 |4
01 3|4 01 —4 00 010

Ker dobljena reducirana matrika predstavlja sistem dveh enacb za tri neznanke, Ze
iz tega podatka vidimo, da ima sistem neskonfno mmnogo resitev. Ker "manjka” ena
enc¢ba, to pomeni, da bo ena izmed neznank prosta. ReSitev bo torej enoparametri¢na.

rT—z=3=>r=3+=%
y+3z=-4=y=-4-3z2

Dolo¢imo z = a (a € R) in dobimo x = 3+ « in y = —4 — 3a. Trojica, ki resi dani
x 3+ 3 1

sistem enach, je |y| = |—4 —3a| = |—4| +a |=3], kjer je « € R.
z o} 0 1

OMBA: Geometrijsko gledano smo za presek ravnin 2z +y+2 =2, x — 2z = 3
in y + 32 = —4 dobili premico, ki poteka skozi to¢ko T'(3,—4,0) v smeri smernega
vektorja § = (1,—3,1).

(f)* Pred sabo imamo sistem $tirih enab za $tiri neznanke. Z vsako enacbo bi si lahko

predstavljali mnozico to¢k v prostoru R?*, ki ustreza dolo¢enem pogoju. Vabljeni
ste, da uporabite svojo domigljijo in si poskusate predstavljati, kako izgleda taka
mnozica tock (nasvet: neznanka w naj predstavlja parameter ¢asa). Pri zadnjih dveh
primerih bomo izpustili geometrijsko interpretacijo, saj za samo refevanje naloge le-ta
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ni potrebna.

12 1 1
36 —2 1
12 —4 —1 -
24 -3 0
12 1 110 12 1 110
00 =5 —-2|0 (=1) (-1 00 =5 =210
~ 1o 0 -5 —2]0| s “1loo 0 00
00 -5 —-2|0 + 00 0 010
Sistem dveh enacb za §tiri neznanke, ki ga dobimo, se glasi x + 2y + 2z +w = 0 in
—5z—2w = 0. Ce iz druge enacbe izrazimo w = —%z in vstavimo ta pogoj v prvo
enacbo, dobimo x + 2y + z - z =00z x4+ 2y — z = (. Iz dobljene enacbe lahko
izrazimo npr. x = —2y + z Dve neznanki (z in w) torej izrazimo z preostalima
dvema (y in z). Ker imamo zgolj dve enachi za Stiri neznanke, ostaneta dve neznanki
prosti in lahko dolo¢imo npr. y = «in z = B ter izrazimo z = —2a+%5 ter w = —%B_
x —2a + %B -2 %
éetverica, ki refi dan sistem enacb, je Il = e =« L + B 0 ,
z I3 0 1
w —g 0 —%

kjer sta o, 5 € R.

(g)* Tokrat imajo neznanke neka druga imena, kar pa seveda ne vpliva na nacin reSevanja

sistema enacbh.

1 -2 3 —4] 4 (—1) 1 -2 3 4
1 3 0 -3|1 ;]+ 0 5 -3 1 |- i]
0 1 -1 1 |-3 0 1 f1 1| -
0 -7 3 1 |-3 0 -7 3 1 —3
1 -2 3 —4] 4
0 1 -1 1 |-3 (=5) ~(7)
“lo 5 -3 1 |-3 ;]+ ~
o -7 3 1 | -3 +
1 —2 3 —4]| 4
0 1 -1 1| -3
0 0 2 —4| 12| ]:2
0 0 —4 8 |—24| |:(—4)
(1 —2 3 —4] 4 1 —2 3 —4] 4
0 1 -1 1 |-3 0 1 -1 1 |-3
0 0 1 -2/ 6 (-1) 0 0 1 -2|6
0 0 1 -2/ 6 ;]+ 0 0 0 00
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Ker smo dobili sistem treh enacb za Stiri neznanke, bo resitev enoparametri¢na.
1‘1*2$2+3$3*4l‘4:4
To —x3+ x4 = —3
T3 — 204 =06 = x3 =06+ 214
Ce vstavimo nastavek x3 = 6 + 224 v drugo enac¢bo, dobimo
To = —3+6+2(E4—$4:3+$4.
Ce dobljeni regitvi vstavimo Se v prvo enacbo, pa dobimo

21 =4+234z4) — 3(6 + 2x4) + dzy = —2.

I -8 0
~ . .. .. o . T2 3 1
Cetverica, ki resi dani sistem enacb, je = =16 +a N eR.
3
T4 0 1

5. Obravnavaj in resi sistem naslednjih enacb v odvisnosti od parametra a.
r + y - z = 1
2t + 3y + az = -1
r + ay + 3z = 13
Resitev:
11 -1|1 (—-2) 1 1 — 1
2 3 a|—-1 J+ 0 1 a+2 -3 (=(a=1)) ~
1 a 3 |13 0 a—1 12 J+
11 -1 1
~ 10 1 a—+2 -3
0 0 —(a+3)(a—2)|3(a+3)

Elemente zadnje vrstce pora¢unamo tako:
1-(=(a=1)4+a—-1=0
(a+2)(—(a—1)+4=—-a*—a+2+4=—(a’+a—6)=—(a+3)(a—2)
-3 (—(a—1)+12=3a—-3+12=3(a+3)

e Cev zadnjo, reducirano, matriko vstavimo a = —3, dobimo:
11 —-1] 1
01 —1]-3
00 010
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Vidimo, da pri ¢ = 3 "uni¢imo” celotno spodnjo vrstico matrike. To pomeni, da

nam ostaneta zgolj dve enalbi za tri neznanke. Sistem ima torej neskonéno mnogo
x

reSitev. Le-te so odvisne od enega parametra. Ko poratunamo, dobimo npr. [y| =

z
4 0

=3 +a 1], kjer je ax € R.

0 1

Tudi z izbiro a = 2 dobimo v reducirani matriki nekaj ve¢ ni€elnih vrednosti:

S O =
O =
I
|
w

Zadnja vrstica matrike pripada enacbi 0 = 15, kar pa nima smisla. Pri a = 2 tore]j
sistem nima reSitev.

Za izbiro a # —3,2 imamo pri reducirani matriki lepo, zgornjetrikotno obliko. Pripa-
dajodi sistem enacb ima torej tri enacbe (za tri neznanke), zato ima sistem natanko
eno refitev. Izra¢unajmo jo. Pri vseh rac¢unih upo$tevamo, da a # —3,2 (in zato
smemo deliti z (a + 3) in (a — 2)).

r+y—z=1
y+(a+2)z=-3
3
—(a—|—3)(a—2)z:3(a+3)/ (@ +3)(a-2) > 2= ——

Ko vstavimo dobljen nastavek za z v drugo enacbo, dobimo y = alfQ in, ¢e oba

dobljena rezultata vstavimo $e v prvo enatbo, dobimo $e x = %%127 Trojica, ki resi
T 17—a

sistem enach pri a # —3,2 je torej |y| = ﬁ —12
z 3

6.

Obravnavaj sistem enacb glede na parameter a.

r + ay + 2z = a
ax + y + z =1
r — Yy + az = 2
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Resitev:
1 a 1la (—a) (=1) 1 a 1 a
a 1 1]1 3+ ~ [0 1—a® 1-a|l-a? SN
1 -1 a2 + 0 —1—a a—1| 2—a
[1 a 1 a
~ |0 —(1+4a) a—1|2—a (1—a) ~
0 1—a)(l+a) 1—a|l-—a? J+
[1 a 1 a
~ 0 —(14a) a-1 2—a
10 0 a(l—a) |3(1—a)
e Cev zadnjo, reducirano, matriko vstavimo a = —1, dobimo:
1 -1 1 |-1 1 -1 1 |-1
0 0 -2 3 - ~ [0 0O =2 3
0 0 —-2|6 J+ 0 0 0] 3

Vidimo, da sistem ni resljiv.

e Ce v zadnjo, reducirano, matriko vstavimo a = 0, dobimo:

1 0 110
0 -1 —-1)2
0 0 0|3

Tudi ta sistem nima resitve.

e Ce v zadnjo, reducirano, matriko vstavimo a = 1, dobimo:

1 1 1|1
0 -2 01
0 0 010
Ta sistem ima neskoncno mnogo reSitev. ReSitev je odvisna od enega parametra. Ko
x % -1
pora¢unamo, dobimo npr. |y| = —% +a| 0], kjer jea € R.
z 0 1

e Ce izberemo a # +1,0 je reducirana matrika zgornjetrikotne oblike. Pripadajoci
sistem enac¢b ima tri enacbe (za tri neznanke) in le-ta ima natanko eno resitev. Trojica,
ki redi sistem enacb pri a # £1,0 je torej

__ 3
X 2&(1—}—(1) 1 ) -3
y|l=|2ef3 | = ——— [a®*+a—3
2 W el a) | g 1)

a
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7. Izracunaj inverz dane matrike.

1 0 2 1 2 -3
(a)A= |2 -1 3 b)A=]1 -2 1
4 1 8 5 —2 -3

Regitev: Inverz matrike izra¢unamo po "receptu” [A|I] ~ [I|A™], kjer je I enotska matrika
primerne dimenzije in razgirjeno matriko [I|A~!] dobimo s pomodjo Gaussove eliminacijske
metode. Tokrat bomo po tem, ko uni¢imo vse nenicelne vrednosti pod diagonalo, poskrbeli

Se za nenicelne vrednosti nad diagonalo.

1 0 2|1 0 0 (=2) (-4) 1 0 2 1 00
2 -1 3]0 1 0 J+ ~10 -1 -1|{-2 1 0 2 ~
4 1 8|0 0 1| +«—+ 0 1 0 |—-4 01
1 0 2 1 0 0] 1 0 2 1 0 0 +
~l0 1 0|—-4 01 1H~J]01 0 |—-4 01 ] ~
0 -1 -1]-2 1 0] J+ 00 —1]-6 11 (2)
10 0 |—-11 2 2 10 0]—-11 2 2
~101 0| -4 01 ~ |01 0] -4 0 1
00 -1 -6 1 1] | (-1 001, 6 -1 -1
Inverz dane matrike je
-1 2 2
Al=|-4 0 1
6 -1 -1
(b)
1 2 =3|1 00 (=1) 7(-5)
1 -2 110 10 J+ ~
5 —2 =3|0 0 1 +
1 2 =31 00 1 2 =31 0 0
~10 -4 4 |-1 10 (-3 ~|0 -4 4 |-1 1 0
0 —12 12 |-5 0 1 J+ 0 0 0]-2 -3 1

Ker smo v zadnji vrstici levo od vertikalne ¢rte dobili same nicéle, ne moremo izvesti
Gaussove eliminacije tako, da dobimo levo od vertikalne ¢rte enotsko matriko I. To
pomeni, da dana matrika A nima inverza. Rec¢emo tudi, da matrika ni obrnljiva.
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-2
8. Za matriki iz prejsnje naloge resi enatbo Ax = b, kjer je b= | 2
2

Resitev: Treba je resiti sistem enac¢h Az = b, kjer je pri primeru (a) znana inverzna matrika
AL Ze iz te informacije lahko sklepamo na dejstvo, da je sistem enacb za matriko A iz
primera (a) enoli¢no resljiv t.j. ima eno samo resitev. To resitev dobimo tako, da obe
strani enacbe Az = b iz leve strani pomnozimo z A~! in dobimo A~'Ax = A~'b. Ker je
A7'A = Iin Iz = x, dobimo = = A~'b. Vsak Student naj razmisliﬁ kaj bi se zgodilo,
e obe strani enacbe iz desne strani pomnozimo z A~!. Izra¢unajmo refitev za matriko iz
primera (a).

11 2 2 -2 30
r=A"=|-4 0 1 121 =110
6 -1 —1 2 —-16

Za primer (b) pa je znano dejstvo, da inverz ne obstaja. 1z tega lahko sklepamo le na to,
da ne obstaja enoli¢na reSitev danega sistema. Preostaneta nam dve moznosti: sistem ima
neskon¢no mnogo resitev, ali pa sistem ni regljiv. Odgovor pois¢imo s pomocjo Gaussove
eliminacijske metode. Opazimo, da izvajamo iste korake kot v prejsnji nalogi.

1 2 -3|-2 (-1) 1(-5) 1 2 =3|-2
1 -2 1 2 J+ ~ [0 —4 4 4 (=3) ~
5 —2 =3| 2 + 0 —12 12 | 12 J+

1 2 -3|-2
~ 10 —4 4 | 4
0 0 0] O

Vidimo, da je sistem resljiv, torej ima sistem neskon¢éno mnogo resitev. Ker smo v redu-
cirani matriki dobili matriko sistema dveh enacb za tri neznanke, vidimo, da ima sistem
enoparametri¢no resitev.

42y —3z2=-2
—Ay+4dz=4=>y=2-1

Ko izrazimo Se z = z in dolo¢imo z = a € R, dobimo resitev

1 0
r=a|l|+[-1|,a0eR
1 0

5Dobimo enat¢bo AzA~! = bA™!, kjer matri¢ni produkti sploh niso definirani (razen v primeru 1 x 1 matrike)
in nas to ne pripelje blize reSitvi.



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus 79

9. Resi matri¢no enacbo
(a) AX + B =0, kjer sta
[1 a b 1 21
A=|(0 1 0l mB=13 0 O
0 0 1 0 0 4
(b) 2I + X A = B, kjer sta
[ 1 0 -2 1 1 3
A=1-2 1 4 mB=|0 4 7
|3 -1 -5 -5 3 10
(¢c) AX —2X = A+ 1, kjer je
[0 1 2
A=12 3 4
10 1

Resitev: Preproste matri¢ne enac¢be najprej zapisemo v obliko (I) A- X = B ali (II)
X - A = B. Nagin, na katerega se bomo lotili reSevanja, je najprej odvisen od tega, na
kateri strani produkta stoji neznana matrika X. Ce stoji na desni (kot v moznosti (I)),
potem je "recept” za refevanje tale [A|B] ~ [I|X]. Ce pa neznana matrika X stoji na levi
strani produkta, pa moramo obe strani enacbe najprej transponirati (X - A)T = BT oz.
AT . XT = BT s ¢imer pa dobimo matri¢no enacbo tipa (I). Zdaj sledimo le e "receptu”
[AT|BT] ~ [I|XT]. Matriko X7 §e enkrat transponiramo, da dobimo regitev X.

Lahko pa enostavno izra¢unamo inverz matrike A in pomnozimo enac¢bo z leve (za enacbo
tipa (I)) ali iz desne (za enac¢bo tipa (II)) strani z A~'. Dobimo X = A~'B (pri enacbi
tipa (I)) ali X = BA~! (pri enacbi tipa (II)). Koli¢ina dela je pri obeh nacinih priblizno
enaka.

(a) Enatbo AX 4+ B = 0 zapisemo v AX = —B. Lotimo se refevanja po prvem nacinu.
Vsak student naj za vajo redi isto matri¢no ena¢bo $e s pomodjo inverza matrike A.

1 a b|-1 -2 —1] -+
[Al-B]=10 1 0|-3 0 0 j ~
00 1|0 0 —4] —e
1 a 0] -1 —2 4b—1 ¥
~1010/ -3 0 0 ﬁ(w) ~
0010 0 —4
10 0[3a—1 —2 4b—1
~ 1010 =3 0 0 = [1|X]
001 0 0 —4
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Regitev matri¢ne enacbe je
3a—1 =2 4b-1
X=1] =3 0 0
0 0 —4

(b) Pri enacbi 21 + XA = B oz. XA = B — 2I gre za matri¢no enacbo tipa (II). Ko
transponiramo levo in desno stran dobimo AT XT = (B — 2I)T. Spet bomo resevali
na prvi na¢in. Drugi naéin naj ostane za domaco vajo.

1 -2 3]-10 -5
AT(B-2nT]=10 1 —-1]1 2 3| ~
-2 4 5|3 7 8
1 00[0 -3 3
~ 10102 9 1| =[Xx7
00 1|1 7 =2

Resgitev matri¢ne enacbe je

0 2 1
X=1-3 9 7
3 1 -2

(c) Venacbi AX—2X = A+1 seiskana matrika X sicer pojavi na desni strani matri¢nega
produkta, ampak se pojavi v dveh ¢lenih. Matriko X izpostavimo[] na desno stran:
AX—-2X = AX—-2IX = (A—21)X. Dobljeno enacbo lahko zdaj zapiSemo v matri¢no
enacbo oblike (I) (A —2I)X = A + I. Re8imo je spet na prvi nadin, drugi nacin naj
ostane za domaco vajo.

-2 1 2[11 2 10035 § 1
[A—2IA+I]=|2 1 4 |2 4 4] ~|0 1 03 1 6| =[X]
1 0 —-1|1 0 2 00 1|-3 1 -1
Regitev matri¢ne enacbe je
1 1
2 2 1
X=[3 1 6
1 1
-3 3 1
10. Izracunaj determinante.
0 0 0 3 113 -4 2 0 0 1 2 1 -3
00 40 2 3 10 2 0 -1 4
(a)0200(b);§2(c)3102(01)_2_520
6 0 0 O 1 3 0 3 3 1 3 0

"Ko izpostavljamo matriko X iz ¢lena 2X, moramo to storiti previdno. Ce bi pisali kar AX —2X = (A-2)X,
bi naredili napako, saj odStevanje matrike in Stevila A — 2 ni definirano.
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Resitev:

(a) Determinanto lahko izra¢unamo s pomodjo razvoja po vrstici ali po stolpcu. Poglejmo
si razvoj po 3. stolpcu za dano matriko[ﬂ.

O O Y B L O (-
02 0 O:—l-O'O 2 0/—4-/0 2 0[{+0-]/0 O O[—0-10 0 0]==
6 0 0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0 0 20

Vidimo, da se z razvojem po stolpcu zaradi nicelnih elementov uni¢ijo trije od 8tirih
¢lenov. Torej se razvoj po stolpcu in vrstici najbolj spla¢a v stolpcih in vrsticah, ki
imajo veliko nicelnih elementov. Nadaljujmo z razvojem po 3. vrstici. V 3. vrstici
je le en nenicelni element, kar pomeni, da imamo le en nenicelni ¢len v razvoju po

vrstici. Dobljeno determinanto 2 x 2 matrike izra¢unamo po formuli Z Z' = ad — be.
0 0 3 0 3
x=—4-10 2 O:—4-6~‘2 0‘:—24‘(—6):144
6 00

(b) V drugem primeru imamo matriko, ki sploh nima ni¢elnih vrednosti. Da pridobimo
ve¢ nicelnih vrednosti, se lahko posluzimo lastnosti, da se determinanta ne spremeni,
Ce veckratnik vrstice (ali stolpca) pristejemo drugi vrstici (ali stolpcu). Torej izva-
jamo neke vrste Gaussovo eliminacijo (brez mnozenja ali deljenja samih vrstic ali
stolpcevﬂ). V naSem primeru lahko npr. pri§tejemo drugemu stolpcu prvi stolpec
pomnozen z (—1) ter tretjemu stolpcu prvi stolpec pomnozen z (—3).

(=3) +

(1) +

(N>
1 1 3 11 3 1 00
1 5 3|=1(1 5 3l =1 40
2 8 6 2 8 6 2 6 0

Ker je zadnji stolpec dobljene matrike nicelen, je vrednost determinante enaka 0. (Na
to bi lahko sklepali tudi po dejstvu, da je tretji stolpec originalne matrike trikratnik
prvega stolpca.)

Jr

8Predznak, ki pripada posameznemu elementu dolo¢imo po shemi i_ . Za matrike drugih di-

|
+ |+ |
I+ 1+

+
menzij uporabimo analogne sheme, ki imajo v prvi vrstici, prvem stolpcu +.

Ce e zelimo pomnoziti kako vrstico ali kak stolpec z nenicelnim skalarjem, se vrednost determinante matrike
deli s tem skalarjem. Drugace pogledano: e izpostavimo skalar iz neke vrstice ali stolpca v matriki, ga "piSemo”
pred determinanto matrike.
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(¢) Pri dani matriki je v tretjem stolpcu samo en nenielni element, zato za zaletek
izvedemo razvoj po tretjem stolpcu. Nadaljujemo podobno kot v prejsnjem primeru.

+ (2
-4 2 0 0
9 31 0 -4 2 0 0 2 0 5 9
=103 1 2 =-|51 2[=2 = 92(15 — 14) = 2
3 1 0 2 1 3 3 7 3 3 7 3
1 3 0 3

(d) Zadnji primer naj vsak $tudent resi na svoj nacin.
1 2 1 -3

2 0 -1 4
9 5 2 o — 9
3 1 3 0
.1 . . 1 -1 ..
11. Ali je 1 lastni vektor matrike A = 0 2 ? Kaj je ustrezna lastna vrednost?

Regitev: Nenicelni vektor v je lastni vektor matrike A natanko tedaj, ko obstaja realno
Stevilo A, da je Av = Av. To pomeni, da deluje mnoZenje matrike A na vektor v v smislu
raztezka (torej se vektorju pri mnoZenju z matriko ne spremeni smer). Preverimo, ali je
nas vektor lastni vektor.

o 3 (8- )

Pokazali smo, da je vektor v res lastni vektor matrike A. Pripadajoca lastna vrednost je
2.

2 2
2 -1
gonaliziramo? Ce lahko, poiséi kako obrnljivo matriko P, da bo P~'AP diagonalna.

12. Poi8ci vse lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A = [ ] . Ali A lahko dia-

Resitev: Sprasujemo se, ali obstaja tak nenicelni vektor v, in tako realno Stevilo A, da je
Av = Av. Enag¢bo lahko prepisemo v Av —Av = 0 0z. (A—AI)v = 0. Dobili smo homogeni
sistem enach, za katerega se sprasujemo, ali ima Se kaksno drugo resSitev poleg nicelne. To
se zgodi le v primeru, ko je determinanta matrike A — Al enaka 0. Poglejmo, ali obstaja
tak realen .

2-A 2

det(A—)\I):’ 9 _1_)

' =2-MN(-1-XN=4=X2-XA-6=A=-3)(A+2)=0

Dobili smo dve lastni vrednosti: Ay = 3 in Ao = —2.
OPOMBA: Polinom pa()\) = A2 — A\ — 6 imenujemo karakteristicni polinom matrike A.
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Lastni vektor, ki pripada doloceni lastni vrednosti, je nenicelni vektor v, ki resi matri¢no
enacbo (A — AI)v = 0. Resimo sistem enacb za posamezno lastno vrednost.

e )\ =3:

-1 210 (2) -1 210
[A_3I|O]_[2 —40] - N[o 00]
Prvi vrstici reducirane matrike pripada enatba —z + 2y = 0 oz. = = 2y. ReSitev

dobljenega sistema je B] =« [ } , @ € R. Nenicelni vektor, ki resi homogeno enacbo,

1

. . . . . 2
in nas iskani lastni vektor, je npr. v; = [1] .

° )\2 = -2:

4 210 +
[AJFQIO]_!Q 10] T

0 0]0
2 1|0

Resitev dobljenega sistema je [g] =« [ }, a € R. Nenicelni vektor, ki re§i homo-

-2

. . . . . 1
geno enachbo in nas iskani lastni vektor je npr. ve = [_ 2] .

OPOMBA: Vidimo, da sta lastni vrednosti sicer enoli¢no doloc¢eni, lastna vektorja pa smo
izbrali med neskon¢no mnogo nenicelnimi vektorji.

Obrnljiva matrika P, ki ustreza pogojem naloge, je matrika, katere stolpca sta lastna
21 } Iz teorije vemo, da je P7'AP = D = [3 0 ] Vsak
1 -2 0 —2

Student naj se sam prepri¢a, da omenjena enakost velja (t.j. izracunajte P~! in pomnozite
matrike P~1AP).

OPOMBA: Matriki P in D bi lahko sestavili tudi tako: P = [_12 ﬂ inD = {_02 g}

Pri sestavljanju matrike P in D moramo paziti le, da sta vrstna reda stolpcev, ki pripadata
prvi in drugi lastni vrednosti usklajena v obeh matrikah.

OPOMBA: Geometrijsko gledano deluje mnozenje z matriko A na vektorje [ﬂ =« F]

vektorja, tore] P = [

1

v smislu raztega za faktor 3, na vektorje [ﬂ =« [ } pa v smislu raztega za faktor -2

-2
(torej sprememba orientacije in razteg za faktor 2). Vsem ostalim vektorjem ravnine pa

_1] mnoZzimo z matriko A, dobimo Au = [_4]

spremeni smer. Na primer, ¢e vektor u = [ 1 1
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Avg Avq

V1

Au
(%)

13. Kaj lahko poves o lastnih vrednostih matrike A = [_01 (1)}7 Ali se jo da

diagonalizirati?

Resitev: Izracunajmo lastne vrednosti.
det(A—\I) = ’

- 1‘

Vidimo, da karakteristi¢ni polinom p4()\) = A? + 1 nima realnih niée]@ To pomeni, da se
matrike A ne da diagonalizirati. ReCemo, da je matrika A nediagonalizabilna.

10polinom pa(A) ima kompleksni ni¢li Ay =7 in A2 = —i.
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14.

Ali je matrika diagonalizabilna?

[1 0 4]

(a) A=1(2 2 3
2 0 3
[0 0 1]

(b B=10 1
_0 1_
[0 0 0]

(c) C= 1 0}, izracunaj C198
11 0 1]
[0 0 0]

(d) E= [0 2 2|, izracunaj E°
[0 2 2]

Resitev: Matrika dimenzij n x n se da diagonalizirati natanko tedaj, ko ima n linearno ne-
odvisnih lastnih vektorjev. Lastna vektorja, ki pripadata razli¢nima lastnima vrednostima
sta zagotovo linearno neodvisna. Vse kar moramo preveriti pri tem delu naloge je ali imajo
morebitne veckratne lastne vrednosti (to so lastne vrednosti, ki so veckratne nicle karakte-
risti¢nega polinoma dane matrike) dovolj lastnih vektorjev. Na splosno: lastna vrednost,
ki je k-kratna nicla karakteristi¢nega polinoma, ima najmanj enega in najve¢ k (linearno
neodvisnih) lastnih vektorjev.

(a)

(b)

Najprej pois¢imo lastne vrednosti matrike A.

1—AX 0 4
det(A—XD)=| 2 2-x 3 |=(@2-)
2 0 3—A
2= N1 -NB=N) =8 =2-NA-5)A+1)=0
M=-1 =2 A3=5

1-x 4 |
23—

Matrika A ima tri razli¢ne (realne) lastne vrednosti. Ker ima vsaka lastna vrednost
zagotovo en lastni vektor in ker so lastni vektorji, ki pripadajo razli¢nim lastnim
vrednostim zagotovo medsebojno linearno neodvisni, ima matrika A tri linearno ne-
odvisne lastne vektorje. To pa pomeni, da se da matriko A diagonalizirati.

Najprej pois¢imo lastne vrednosti matrike B.

-2 0 1
det(B=X)=|0 1-X 2 |=-AX1-)N?=0e A\ =0,)3=1
0 0 1-—2A



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus 86

Zdaj moramo preveriti samo Se ali ima A2 3 enega ali dva lastna vektorja.

-1 0 1|0
0 0 210
0 0 0/0
x 0
Resitev dobljenega sistema je |y| = « [1|, o € R. Nenicelni vektor, ki resi homo-
z 0
0
geno enacbo in nas iskani lastni vektor je npr. vo = |1|. Ker smo za (dvakratno)
0

lastno vrednost Ag 3 = 1 dobili zgolj en lastni vektor, ima matrika B samo dva linearno
neodvisna lastna vektorja in je zato nediagonalizabilna.

(c) Lastne vrednosti matrike C' so A\; = 0 in Ay 3 = 1. Izracunajmo lastne vektorje, ki
pripadajo lastni vrednosti Ag3 = 1.

-1 0 0|0
0 0 010
1 0 0]0
x 0 0
Resitev dobljenega sistema je |y| = a |1| + 5 |0|, «, 8 € R. Nenicelna (linearno
z 0 1
neodvisna) vektorja, ki resita homogeno ena¢bo in nasa iskana lastna vektorja sta npr.
0 0
vg = 1] in w3 = [0|. Ker smo za (dvakratno) lastno vrednost A3 = 1 dobili dva
0 1

linearno neodvisna lastna vektorja, ima matrika C (skupaj z lastnim vektorjem, ki
pripada A; = 0) tri linearno neodvisne lastne vektorje in je zato diagonalizabilna.
Matriko C'78 bomo izra¢unali s pomodjo racuna:

Y — (ppp~ Y)Y — (PDP Y)Y (PDPY)...(PDP) =

1978 —krat
=prppP'PDP'PDP ... PDP'PDP'=PDD...DP ! =
S S~ S—— ———
I I I 1978 —krat

_ PD1978P71 )

Formula C'™® = PDY™pP~1 je ugodna, ker bi za 1978 potenco matrike C' morali
slednjo 1978 krat pomnoziti samo s seboj, za 1978 potenco (diagonalne) matrike D
pa je potrebno potencirati zgolj njene diagonalne elemente.
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Vidimo, da moramo (za matriko P) izratunati e lastni vektor, ki pripada lastni
vrednosti A7 = 0.

0 0
01
10

00
00
110
T 1
Resitev dobljenega sistema je [y| = a | 0 |, @« € R. Nenicelni vektor, ki resi
z —1

1
homogeno enacbo in nas iskan lastni vektor, je npr. v; = .
-1
Sestavimo matriki P in D. ]
1 00 0 0 0]
P=[0 10 D=0 10
-1 0 1 0 0 1]

Ker je D8 = D, je C17® = pD¥p~1 = pDpP~1 = C.
(d) Spet najprej izracunajmo lastne vrednosti dane matrike.
- 0 0

det(E—AN)=|0 2—-X 2 :—)\‘
0 2 2-2

= A4+ N -4 =-XNN-4) =0 N\2=0,\3=4

2-X 2 ‘:_/\((2—/\)2—4):

2 2—-A

Najprej odgovorimo na vpraSanje, ali se da matrika E diagonalizirati t.j. preverimo,
ali ima lastna vrednost A; 2 = 0 enega ali dva lastna vektorja.

00 010
0 2 2|0
0 2 2|0
x 1 0
Resitev dobljenega sistema je |y| =a |0l +8 | 1 |, a, 8 € R. Nenicelna (linearno
z 0 —1
neodvisna) vektorja, ki resita homogeno ena¢bo in nasa iskana lastna vektorja sta npr.
1 0
vy = |0l Inwvy=]1
0 -1
Izracunajmo Se lastni vektor, ki pripada A3 = 4.
-4 0 010
0 -2 2|0
0 2 =210
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T 0
Regitev dobljenega sistema je |y| = a |1|, a € R, iskani lastni vektor pa npr.
z 1
0
V3 = 1].
1
Sestavimo matriki P in D.
1 0 0 000 0 00
P=1]0 1 1 D=0 0 0f =40 0 O
0 -1 1 0 0 4 0 0 1
0 00
Uporabimo formulo E® = PD5P~! in dejstvo, daje D> =4° [0 0 0| =2%D, da
0 01
0 0 0
dobimo E° = P28DpP~! =28pPDP~1 =28F = |0 29 2°
0 29 29

15. Poiséi lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike

-2 0 3
A=|-2 1 2
-1 0 2

Ali lahko matriko A diagonaliziramo? Ce jo lahko, poiséi tako matriko P, da bo
matrika P~!AP diagonalna. Izrac¢unaj A'2 in A3,

Regitev: Nicli karakteristi¢nega polinoma, det(A—AI) = —(A—1)?(1+\), sta \; 2 = 1 in

Az = —1. To sta tudi lastni vrednosti dane matrike. Lastni vrednosti A1 2 pripadata lastna
1 0 3
vektorja vy = [0| in wvg = |1|. Lastni vrednosti A3 = —1 pripada lastni vektor v3 = [2].
1 0 1
Matriki P in D sta:
1 0 3 1 0 O
P=1]0 1 2 in D=10 1 0
1 01 0 0 -1

Izra¢unamo D2 = I in D'3 = D, kar nas privede do koné¢nih rezultatov A2 = PD?2p~1 =
PP ! =Tin AB = PDB3pP~1 = PDP~! = A
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16. Dolo¢i parameter a tako, da bo ena izmed lastnih vrednosti matrike A enaka

032520

vrednosti.

A=

W N

0 0
1 4
11

Resitev: Nicle karakteristi¢nega polinoma, det(A —AI) = (a — A)(A+1)(A—3), so A\ = a,
Ao = —1in A3 = 3. Ker besedilo naloge od nas zahteva, da dolo¢imo parameter a tako, da
bo ena izmed lastnih vrednosti enaka 2, moramo postaviti A\ = a = 2.
Zdaj moramo izracunati le e lastni vektor lastne vrednosti A3 = 3 (ki je najvedja med
0
lastnimi vrednostmi). Dobimo lastni vektor vs = |2].
1
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4 Stevilska zaporedja in vrste

4.1 Zaporedja

1. Zapisi splogni ¢len zaporedja:

Resitev: Zaporedja, podana v besedilu naloge, so podana zelo nekorektno. Iz zapisa posa-
meznega zaporedja se namre¢ ne da na enoli¢en nacin sklepati na poljuben ¢len zaporedja.
S to nalogo zelimo raziskati pojem splosnega ¢lena a, = f(n). Iskali bomo povezavo med
indeksom n posameznega Clena zaporedja a, in njegovo vrednostjo.

(a) Za zaporedje (%, g, %, ...) i8¢emo funkcijski predpis, za katerega je % =a; = f(1),

% =az = f(2) in § = ag = f(3). Eden takih predpisov je a, = ;7.

(b) Cleni zaporedja (1,-4,9,-16,...) a1 = 1, ag = —4, a3 = 9 in a4 = —16 menjajo
predznak, torej gre za t.i. alternirajoce zaporedje. AlternirajoCi predznak lahko dose-
zemo tako, da v splogni ¢len zaporedja uvedemo faktor (—1)"*! (-1 na sodo potenco je
enak 1, -1 na liho potenco pa -1). Absolutna vrednost posameznega ¢lena pa je enaka
kvadratu indeksa ¢lena zaporedja n?. Splogni ¢len je tako enak a, = (—1)"*1n?.

(¢) Zaporedje (1,0,1,0,...) bi lahko opisali asy—1 =1 in agr, =0, za k € N ali

{1 ; n jeliho
Gp =

0 : njesodo
Lahko pa bi poiskali kompaktnejso obliko splognega ¢l = LEEUM )
ahko pa bi poiskali kompaktnej§o obliko splosnega ¢lena, npr. a, = ——5>— ali

ap = |sin 7|

(d) Ce zaporedje (1, %,3, %, ...) zapiSemo (1(*1)0,2(*1)1,3(*1)2,4(*1)3, .. .), lazje vidimo
zvezo med indeksom n ¢lena a, in njegovo vrednostjo. Splosni ¢len zaporedja je
an = n(_l)nil_

2. Zapisi prve tri ¢lene zaporedja a, = Z—;% in dokazi, da je naras¢ajoCe in navzgor

omejeno.

Resitev:
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e Prvi trije ¢leni so:

1-1
:7:0
ay 1+2 )
2—-1 1
ay = — = —
2T o2 @
3—1 2
a3 = —— = —.
3+2 5

e Zaporedje naraSfa natanko tedaj, ko za vsak n € N velja neenakost a, < an41.
Preverimo.

angan—l—l
n—1 _(n+1)—1
n+2 " (n+1)+2

Z;; <2/ 30

(n—=1)(n+3) <n(n+2)
n?4+2n—-3<n’>+2n
-3<0

N

Ker je —3 res manjsi od 0, velja a,, < an41 (za vsak n € N). Hitro lahko razmislimo,
da velja celo stroga neenakost a,, < a,+1 (torej zaporedje celo strogo narasca).
e Zaporedje je navzgor omejeno z 1, saj je v ulomku er% §tevec n — 1 manjsi od imeno-

valca n + 2 (za vsak naravni n).

3.* Ali je zaporedje a, = n? (%)n naraSCajoce ali padajoce? Kje naras¢a in kje pada?

. . o _ 9 ~ _ 4. 8L _ 81 (g 50 _
Resmev.. Prv1'clen zaporedja je a1 = 15 (< 1), 'drugl pa ay = 4 00 = 25.(> 2 —.2)_
Zaporedje vsaj na zacetku narasca. Preverimo, ali gre za narascujoce zaporedje, t.j. ali za
vsak naravni n velja a, < apq1.

an < Apt1

9\" 9\t , 107!
2(2) < 12 (= :

" <1o> =+ D715 / on

10n? < 9(n* 4+ 2n +1)
n?—18n—-9<0

Zanima nas, za katera naravna $tevila n je vrednost izraza n? —18n—9 negativna (in ker gre
za kvadratni polinom s pozitivnim vodilnim koeficientom vemo, da omenjeni izraz ni vedno
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negativen). Za trenutek pozabimo na dejstvo, da je n naravno $tevilo in zanalizirajmo ter
narigimo krivuljo z enacbo y = n? —18n—9 (v koordinatni sistem z osema n in y). Krivulja
seka n os v

18 + V182 +4- 18++v22-92+4. 18+2-3v 1
8 82 + 9:8 92 + 9:8 3v9 + — 9+ 3v10.

2= 2 2 2

Ker je /10 ve¢je od 3 in manjSe od 4, je n; = 9 — 3v/10 manjse od 0, Stevilo 9 + 3+/10
pa nekje med 18 in 21. Ker zelimo vedeti to¢no med katerima naravnima Steviloma lezi
preverimo ali je manjse od 19.

9+3v10< 19
3v10 < 10

Ker je 3v/10 = v/90 in 10 = 4/100, je Stevilo ns = 9+ 3v/10 med 18 in 19. Skicirajmo zdaj
krivuljo y = n? — 18n — 9.

N
v/

Vidimo, da je za vse naravne n < 18 izraz n? — 18n — 9 manjsi od ni¢ in zato zanje velja
an < Gn41. Za naravne n > 19 pa je n? —18n — 9 > 0 in velja a, > an+1- Za n = 18 torej
velja a1g < a1g, za n = 19 pa a9 > agg. Zaporedje narasca do aig, potem pa pada.

2n—
Sn+

okolice (a —e,a +¢), ¢e je e = 10727

i je enaka a = 2. Koliko ¢lenov zaporedja lezi zunaj

4. Limita zaporedja a, = 3

Resitev: Zunaj dane t.i. e-okolice lezijo tisti Cleni zaporedja ay, za katere velja |% — an‘ >
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1072, Izra¢unajmo, za katere n drzi dobljena neenakost.

£ an > 1072

'2 2n—1 1

‘ 2

v
|

5 dn+1 100

‘2(5n+1) —5@n-1)|_ 1
5(5n + 1) =100
‘10n+2—10n+5 . L
5Gn+1) | = 100

7 1
_— >
5(5n+1) ~ 100

7
5~10025n+1

140 — 1 > 5n
28 1>
——2>n
52

Neenakost drzi za prvih 27 naravnih stevil. Torej je prvih 27 ¢lenov danega zaporedja
zunaj danega intervala t.i. e-okolice.

.- . . _ 2n—1 e v . o .
5. Dokazi, da je zaporedje a, = 5 =7 naraSc¢ajoCe in navzgor omejeno. Pokazi, da je
limita zaporedja enaka a = % Kateri ¢leni zapredja lezijo v ¢ okolici limite, Ce je
e =0.027
Resitev:

e 7Za dokaz narascanja pokazemo, da za vsak naraven n velja a, < anpt1.

2n —1 < 2n+1
n—17 3n+2
2n—1)Bn+2)<(2n+1)(3n—1)
on—»5n+1<6b6n+n-—1
1<3n

Ker je 1 < 3n res za vsak n € N, zaporedje narasca.

2n—1
3n—1

e Ker je imenovalec (3n — 1) vedji od §teveca (2n — 1) je vrednost ulomka (za vsak

naraven n) manj$a od 1. Zaporedje je navzgor omejeno z 1.

e Limita je enaka % natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja ng € N, da bodo vsi ¢leni

an za n > ng v epsilon okolici 2 oz. bo za njih veljalo ‘% — an‘ < €. Prepri¢ajmo se,

3
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da tak ng obstaja za poljuben € > 0. Pri rac¢unu bomo upoStevali, da je 3n —1 > 0
za vsak naraven n in zato smemo opustiti absolutno vrednost, ki se pojavi.

2

g—an <e€
2 2n-1 <
- — £
3 3dn-—-1

2(3n — 1) — _
Bn—1)—-3(2n—-1) —.
3(3n—1)

L <
——|<e¢
3(3n—1)

L <
3Bn—1) ~°

1

— <3n-1

3e "
1+1<

9: "3 "

Ker za vsak € > 0 obstaja naravno Stevilo n, ki je vedje od Stevila 9—15 + %, Jje % res

limita danega zaporedja.

e V prej dobljeno formulo é + % < n vstavimo ¢ = 0.02 = 5—10 in dobimo g.li + % =
50

% =5+ %. Prvo naravno $tevilo, ki ustreza dobljenemu pogoju je 6. Torej znotraj

dane e-okolice lezijo vsi ¢leni razen prvih 5.

6. Zaporedje (a,)nen je podano z rekurzivno formulo a; = 1, a1 = 4 + 1.
(a) Zapisi prve §tiri Clene zaporedja.

(b) Pokazi, da je navzgor omejeno z 2 in narai¢ajoCe. Utemelji konvergenco in
izracunaj njegovo limito.

(c)* Zapisi splosni ¢len tega zaporedja.

Resitev:
(a) Prvi stirje ¢leni:

7 %
1=-1 = = 1
+ 41na4 2—|—

ai 1 3
=1 =—+l=-+1== =
al s a9 5 5 2, as

15
-2

DO [Molee

(b) Ker nimamo splognega ¢lena, imamo pa zvezo med dvema zaporednima ¢lenoma za-
poredja, apy1 = % + 1, bomo trditve v zvezi z zaporedjem dokazovali s pomocjo
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matematicne indukcijeE-l

e Zaporedje (an)nen je navzgor omejeno z 2 natanko tedaj, ko za vsako naravno
Stevilo n drzi a, < 2.

- n=k: (IP) ax <2
cn=k+1: a1 <2

(1p)
ags1 =% +1 < 2+1=2V
Zaporedje je res navzgor omejeno z 2.
e Zaporedje (an)nen narasca natanko tedaj, ko za vsako naravno $tevilo n drzi

S
I
—_
2
I
—_
N
[\V][oV]
I
<
[\o}
(\

-n==k: (IP) ar < Qk+1
cn=k+1: a1 < agso

ooy Do
app1 =5 +1 < 1 =ap0 v
Zaporedje je res navzgor omejeno z 2.
e Ker zaporedje (an)nen naraséa in je navzgor omejeno, je tudi konvergentno, t.j.
obstaja limita zaporedja lim a, = A. Spet se naslonimo na zvezo a,y1 = 4 +1,
n—oo

da izra¢unamo limito A. Ce limitiramo levo in desno stran omenjene enakosti,

dobimo
a lim a,
lim a, = lim (—n -+ 1) oz. lim a, = 22— +1.
n—00 n—oo \ 2 n—00 2

Ce upostevamo ge dejstv | da je lim a, = A = hm Gnt1, dobimo zvezo A =

n—oo
% + 1. Izratunamo A = 2.

(¢)* Se enkrat prepisimo prvih nekaj ¢lenov zaporedja

a 1 3 5 7. I 15
ay ) 2+ 2+ 5’ as 2+ 411r1a4 2+ A
Ugibamo, da bi splosni ¢len lahko bil a, = % Dokazimo, da je uganjen izraz

zares splosni ¢len naSega zaporedja. Ker imamo zgolj zvezo med dvema sosednjima

¢lenoma, bo dokaz spet potekal s pomodjo matemati¢ne indukcije.

o1
- n=1: a1—1_211—a1\/

- n==k (IP) ar = ax

"'Matematicno indukcijo smo obravnavali v poglaviu v poglavju Naravna $tevila (matemati¢na indukcija).
12Pyi splognem &lenu an 1 gre za podzaporedje (an)nem {1} zaporedja (an)nen in ima kot tako isto limito.



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus 96

-n=k+1: ak+1:&k+1

. 2k_1 k k k
ag (IP) ag ok—1 28 —1 2 — 142
U1 = 5 F 5 T 5 Tt ok T oF
C2.2h—1 okl y
- ok - 92(k+1)—-1 = Qk+1

P “ v v - - n__
Torej je splosni ¢len rekurzivno podanega zaporedja a, = %n—,ll

7. Zaporedje (an)nen je podano z rekurzivno formulo a1 = V2, anp1 = 2+ an.
Pokazi, da je monotono, navzgor omejeno z 2 in poiscéi njegovo limito.

Resitev: Zapis§imo najprej prvih nekaj ¢lenov zaporedja, da vidimo, ali zaporedje (vsaj v
prvih nekaj ¢lenih) narasca ali pada.

alz\/i, CLQZ\/2+\/§, CL3:V2+\/2—|—\/§,...

Vidimo, da zaporedje vsaj na zacetku narasca. Preden pa se lotimo dokazovanja, da zapo-
redje narasca, dokazimo, da je navzgor omejeno z 2. Dokaz poteka s pomocjo matematic¢ne
indukcije.

cn=1la=vV2<V4=2V
-n==k (IP)a; <2
n=k+1: ap4q <2

(IP)
ap+1 =V2+ar < 242=2

Zdaj bomo pa dokazali naraScanje zaporedja s pomocjo dejstva, da je a, < 2 za vsak
n € N. Dokazujemo, da velja a,, < a,,1. Uporabimo nastavek a, 1 = /2 + a, in dobimo
neenacbo a, < /2 + a,. Kerjea; > 0in a,y1 = /2 + a, > 0, smemo neenacbo kvadrirati
in dobimo a2 < 2+4ap 0z. a2 —a, —2 < 0. & to neenacho prepisemo v (a, —2)(a,+1) < 0.
Dobljeno neenag¢bo resijo vsi a,, za katere je a,, € [—1,2]. Vemo pa, da velja celo a,, € (0,2].
Torej zaporedje zares narasca.

Ker zaporedje naraséa je navzdol omejeno s prvim ¢lenom.

Opravka imamo torej z omejenim in monotonim zaporedjem, kar pomeni, da obstaja nje-
gova limita nh_>nolo an, = A, za katero velja zveza A = /2 + A. Po kvadriranju in preobliko-
vanju dobimo ena¢bo (A —2)(A + 1) = 0, ki ima dve regitvi A; = 2 in Ay = —1. Ker je
a1 = v/2 in zaporedje narasca, je limita nasega zaporedja A; = 2.
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8.

Izracunaj limito zaporedja:

. E 1 n!
(b) Jim (v + 1~ /) (i) lim (1+5)"
© Jlim R/ FT=vR) oy
(d)* lim 202l () lim (ﬁ>

n—s oo In(n°+5n+7)

. n4+1 3n+l n—00 TL2+1

(&) lim Zilat
n—oo

. _ g 1\m
0 Jim =5 O i, 0 42)

. n+lnn g 2 (9\"
(€) Jim () Jim,n* (10)

Resitev:

(a)

Ker n nara¢a preko vseh meja, se podobno obnagata tudi ¢lena 2n? in 7n?. Stevec
ulomka gre torej proti neskonéno, prav tako narasca tja tudi imenovalec 7Tn? —n =
n(7n — 1), saj naragcata tja oba faktorja n in 7n — 1. Zanima nas kam grejo vrednosti
ulomka, kjer tako Stevec, kot imenovalec narascata preko vseh mej. Tak problem ime-

nujemo nedolocenost tipa ” 32" in izkaZe se, da je lahko reitev katerokoli (nenegativno)

realno gtevilo ali pa co . Delimo Stevec in imenovalec z izrazom, ki "gre najhitreje

proti co” in uporabimo dejstvo, da veljata limiti lim + =0 = lim .
n—oo ™ n—oo "
4
2n2+4 _ iy 2z 2

n2—n 00 7_% -7

lim
n—oo

V tem primeru imamo nedolocenost tipa "oo — 00”, ki se je znebimo oz. nadomestimo

ESRC : » 19
z limito tipa 7 ="

L (AET- AT+
nlggo( nt _\/ﬁ>_nl—>oo \/n+1—+—\/ﬁ N

— lim Al lim ;_0
n—ooy/n+1+44/n noco\/n+1+./n

Tokrat imamo nedolo¢enost tipa 70 - 0co”. SpraSujemo se, kaj dobimo, ko mnozimo
majhno Stevilo z velikim. IzkaZe se, da v splosnem lahko dobimo katerokoli nenega-
tivno realno Stevilo ali pa co. Za funkcijo v/n + 1+ /n uporabimo postopek iz tocke
(b). Uporabimo e dejstvo, da je nlgrgo ot = Jim (14+1)=1.

n—oo
lim va(vn+1—+/n)= lim /n——— = lim ———— = lim =1
n—00 \/>( \/>) n—00 \/>v”+1+\/ﬁ n—00 7V"\/%rl+1 n—oo ,/ntl g 2
n
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(d)* V tem primeru uporabimo pravili za ra¢unanje z logaritmi In(a - b) = Ina + Inb in

(e)

Ina® = blna. Upostevamo Se, da je In1 = 0.

Cheat) | (obed) et (ded)

A Tt T) e In (8 (15 554 %)) e I (14 5t )
11,1

~ lm 2lnn+ln (1-1+-) . 24 ( — 2> _2

_n—>005lnn—|—ln(1—|— +-5 )_n—>oo5+ ( % LS) 5

Tokrat uporabimo naSe znanje o geometrijskih zaporedjih. Za geometrijsko zaporedje
s splosnim ¢élenom a, = ¢" namre¢ velja, da je lim a, = 0 natanko tedaj, ko je
n—oo
lgl <1, lim a, = 1 natanko tedaj, ko je ¢ = 1 in zaporedje divergira v vseh preostalih
n—o0

primerih (t.j. za ¢ = —11in |¢| > 1).

Nasvet: na geometrijsko zaporedje pomislimo, ko imamo potenco s §tevilsko osnovo
in n-jem v eksponentu.

on+1 2\
i Zsntt o B +3 2(2)"+3 _3
n—oo 2"H3" Nn—00 %-‘r N—00 (%) +1
V tem primeru uporabimo lim & = 0.
2 = EL
im = lim = -
n-yoo Ne” n—oo em 1

Preoblikujemo izraz ter uporabimo lim % =0.

n—o0
lim ”jn” = lim (1+ h;”) =1
n—o0 n—oo

Splogni ¢len iz tega primera najprej poenostavimo tako, da upostevamo
(n+1)!=1-2-3...n-(n+1)=(n+1)-n

. n! l _ _
A e = M ey = m oy

V tem primeru uporabimo znano limito lim (1 + %)n = lim (1 — %)_n =e.
n—oo n—oo
Sedaj lo¢imo tri primere:
- ko je k>0, velja ¥ 27 o0 in zato lim (1 + %)n = lim (1 + %)%k = ek,
n—oo n—oo k

- ko je k <0, velja 7 170 o0 oz. -7 7% 50 in limito lahko zapiSemo

lim (14 5)" = lm (14 2)8% = lim (1- ) CB*—oh,

n—o00 n n—oo k IOV —7

- ko pa je k =0, pa imamo limito lim (1 + %)n = lim 1" =1 =¢°.
n—oo n—oo
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Torej velja nh—>Holo (1 + n) e”.

OPOMBA: Na limito lim (1 + %)n = lim (1 — %)_n = e pomislimo, ko n nastopa v
n—oo n—oo
osnovi in eksponentu potence, kjer se osnova bliza 1, eksponent pa oco. Pozor! Tukaj
vas intuicija lahko zavede. Ce razmisljate tako: ker je lim (1 + %) =1in (1)” =1je
n—oo

lim (1 + %)n = 1 boste naredili napako. Zapomnite si: za zaporedje a, = (1 + %)n
n—oo

zlahka pokazemo, da nara$¢a od a; = 2, zato njegova limita nikakor ne more biti 1.

n+1 3\ ntl 3\nti
(j) lim (m> = lim <1+”> = lim Q)
n—oo

n—oo \ N1 n—00 1—% (1—%)n+1
Izrac¢una limit izrazov v Stevcu in imenovalcu se lotimo posebej. Pri obeh lahko
uporabimo rezutat iz tocke (i), kjer vstavimo k =3 in k = —1.

n+1 n
lim <1+3) = lim <1+3> -<1+3>:e3
n—o00 n n—o00 n n
n+1 —n-(—1)
lim <1—1> = lim <1—1> '(1—1>:€_1
n—o00 n n—00 n n

A\ n+1 3
Dobimo lim (Z—*_"f) == et
n—o0
n n
. 2 . 142 . 142
(k)* lim (Z:22)" = lim o | = lim (771)”
n—oo * Nt n—oo \ 1+-3 n—00 (1—5—7%2)

Izra¢una limit izrazov v Stevcu in imenovalcu se lotimo posebej:
. 2\"
lim (1 + 2] =é?
n—o00 n
2

1\" 1\
n—00 n n—o00 n

Zadnji rezultat dobimo s pomocjo t.i. "sendvi¢ teorema”. Uporabimo dejstvi, da je

2
zaporedje (1 + #)n navzgor omejeno z e (in li_>m en = 1) ter navzdol omejeno z 1
n oo

1
2\ nw . .
(in nli}lgo 1w = 1). Limita zaporedja ((1 + #)n > je torej 1.

. . 24op\" 2
Dobimo nh_)n;o (@LQH”) = e”.

2
M) Jim (143)" = tm ((1+3)")"

. . 1\n . 1\n\ " .
Ker velja nll_}ngo (1 + 5) = e, gre osnova v potenci ((1 + 5) ) proti e, eksponent pa

proti co. Zato vrednosti potenc rastejo preko vseh meja, ko n — co.
2
Dobimo lim (1 + %)n = 00.

n—o0
. 2/(9 n: . n2 _
(m) o (o) = Jim, iy = 0
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4.2 Vrste

1. Opazuj zaporedje delnih vsot. Ce je vrsta konvergentna, izrac¢unaj njeno vsoto.

Resitev:

(a) Zapisimo prvih nekaj ¢lenov zaporedja delnih vsot s, in uganimo splosni ¢len. Seste-
o . _ 1 1
vamo Clene zaporedja ap = T U

1
8120,1:7—1

V2

1 1 1 1
89 =a1 +as = s1 +az = 14—~ =—-1
prmlEa TR V3 % V3
+az + + ! 1+ L ! 1 1
Sa =Qa a aa = S aa = _ _— [ —
3 =a1 2 3 2 3 5 i 5 Vi

N 1
Sp = -1
tn+1
Dokazimo, da je predpis, ki smo ga uganili, zares splosni ¢len zaporedja (sy). Upora-
bimo matemati¢no indukcijo.

n=1 Sl—CLl:%— :/5\1
-n=k: (IP)sk:/s\k(:\/’jﬁ—l)
s =k AL Spe = Sk
. (ff1_1 1\ _ 1 q_3
Skl =Skt Ok = pm Tt S T A T VR Tk
Vidimo, da res velja s, = S, Vn € N.
o . .. . . . T 1 . _ o
Izra¢unajmo limito zaporedja delnih vsot nh_{r;o Sp = nh_}I{.lo ( NGEST 1) 1. O¢itno
o0
. . . 1 1)
dana vrsta konvergira in velja kgl ( ST \/E> =-1
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(b) Postopamo podobno kot v prej$njem primeru. Pois¢imo splogni ¢len zaporedja delnih
vsot za zaporedje aj = In(1 + 1).

1
s1 :alzln(l—l-l) =1In2

1
S9 :a1+a2:sl+a2:1n2+ln(l+2> :1n2+lng:1n2'g:1n3

1 4 4
33:a1—|—a2+a3:32+a3:ln3+1n<1+3) :ln3—|—ln§:1n3-§:1n4

%, =In(n+1)

Dokazimo, da je predpis, ki smo ga uganili, zares splosni ¢len zaporedja (s,).
n=1 s1=a;=In2=35
-n=k (IP) s =5, (=In(k+1))
n=k+1: Sp11 = Skt1

IP
stst = sebarin =) n(k+1)+1n (1 + ;%H) = In(k+1)+n B2 = In (17522 =
In(k +2) = Sk41
= 8, = 5p, Vn e N

Ker je lim s, = lim In(n + 1) = oo, dana vrsta divergira.
n—o0 n—o0

(c) Ponovimo vajo za zaporedje ay =

ACESIE

!
TN T 1979
DR N S £ SRR S
TN T@REATORT T e T 93 T 2.3 3

ot . 2, 1 _24+1_ 9 _3
s3=a1 +as+a3=s == = = - =
3T TATAS =R TAIT T T T304 3.4 4
PR n
S:
" n+1



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE I, Mojca Premus 102

-n=k+1: 5k+1:§k+1

_ (UP) g 1 _ k(21 _ kq2ke1 _ (eDE
Sk+1 =Skt a1 = T3t G T GG — GEDkED) — G042
5 = Skl
= 5, =5, Vn €N
o0
Ker je nll_)rrolo Sp = nh—>Holo -7 = 1 velja Zl m =1 (vrsta konvergira).
n=

2. Ugotovi, katere od naslednjih vrst konvergirajo, tako da jih primerjas z znanimi
vrstami.
(@) 3 Ll ) 3 4
n=1 n=1
Resitev:

(a) Zaporedje a,, = |S15Lnn| (> 0) primerjajmo z zaporedjem b, = % Ker je |sinn| < 1

(za vsak n € N), je a,, < b,. Zaporedje by, je geometrijsko zaporedje, saj je b, = 5% =

(%)n Ker je %‘ < 1, je (geometrijska) vrsta i 5% konvergentna. Vrsta i ‘Si;,ﬂ"' j
njena minoranta in tudi konvergira (saj je ngt:al manjsih ¢lenov Se manjég)z.l

(b) Zaporedje a,, = %\/ﬁ (> 0) primerjajmo z zaporedjem b,, = % Ker je ¥/n < n (za vsak
n € N), je ap, > b,. Zaporedje b, je harmoni¢no zaporedje, njegova (harmoni¢na)
vrsta i % divergira. Vrsta i %\/ﬁ je njena majoranta in tudi divergira (saj je vsota

n=1 n=1
vedjih ¢lenov Se vedja).

3. Dolo¢i, katere izmed naslednjih vrst so konvergentne?

@ 31+ dr 0 (-1 (58)

n3n

)
N )

© & (i) S0 (1) (L)
)

"= (k) Yoo, @)
S 1 (ntlyn? o (2
(e) ngl 3n( oy ) (1) Zn:l (n'z
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Resitev: V tej nalogi moramo zgolj uporabiti primeren kriterij, da ugotovimo, ali dana vrsta
konvergira ali ne. Na 7alost s tem ne izvemo niti pribliZzne vrednosti vsote konvergentne
vrste ampak le, da le-ta obstaja. V sploSnem so pri vsakem primeru te naloge na razpolago
trije od obravnavanih §tirih kriterijev. Do primera (h) smo regitve predstavili podrobneje,
potem pa smo podali zgolj eno izmed mozZnih reSitev. Vsak Student naj se za posamezen
primer sam preprica, kateri pristop je za njih bolj in kateri manj primeren.

(a) Ker je lim (14 1) =e( #0), dana vrsta divergira.
n—oo

(b) Za vrsto zaporedja a = %? uporabimo kvocientni kriterij.

(n+1)°
ana| |Gy | nln+ 1P o+ )P (n+ 1)
n an %? (n+ 13 (n4+Tmin3 n3
Ker velja lim ¢, = lim @ =0 < 1, dana vrsta konvergira.
n—00 n—oo 1

(¢) Pozoren bralec takoj ugotovi, da zaporedje a = % divergira in je zato dana vrsta
divergenta. Ker pa Zelimo ilustrirati uporabo kriterijev pa tudi za to vrsto uporabimo
kvocientni kriterij.

n+1
_|Gny1| 31-4—1 . 712%2 . 2n pooo 251
In = an | | 2| (n+1)2 n+l

Dana vrsta divergira.

2
(d) Za vrsto zaporedja a = s (%)n

5w uporabimo korenski kriterij.

1<n+1>n n—oo_ €
= — —->1

1 n+1
2 n 2

(

2n° n

n )nQ

gn =

Dana vrsta divergira.

1

7w, hamesto

(e) Ta primer se od prej$njega razlikuje le v prvem faktorju. Sedaj imamo
L kar pomeni, da pri uporabi korenskega kriterija dobimo:

on
1 /n+1 nn—)oo (&
o= = Ui |
3 n 3

Dana vrsta konvergira.
OPOMBA: vidimo, da bi lahko namesto 3tevila 3 postavili katerokoli realno $tevilo
vecje od e, pa bi bila vrsta e vedno konvergentna.

(f) Za ta primer uporabimo Leibnizov kriterij, pri katerem je ¢, = "5, Potrebno je

n2
pokazati, da je zaporedje ¢, padajoce z limito 0.
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Cn = Cn+1
n+1 n+ 2
7—; 2(n—:_l)2 /
(n+1)3 > (n+ 2)n?
%g+3n2+3n+12%g+2n
n*+3n+1>0

n*(n +1)>

To pa je (o¢itno) res za vsako naravno Stevilo n. Zaporedje (¢,) res pada.
2) lim ¢, =0 (To je tudi potreben pogoj za konvergenco poljubne vrste.)

n—oo T

n—o0 n—oo

Dana vrsta konvergira.

(g) Tokrat uporabimo korenski kriterij. Vsak Student naj sam preizkusi kvocientni in
Leibnizov kriterij, da se prepric¢a, da sta za ta primer nerodna.
_n 2n+1 2TL+1 n—0o0 2
an = \/ (-1 ’ =

— £ < 1 = vrsta konvergira.

(h) Na tem primeru se poigrajmo s tremi pristopi. Uporabimo kvocientni, korenski in
Leibnizov kriterij.
Kvocientni kriterij:

| D))

=T e @)

konvergira.

Korenski kriterij

./ i 170 0 < 1 = vrsta konvergira.

Lelbnlzov krlterU Cp = (ﬁ)”

n
:L(L) =2 Lo % 0.1 =0<1= vista

1) 2> % 27 (n + 1)ntL > ontlpn

(n+1)" >2n" (n+1)(n+1)" Ker jen+1>2in (n+1)" > n" je zaporedje
(cn) padajoce.

2) ¢ = (2)" 2550

Leibnizov kriterij nam pove, da dana vrsta konvergira.

(i) Kvocientni kriterij: ¢, = %% 7, 3 < 1 = vrsta konvergira.
(j) Korenski kriterij: g, = 7 ff e, 3 < 1 = vrsta konvergira.

(k) Primerjalni kriterij: ¢, = m e, 1 < 1 = vrsta konvergira.
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5 Zveznost in limita funkcije

1.

Izra¢unaj levo in desno limito funkcije f(x) v tocki .
(&) f(z)= |;:§‘7 xo =3

(b) f(z) = 5% 20=2

(c) f(a) = arctgzly, 70 = 1

Resitev:

(a)

Za izracun leve limite v tocki z¢9 = 3 moramo ugotoviti kateri vrednosti se blizajo
funkcijske vrednosti funkcije f(x) = i%gl’ ko se vrednosti x blizajo 3 iz leve strani t.j.
za ¢ < 3. V funkcijskem predpisu nastopa absolutna vrednost, ki jo lahko opustimo

(sajjex <3o0z. v —3<0): |[x—3|=—(x—3).

lim £(z) = Tim o = lim — 20 Jim(—1) = —1
13 13 |[x — 3| a3 —(z—3] 213

Za izracun desne limite v toc¢ki xg = 3 upostevamo x > 3 in opustimo absolutno
vrednost, ki nastopa v funkcijskem predpisu (saj je x > 3 oz. x —3 > 0): |z — 3| =
r — 3.

—3
lim f(z) = lim ——— = lim~—~ = lim1 = 1
zl3 z!3 ‘.%' — 3‘ z|3 —3 zl3

OPOMBA 1: V obeh primerih smo krajsali ulomka z (z—3), ki ima v 2o = 3 vrednost
0, vendar krajsanje ulomka ni problematicno, saj nas pri izracunu limite ne zanima
funkcijska vrednost v sami tocki (v zp = 3 je namre¢ x —3 = 0 in f(x) ni definirana),
ampak v okolici opazovane tocke (v okolici pa velja z — 3 # 0).

OPOMBA 2: Limita v toc¢ki £y = 3 ne obstaja, saj leva in desna limita nista enaki.
OPOMBA 3: V rac¢unskem postopku smo videli, da zlahka opustimo absolutno vre-
dnost, tako se funkcijski predpis nase funkcije zapise tudi

f(x):{_l ;o <3

1 ; >3

Njen graf izgleda tako
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(b)

Y
L | f(z)
i 3 x
Funkcija f(z) = .wQ__24 na prvi pogled izgleda kot racionalna funkcija, vendar to ni.

Racionalne funkcije imajo namre¢ obliko ulomka, s poljubnima, tujima si polinomoma
v §teveu in imenovalcu. Polinoma x — 2 in 22 — 4 = (z — 2)(x + 2) pa nista tuja.
Tz —2 T —2 1

; g T2 g @=2 1
i /() =l e = e ey W

Funkcija g(z) = %ﬁ je racionalna funkcija in kot taka zvezna povsod, kjer je defi-
nirana. To seveda pomeni, da sta leva in desna limita v vsaki tocki definicijskega

obmo¢ja enaki funkcijski vrednosti, tudi v zg = 2. Torej je 1;% %H =g(2) = %. Ker

v racunskem postopku nikoli nismo upostevali dejstva, da se x nahaja levo od 2, je
limita ocitno neodvisna od strani na kateri se nahajamo. Torej je leva limita enaka
desni.
.x—=2 1 .. x—=2
lim ———— = - =1lim
32 —4 4 zl3z2—14
OPOMBA 1: Limita v tocki zg obstaja in je enkaka %.
OPOMBA 2: Funkciji f in g se razlikujeta le v o = 2, funkcija g doseze tukaj
vrednost %, funkcija f pa v tej tocki sploh ni definirana. To pomeni, da se bosta tudi
grafa funkcij ujemala povsod, razen v xg = 2. Tako zlahka pridemo do grafa funkcije

1.

NI
N[
~
—
S
S~—
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()

Leve limite se bomo v tem primeru lotili malo drugace kot desne, da si ogledamo
¢imvec razliénih prijemov.

Vidimo, da ulomek ﬁ ni definiran v g = 1. Ker opazujemo njegove vrednosti v
okolici xg, za katere velja ¢ < 1 oz. x — 1 < 0, so vrednosti opazovanega ulomka
negativne. Ker se z blizanjem spremenljivke x §tevilu 1 vrednost imenovalca pri-
bliza proti 0, dobivajo vrednosti ulomka ekstremne (negativne) vrednosti. Tako je

lim ﬁ = —oo. Treba je razmisliti samo Se koliko je lim arctg t. Tokrat si bomo
zT1 t——o0

pomagali z grafom funkcije g(t) = arctg ¢ in upo$tevali dejstvo, da je visina tocke na
grafu funkcije enaka funkcijski vrednosti v z, ki je abscisa opazovane tocke. Na grafu
torej od¢itamo kateri vrednosti se blizajo visine tock na grafu, ko se x pomika proti
—00.

Vidimo, da je

lim arctg li T p—
1marctg —— — 1m arc = ——.
11 g:c —1 to—oc0 & 2

Pri desni limiti se bomo tudi razmisleka o liilll ﬁ lotili grafiéno. Narig§imo krivuljo z
x

enacho y = m%l (nicel nima, pol lihe stopnje pri = 1, vodoravna asimptota je x os

ter f(0) = —1) in od¢itajmo h kateri visini se blizajo tocke na krivulji, ko se z bliza
1 iz desne strani.
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| f(x)
-1 1
Ker je ligl ﬁ = o0 je (razmislek je podoben prej$njemu)
X
T
li =—.
lim f(z) = 5

2. Dolo¢i definicijsko obmocje dane funkcije. V tockah, kjer funkcija ni definirana
izracunaj levo in desno limito.

ex—1 +1
Resitev:
(a) Predpis f(z) = ; L ni definiran, ko sta nedefinirana ulomka . Lt in 1. Prvini
+ex +ex
definiran, ko je 1 + er =00z ex = —1, kar pa ni nikoli. Drugi pa ni definiran, ko je
x =0. Torej Dy =R\ {0}.
Pri izra¢unu leve in desne limite bomo uporabili limite li%% = —o00, hf[()l% = 00,
xX xX
lim e/ =00, lim e’ =0in lim ﬁ = 0. Tako sta
t—o0 t——o0 U—00 u
1 1
lim =1 in lim - =0.
10 ] +ew w01 +ew

(b) Naravno definicijsko obmodje za f(z) = H% je Dy =R\ {—1,0} (namig: definirana

1
1+1

morata biti ulomka

in %) Pri izracunu limite si pomagamo z razresitvijo dvojnega
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ulomka, ﬁ = %1 = Hix
T
1 =
lIIl f( ) IT 114z o
lim f(x) = lim —
im = —00
xl—1 :1:¢ 1142
x
1 =i =0
I =T
li =1l =0
W =T
11
(¢) Naravno definicijsko obmodje za f(z) = £1— Je Dy =R\ {1} (namig: definirana
6(13
1
morata biti ulomka ¢“-=1 in %1) Ker veIJaJo limite lim %1 = —o0, lim %1 = 00,
e 1+1 1 T xzll ¥
lim et =0, hm el =ooin lim + =0 sta limiti
t——o00 u—oo ¥
et —1
li = 1l —
@)= =t
et —1 1- % 1-1
lim f(z) = lim — = lim ef:lim L =1
AN t—oo et + 1 t%ool-{-; u%ool_}_a
3. Izra¢unaj limite.
_z o 2P —VE
@ [y 0 3 e
. (z=1)V2—2z
(b) Jl;l—>lnl z?-1 (i) lim (\/1‘2 -1- x)
T—r00
(©) lim (e — 7o)
a2 \#E=2T @it G) lim (Va?—1-2)
1 T—r—00
(d) al;l—>lnl$n T, m,n €N
(k) lim sin 3z
(e) lim VI+2z-3 z—0 %
r—d VT2
) lim tg x—sinx
() xlggom ) o—0 sin’z
a 3 2 li _ 1
© Jim (25 - 25) (m) s e
Resitev:
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(a) V prvem primeru imamo opravka s funkcijo, ki je zvezna v x = 2, kar pomeni, da je
njena limita enaka njeni funkcijski vrednosti v tocki x = 2.

T 2 2

lim =—=
z—=2x+1 241 3

(b) V drugi nalogi dobimo nedolo¢enost tipa ”%”. Nicli v stevcu in imenovalcu dobimo

v polinomih # — 1 in 22 — 1 = (x — 1)(z + 1). Kadar je nicla zg v polinomu, se da
polinom vedno faktorizirati z izrazom (x — xg) (osnovni izrek algebre).

. (=2 -2 | (z—PNV2—2z | V2—2 V2-1 1
lim ————— = lim~——%——— = lim = = -
z—1 2 —1 z—1 M($ + 1) z—1 (:L‘ + 1) 1+1 2

(c¢) Tukaj imamo nedolo¢enost tipa "oo — o0”. Ulomka razgirimo na na skupen imeno-
valec, seitejemo ter izra¢unajmo limito. Uporabimo e dejstvo, da je 22 — 3z 4+ 2 =

(r —2)(x—1).
i 1 1 i x? —3r+1
im - = lim = —00
e—2\ 2?2 —3x+2 x(r—2)2 a—2 x(x — 2)%(z — 1)

V zadnji limiti imamo %, kar nam da limito tipa ”%”. Ker gre stevec ulomka

proti —1, v ulomku pa z — 2, (zx — 1) — 1in (z —2)? | 0 (saj je (x — 2)% > 0), je
predznak ulomka v limiti vedno negativen, zato je limita enaka —oo.

(d) Zopet imamo limito tipa ”%”, kjer je ni¢la tako v §tevcu kot v imenovalcu v polinomu.

Uporabimo formulo za razliko potenc ter okrajsamo ulomek.

oam =1 (A a2+ l) 1414+
lim = lim = —
a—=l o —1 2=l (z—TJ(an 1+ 2+, . 4+2+1) 1+1+...4+1
m
1
_ =1

m
n

1

-

.
Il
—

(e) Tudi tokrat imamo limito tipa "%”, vendar tokrat nimamo niéel v polinomu. S pomo-
¢jo formule za razliko kvadratov (a — b)(a + b) = a® — b? razgirimo ulomek tako, bo
problem nicel le §e v polinomih.

lim\/1+2$_3*lim(\/1+2x_3)(\/1+2x+3)(\/§+2)
=4z =2 a=t (o —2)(VI+ 224 3)(Vr +2)
(+2-0)(F+2) _  eAE+2) _4

— hm = l1m =
a—=4 (x —4)(V1+2x+3) 24 (x—4)(\/1+22x+3) 3
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770077

(f) V primeru, ko imamo limito tipa , postopamo podobno kot pri ra¢unanju limit

zaporedij: Stevec in imenovalec ulomka delimo z z?.
3 i 1 + 1
lim 4('7” +2’“")'x c=lim £ —
aoo (24 =322+ 1) 12t 2013 4L

(g) Tokrat moramo najprej preoblikovati funkcijski predpis, da dobimo limito tipa 722",

) 3 z? , 232z + 1) 22222 — 1)
lim — = lim - =
z—oo \ 222 —1 2zx+1 z—oo \ (222 —1)(2x 4+ 1) (222 —-1)(2z+1)
~ lim %—i—m?’%—i—m . 3 + 12 1

=1 =
oo (222 — 1)(20 +1)  aoeo (222 —1)(2z +1) 4

(h) Tukaj bomo uporabili faktorizacijo: 24 —z = z(23 — 1) = 2(z — 1)(2%2 + = + 1).

@ — Ve (@ = Va) (@ V) (Va kD)
z—1 Jxr —1 a—=1 (o —1)(2? + x)(Vx + 1)
z(z—1)(2?+z+1)(Vz+1)

g 1‘ — 3
] (x —1)(22 + )
. . T T (\/xz—l—ar)(\/x2—1+x> .
(1) mh—>nolo ( . 1 x) - :clggo VaZ—l4z Il_}l’{.lo \/JT—i-ac =0

(j) V tem primeru ni treba ni¢ ra¢unati, limita je jasna. Ker gre 22 proti oo, gre tudi
Vx? — 1 proti oo. Prav tako gre proti oo tudi —z. Imamo limito tipa "oo + oo”.

lim (\/x2717x> = 00

T—r—00

(k) V tem primeru bomo uporabili znano funkcijsko limito hm sinz _ 1
—0 x

3 - sindx . sin3dzx
lim ——— =3 lim =
z—=0 3z 3z—0 3z
(k) Pri tej limiti uporabimo enakosti tg x = Zg;ﬁ in 1 —cos?z = sin%x.
: : l—cosx
. tgxr—sinzx LT ding , . 1—coszx
lim gig = lim € ——— = lim —%*— = lim ———— =
z—0  sin°x z—0  Ssmn°x z—0 sin”x z—0 cos x SIn” x
_ (1 —cosx)(l—i—cosx) . 1—cos’z
= lim = lim =
20 coswsin? z(1 + cosx) 20 cosz sin? z(1 + cosx)
. 1 1
= lim ==

z—0 cosx (1 +cosx) 2
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(1) Tudi tokrat imamo limito tipa ”%”. Vrednosti imenovalca sinz — 1 so v okolici §
negativne.

. 1
lim —— = -0
z—Z sinx — 1

4. Dolo¢i parametra a in b tako, da bo dana funkcija zvezna.
—2sinx ; < —F
f(x)=<Jasinz+b ; -FT<z<%
Cos T ; T=2 5
Resitev: Podana funkcija je zlepek treh zveznih funkcij fi(z) = —2sinz za 2 < -3,
fa(z) = asinr +bza —5 < < 5 in f3(z) = cosz za v > 5. Edini problem za zveznost
dane funkcije sta tocki x = —5 in x = 5. Nalogo lahko zlahka resimo grafi¢no.
x
Vidimo, da je primerna izbira za parametra a = —1in b = 1.
5. Doloéi parametra a in b tako, da bo dana funkcija zvezna.
arctan xiﬂ ;o x < —1
flx)=<azx+b ;o —1<x<0
sin(2x)
=0 y 0< .

Resitev: Podobno kot v prejsnjem primeru imamo tudi tukaj opravka s tremi funkcijami, ki

so zvezne, kjer so definirane: fi(z) = arctan 75 za z < —1, fo(z) =az+bza -1 <z <0

in f3(z) = j;‘(f;g za 0 < z. Zveznost v totkah z = —1 in = 0 bomo dosegli, kadar bosta
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veljali enakosti:

lim f(z) =f(-1) = lim f(z),

zT—1 zl—1
lim /() =/ (0) = lim /().

Zaradi zveznosti funkcije fo za —1 < x < 0 veljata enakosti

Q}iljllf(l') = C}ifiﬂl fa(z) = fa(=1)=b—a,

la%lf(ﬂ?) = lggolfﬂl‘) = f2(0) =b.

Izra¢unajmo preostali limiti:

T
li =1l = li t = 1li tant = —
1%151111(3;) x?ﬂ fi(x) m%lfll arctan im arctan 5

x4+ 1 t—o0

sin(2z) lim 2sin(2z)
=lim ———%

li =i =1l = =-1

3611101 f(z) éﬁ} fs(x) ;ﬂ)l 22 —2x 20 2z(x — 2)
Za zveznost v x = —1 mora veljati § = b — a, za zveznost vz = 0 pa —1 = b. Ko resimo
dobljen sistem dveh enacb za dve neznanki, dobimo ¢ = —1 — 5 in b = —1.
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6 Odvod funkcije

1. Odvajaj
(a) f(2) = so— 2+ —2u+4at—3, (f) f(z) = ceeteme,
(b) f(z) = 4V ~ 3Va2 + 23 - (g) f(z) =sin'z +cos'x
T + 2, (h) f(.%') _ esin(31)7

(¢) f(z) =e"cosz, (i) f(x) = (a2 +1)%sin(2z)
(d) flz) = %7 (j) f(z) = arctg i—i,

(&) flz) = /H2, (K)* f(z) = arctg —E—s

Resitev:

(a) Funkcijski predpis malce preoblikujemo, da dobimo f(x) = %:1:_2 — 2273 4+ 5275 —
2z + 42* — 3.
Pri odvajanju uporabimo najprej pravilo za odvajanje vsote, potem pa Se pravilo
odvajanja funkcije pomnozene s skalarjem. Spomnimo se, da je odvod konstante enak
0 in da velja 8¢ (z®)" = az®"!. Pri tem primeru zapiSemo vse korake.

/
72— 2273 4+ 527° — 2 + 4zt — 3> =

(:1:*2)/ -2 (xig)/ +5 (x75)/ —2(x) 44 (x4)/ =

_ <;x—2)' (=207 4 (507%) 4 (~20) + (4 + (~3) —
1
3
%(—2){2*1 —2(=3)2z7 4 5(=5)x 0 —2+4- 423 =

2 6 25 3
=——4+ — — 2+ 16z
33 + xt af +
(b) Tudi v tem primeru najprej preoblikujemo funkcijski predpis, da dobimo f(x) =
4z — 325 + 207 — 3273 + 2. Uporabimo vsa v primeru (a) opisana pravila, vendar
tokrat ne piSemo vseh korakov.

f’(x)_i_i_’_i+i
S Vr Y Vro 2Vl

(¢) V tem primeru uporabimo pravilo za odvajanje produkta

(f9) @) = F'@)g(2) + f(2)g'(2)
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in tabelo odvodov za izrac¢un obeh odvodov elementarnih funkcij.
f'(x) = (e cosz) = (%) cosz + €* (cosx) = e® cosx + e* (—sinz) = e (cos x — sin x)

(d) Tokrat uporabimo pravilo za odvajanje kvocienta

o (14 /_(1+x)’(1—x)—(1+x)(1—x)’_
f(””)‘<1_x) = (1—a) =
1—z—(1+z)(-1) 2

(1—x)? (1—z)?

/
(e) V danem primeru uporabimo pravilo za odvajanje kompozituma (goh) () = ¢ (h(x))-

W(z). Vlogo funkcije g(z) ima /2, vlogo h(z) pa £, Odvoda funkeij sta

1
PN

prvi faktor v pravilu za odvajanje kompozituma pa je enak

J(hz)) = (”‘"”) - !

g (x) i W(x) =

-2 ( to smo izrac¢unali v primeru (d)),
—z

1—=x 1+x'

11—z

Tako izratunamo:

Y A A N 2 -z 1
f($)_( 1—x>_2 Ttz (1—-2)2 Vi+z Q1-2)2

11—z

\/ -z 1 1
Va1 -2)? (1-2) VI-22(1-2)

(f) Poleg pravila za odvajanje kvocienta in tabele osnovnih odvodov tukaj uporabimo e
formuli za ra¢unanje s kotnimi funkcijami: sin? z+cos? z = 1in sin(2z) = 2sinz cosz .

() = (—sinz + cosz)(cosx — sinx) — (cosx 4 sinx)(—sinx — cosx)
- > -

cosx — sinx
( )

_ (cosz —sinz)? 4 (cosz +sinz)? 2

cos? x — 2cosxsinz + sin’ 1 — sin(2x)
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(g) V tej nalogi uporabimo e formulo cos(2z) = cos?z — sin® z.

f'(x) = 4sin® z cos x + 4 cos® z(—sinz) = 4sinz cos z (sin® z — cos’ ) =

= —2sin(27) (cos® z — sin® ¥) = —2sin(2z) cos(2x) = — sin(4x)

(h) Odvajanja kompozituma treh funkcij se lotimo podobno kot odvajanja kompozituma
dveh funkcij, z uporabo pravila za odvajanje kompozituma.

f(z) = e62) (sin(3z)) = e76?) cos(3z) - (3z) = 35762 cos(32)

(i) Najprej uporabimo pravilo produkta, potem pravilo kompozituma.

f(@) = (( 22 +1) ) sin(2x) + (z? 4 1) (sin(2z)) =
= 2(x% + 1)(2z) sin(2z) + (a: +1)%cos(2z) -2 =
= 2(z® + 1) (2sin(22) + (2% + 1) cos(27))
/
(j) Ker v funkciji nastopa izraz 1£, bomo uporabili rezultat iz naloge (d): (%f—;’;) =
- Tako dobimo:
1 2 1 2
) = ——— ~ -
_ (112)? PRV
(1—2x)2 2 1

T

Nt . _
(k)* Najprej odvajajmo g(x) = T

1 _ 9 —2z Vi1—z241—az? 4o
J(x) = S e - Vi-a? - 1+ V1 —a? —
(1+ 1 —22)2 (14+vV1—22)2  V1—22(1++V1—22)2
1

V1—22(1+ V1 —22)
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Zdaj pa izra¢unamo §e odvod funkcije f(x).

1 1
7@ = . _
1t () VIRV
- 1 . 1 _
L vy VI- @AY=

(1+m)2 .
(1+W)2+x2 VI—2(1+V1-22)

1+V1— 22 1
1+2vV1—22+1—22+22 1—z2
14V a2 I

T 21+vVI—a2) VI—22 2V/1- a2

2. Izracunaj enacbo tangente na graf dane funkcije v tocki xq:
(a) f(z) =2 +22+46, 20 =1,
(b) f(ﬂf) = COSZT, Tog = %7

(c) f(x)=3sinz +4cosz, z9g =0.

Resitev: Smerni koeficient tangente na graf funkcije f(z) v tocki xo je enak k = f'(zo).

(a) Najprej izracunamo odvod f’(z) = 2x + 2. Smerni koeficient tangente je enak k =
2142 = 4. Da izra¢unamo Se zacetno vrednost n v enacbi tangente y = 4x + n,
upostevamo, da se tangenta dotakne grafa funkcije v tocki 7°(1, f(1)) oziroma 7°(1,9).
To je toc¢ka, ki lezi tudi na tangenti, torej mora veljati 9 = 4-1+n, kar nam da n = 5.
Enacba tangente je tako y = 4x + 5.

(b) Odvod dane funkcije je f'(x) = —sinz, smerni koeficient tangente pa k = —@.
Manjka le Se zaetna vrednost n v enacbi tangente y = —@x + n. Tangenta poteka

skozi to¢ko T (%, %), torej mora veljati n = 3‘*'2%‘/3. Enacba tangente je tako y =
=g+ S
(¢) Odvod dane funkcije je f/(x) = 3cosx — 4sinx, smerni koeficient tangente pa k = 3.

zacetna vrednost pa n = 4. Enacba tangente je tako y = 3z + 4.

2 2

3. Pokazi, da se krivulji y = x — x* in y = ° — x sekata pravokotno.
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Resitev: Najprej opazimo, da sta obe krivulji (paraboli) y; = = — 22

2 1

= z(1 —x) in
Yo = x° — x = x(x — 1) simetri¢ni glede na premico x = 3, zato je dovolj pokazati, da se

v enem izmed dveh presecis¢ sekata pod pravim kotom. Vidimo, da obe paraboli sekata
abscisno os v 1 = 0 in x93 = 1, kar sta hkrati tudi presecis¢i parabol. Vzemimo npr.
preseCisce x1 = 0. Kot pod katerim se sekata krivulji, je enak kotu, pod katerim se sekata

tangenti na krivuljo v tocki presecisca. Ce se tangenti sekata pravokotno, mora za njuna

smerna koeficienta kq in ko veljati zveza k1 = _1712' Za izraCun obeh smernih koeficientov
potrebujemo najprej oba odvoda: ¢} = 1 — 2z in y5, = 2z — 1. V tocki 21 = 0 sta torej
smerna koeficienta enaka k; = y1(0) = 1 in ko = y5(0) = —1. Paraboli se res sekata pod

pravim kotom.

4. Doloci skalar a tako, da bo graf funkcije f(z) = arctg (ax) sekal x os pod kotom %.

v

Resitev: Najprej poglejmo kje je presecisce grafa funkcije f(x) z osjo x, torej kje so nicle
funkcije f(z). Te bo funkcija dosegla, ko bo f(z) = 0 oziroma arctg (ax) = 0, torej a = 0
ali x = 0. Prva moZnost nam vrne nicelno funkcijo (saj je f(z) = arctg (0z) = 0, ki
pa z abscisno osjo oklepa kot 0), kar pa za nas ni zanimivo. Ce zelimo, da graf funkcije

f(x) seka x os pod kotom %, mora za smerni koeficient tangente v tocki preseciica veljati

kr =tg § = V3 ali kr = tg (—%) = —+/3. Izra¢unajmo odvod f'(z) = ~—%— in smerni

14-a222

koeficient tangente v tocki x = 0: kp = f/(0) = T4g = a. Veljati mora torej a = +4/3.

5. Poisci globalne ekstreme na danem intervalu.
(a) f(x) =23+ 322 na [-1,1],
(b) f(z) = arctg (2> — 1) na [-1,v2],
(¢) f(x) =+ 2z nal0,4].

Resitev: Pri vseh treh primerih se bomo naslonili na izrek, ki pravi, da se globalni ekstremi
funkcije na [a,b], ki je zvezna na danem intervalu in odvedljiva na (a,b), nahajajo ali v

.....

(a) Odvod dane funkcije je f'(z) = 322 + 6x. Stacionarne tocke ima dana funkcija, ko
velja 0 = 322 + 6z = 3x(x + 2), torej v #1 = 0 in 29 = —2. Ker z2 ne lezi na [—1,1],
jo zavrzemo. Kandidati za globalne ektreme so tako z1 = 0, kjer je f(0) =0, a = —1,
kjer je f(—=1)=—-14+43=2inb=1, kjer je f(1) =1+3 =4.
Funkcija f doseze globalni minimum 0 v 27 = 0, globalni maksimum 4 pa v desnem
krajiséu b = 1.

(b) Odvod dane funkcije je f'(x) =
pogoju 0 = m, torej v 1 = 0. Kandidati za globalne ektreme so tako x1 = 0,

kjer je f(0) = arctg (—1) = =7, a = —1, kjer je f(—1) = arctg 0 =0in b = V2, kjer

H(ﬁf“f_l)% stacionarne toCke ima dana funkcija pri
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je f(V2) =arctg 1 = Z.
Globalni minimum —7 doseze funkcija f v x1 = 0, globalni maksimum 7% pa v desnem

krajiscéu b = /2.

(¢) Odvod dane funkcije je f/'(z) =1+ ﬁ Ker je prvi odvod vedno pozitiven, funkcija
vedno naraséa in nima stacionarnih to¢k. Minimum odéitno doseZze v levem, maksimum
pa v desnem krajis¢u intervala.

Funkcija f doseze globalni minimum f(0) =0 v 21 = 0, globalni maksimum f(4) = 8
pa v desnem krajis¢u b = 4.

057520

Regitev: Funkcija naraica tam, kjer je f’(x) > 0. Ker je f'(x) = 322 — 3 = 3(z% — 1),
funkcija f narag¢a tam, kjer je 22 — 1 > 0 oziroma na intervalu (—oo, —1) U (1,00). Pada
pa na intervalu (—1,1).

7. 1z 40 cm dolge Zice oblikuj pravokotnik z najve¢jo mozno ploséino.

Resitev:

Plos¢ino pravokotnika s stranicama x in y izra¢unamo:

P = P(z,y) = vy.

Ker pa je obseg tega pravokotnika 2z + 2y = 40, velja
y = 20 — x. Zato lahko izrazimo plos¢ino kot funkcijo ene
spremenljivke

v p(z) = P(2,20 — ) = 2(20 — ) = 20z — 2.

Funkcija p(x) je kvadratni polinom, za katerega vemo, da doseZe maksimum v temenu (saj
je njegov vodilni koeficient negativen), le-to pa je na sredi med obema ni¢lama. Nicli sta
x1 = 0 in z9 = 20, kar pomeni, da doseze funkcija p maksimum v = = 10. Tako je
y=20—10 = 10.

8. Imamo enakokraki trikotnik z osnovnico ¢ in vi§ino h. Vértaj mu pravokotnik z
osnovnico na stranici ¢ tako, da bo plo§¢ina najvecja.

Resitev:
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V]
[\ClfeY

Dovolj je, da reSimo problem trikotniku vértanega pravokotnika kot je narisano na desni
skici (torej le na polovici trikotnika). Plos¢ino pravokotnika izrazimo kot funkcijo dveh
spremenljivk P(z,y) = zy. Opazimo, da se na desni skici nahajata (vsaj) dva podobna
trikotnika: na skici sta oznafena z modro in rde¢o barvo. Vemo, da je se razmerje stranic
v podobnih trikotnikih ohranja, zato velja, da sta kateti modro oznacenega trikotnika v
istem razmerju kot kateti rdece oznacenega trikotnika. Ce to zapiSemo v obliki enakosti,
lahko izrazimo z z y.

& X
—:th=—=:(h—

5 5 (h=y)
2__2 Co(h —
. h_y/ (h—y)

h —

C(hy):l,

Zdaj se plos¢ina izrazi kot funkcija ene spremenljivke:

C(h—y)’y> _ch—y)

p(y)=P< - - yzgy(h—y)-

Tudi v tem primeru smo dobili kvadratni polinom z negativnim vodilnim koeficientom, ki
doseze maksimum na sredi med obema ni¢lama y; = 0 in y2 = h, torej v y = % Sedaj
izracunamo Se x:
c(h—%) & ¢
T = . =% "3

9. Tovarna izdeluje literske konzerve v obliki pokonc¢nega valja (brez pokrova). Ko-
lik8no mora biti razmerje med polmerom 7 in visino v konzerve, da bo plo¢evina

najbolj racionalno izkoris¢ena?

Resitev:
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Povrgino zgoraj odprtega valja izratunamo kot vsoto plos¢ine
osnovne ploskve in povrsine plasca valja (obseg osnovne ploskve
pomnozen z visino valja):

P = P(r,v) = nr? + 2mwrv.

Pri vnaprej dolo¢eni prostornini valja (1 1) velja V = 1 = ar?v iz &esar lahko izrazimo
v = # Sedaj lahko formulo za povrsino konzerve izrazimo kot funkcijo ene same spre-
menljivke:

r

1 , 2
p(r)zP(r,ﬂ_TQ> =7r°+ —.

Tokrat is¢emo lokalni minimum (zvezne in odvedljive) funkcije ene spremenljivke na od-
prtem intervalu (0,00). Na obeh robovih intervala dobimo ekstremne vrednosti, saj sta

limiti:
. 9 2 ) ) 9 2
Iim(|(7r“+—-] =00 in Iim (7mr“+ - | = 0.
rl0 r T—00 r

Ker je funkcija p(r) zvezna, mora ocitno nekje obstajati njen minimum. Ker je poleg
zveznosti e odvedljiva, je ta minimum v stacionarni tocki. Izra¢unajmo jo.

2 mrd —1 1
/ 3
r)=2mr— — =2 =0& r=4{—
pr) r2 r2 0
9 . « o . P . . .. _ 1 _ 1 _ 1
Izracunajmo Se visino valja po zgoraj izpeljani formuli: v = —5 = A {’/;

Iskano razmerje med visino in polmerom konzerve je tako r: v =1:1.

10. S pomodjo odvoda pokazi, da za vsak = > 0 velja
7= 1l
Inxz >
x
Resitev: Prepi§imo neenac¢bo v obliko
-1
Inx — >0.

T

Poimenujmo funkcijo, ki nastopata na levi strani dobljene neenacbe f(z) = Inz — “”7_1
Tako definirana funkcija je zvezna. Opazimo Se, da velja f(1) = 0. Torej poteka graf
funkcije skozi tocko (1,0). Naprej si bomo pomagali z obnaSanjem funkcije, ki ga od¢itamo
iz prvega odvoda:
1 z—(z-1) 1 1 =z-1
flla)y=--—F—=—--5 =",

T T T x T
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Kerjeza0 <z <1 (0oz. x—1<0) f(x) <0, funkcija f(z) pada. Za xz > 1 (0z. x—1 > 0)
velja f/(z) > 0 in zato funkcija f(x) narasta. V to¢ki z = 1 ima funkcija f minimum, zato

velja f(z) >0

11. S pomod¢jo I’'Hospitalovega pravila izra¢unaj limite
li Inx . V14+2x—3
(a“) xl_{]é.lo x (k) 31;1121 \/5_2 )
(b) lim(zlnx), . 22—/
z)0 (1) }/‘l_ﬁnl Va—1"
g tanz—sinx
(C) ig% r—sinz (m) il_I)I%) ta2?n32n$7
1 1 Q —x—92
(@) tim (3~ z51), () lim a2,
Ii rcosxr—sinx . sin(32)
(e) Ilg(l) = ) (0) ill)% (82)
1
(0 lim (35 - ), (p) lim S m,n € R, n #0,
. (z=1)v2—2z sin(4x)
(2) 3131211 21 (a) igom 1
. 1 1 li sin x
(h) :ll_% (x(x—2)2 x2—3x+2)’ (I‘) xl—rﬁ) a? =2z’
. . . t —qi
(i) lim Z5=F, mn €N, n #0, () lim SRS,
2 q 71
(J) xll)rglo I4x3m%‘+17 (t) il—I)I%) l—cosz*
Resitev:

(a)

(b)

()

(d)

Prva limita je primerna za uporabo I’'Hospitalovega pravila (saj imamo nedolo¢enost
tipa ”2").

17 H im
T—00

g 1=

= lim 1 =0
Tr—r0o0

lim
T—>00
Pri tej limiti je treba najprej preoblikovati funkcijski predpis, da dobimo nedoloéenost

primernega tipa (t.j. tipa "2’ ') gele potem uporabimo "Hospitalovo pravilo.
1

=—limx=0

lim(zlnz) = lim 4% Ine ! " im
zl0 z)0

z0 E zl0 *_72

Za nedolo¢enost tipa ” 0 ni potrebe po preoblikovanju funkcijskega predpisa.

1 l—cos” x
lim tanz—sinz lH lim . lim —==2z — lim (1—cos x)(14cos x+cos? x) —3
I—0 *—sinz 70 1—cosw s l—cosz 20 cos? z(1—cos )

Tudi tukaj je potrebno preoblikovanje funkcijskega predpisa, da dobimo nedoloc¢enost
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primernega tipa (tokrat tipa ” 0 ). L’Hospitalovo pravilo moramo v tem primeru
uporabiti dvakrat.

im (L — L) = im &ztze Wy, et UH e 1
lim (3 - o) =l S iy e M o =

(e) V tem primeru bi lahko uporabili tudi znano limito hn% S‘gx = 1. Mi bomo primer v
T—

celoti resili s pomodjo ’'Hospitalovega pravila.

lim Zcosz— sin x lﬁ lim Cosx—x;igm—cosx 1 lim Sinz l/:H _% li Colsac — _%

z—0 z z—0 z 3250 7 z—0

. . glng—(z—1) UH ;. UH . 1
(f) lim (L_%) :th(f) I TS E L T S

a1 \T~1 n -1 (z=1)nz z—1 nz+l—2 a1 3+ 2

c s —1)v2— - U'H .. .
(g) Ker v limiti lim (96;52)7_1% velja lim /2 —x = 7 = lim ﬁ = % je
T—1 z—1 T—1

. (=12 —x x—1 1 1
lm————=1lm —— -limVv2—-z==--1=—.

z—1 1’2 -1 z1lx2 —1 251 2 2
L’Hospitalovo pravilo bi lahko uporabili tudi neposredno na prvi limiti, vendar bi bili
odvodi funkcije v §tevcu neprimerljivo bolj zapleteni. Tudi tukaj uporaba I’'Hospitalovega
pravila ni edini nac¢in za reSevanje, saj se da isto limito izra¢unati s krajSanjem polino-
mov iz Stevca in imenovalca. Podobno bi lahko postopali tudi v naslednjem primeru.

m_1 lH xm—l
(h) lim S = lim S =%
: : B4 UH . 3241 lH 6z UH .. 6 _
() Jim w5 = i asme = Mmoo =0
2
(J) lim V14+2x—3 l:H lim 2\/11-0»210 — lim N _ 4
a4 VT2 T4 3 E a—d V1i+2z 3
2_ 14 . 2z - 91
(k) hmmﬁf:hm S =52 =3
r—1 z—=1 377 2
o)
tanz —sinz sin:z:( — ) 1—cosx rH
— : COS T — : =
lim ————— = lim — =lim ———— =
z—0 sin” x z—0 sin” x z—0 cosx sIn“ x
VH sinx 1 1
= lim P = lim e ——
2—0 — sin® & + 2sin x cos 2—0 —sin? x + 2 cos 2
. 2_p 9o l'H 22—1
m) lim Z322°'2 |im 21— 1
( ) T——1 3—|—1 r——1 3332

T

. sin(4z) UH . 4cos(4x)
o) lim ——% = lim ——~ =8
( ) z—0 Ve+i-=1 z—0 L

(p) 11m sm T l

1
T—0 T°—2x 0 222 2
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(a)

2sinx

iy (0 ST g STy SR sing gy
z—0 ;L‘3 z—0 31’2 x—0 6x
4 2 2
VH . 2 cos mt(G)SSénz T cos®x 4 cosx %_'_ 1 1
= lim = = —
z—0 6 6 2
2 i 2
: et —1 UH 1. ope
(r) :ll_% l—cosxz — Jljl_f)I[l) sin x
.. 2 . . i I'H . .
Ker velja lim e*” = 1 in lim #2£ = lim <2 =1, velja
z—0 z—0 % z—0 1 ’
2
. 2xe® . 2 . T
lim — =2-lime” - lim — =2
z—0 SInx x—0 z—0 SIn T

12. Za vsako naslednjih funkeij dolo¢i naravno definicijsko obmodje, nicle, lokalne ek-
streme, prevoje, intervale naras¢anja in padanja ter konveksnosti in konkavnosti.
Razis¢i obnasanje funkcije na robu definicijskega obmocja in ¢imbolj natanéno narisi
graf funkcije.

(a) flz)= &2 () f(z) = arctan (25)

(b) f(z) = L2 () f(z) = arctan (52})

Resitev:

(a) flo) = &3
Funkcija f je racionalna funkcija, saj sta si polinoma v §tevcu in imenovalcu tuja.

e Funkcija je definirana takrat, ko je definiran ulomek, t.j., ko je imenovalec ulomka
razlicen od 0. V 2 = —1 je torej pol sode stopnje (saj je —1 dvojna ni¢la polinoma
(z +1)?). Definicijsko obmodje je Dy =R\ {—1}.

e Funkcija f ima ni¢lo (lihe stopnje) v x = 1.

e Pogevno asimptoto dolo¢imo tako, da delimo polinoma (z—1)3 = 23 —322+3z—1
in (z+1)2=2%+2r+1.

12 4
( a3 — 322 +3x—1):(w2+2x+1):x—5+x7+
3 2 $2+2$+1
—x° — 2 —x
— 52 422 —1
522 4+ 10z + 5
12z 4+ 4
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PoSevna asimptota je premica y = x — 5. Graf naSe funkcije jo seka, ko je

12 4+4 =00z == —%, torej v tocki (—%,—%). Obnasanje v okolici pola

v ¢ = —1 raziemo s pomocjo limit lim, _; f(x) = lim, % = —00 In
3

limgyq f(x) = limgp % = —o0o. V obeh primerih gre $tevec ulomka proti —8,

imenovalec pa k 0 (iz pozitivne smeri).

e Izracunajmo prvi odvod™]
3(x—1)2%(x+1)2—(x—1)32x+1) (z—1)>2(x+5)

f'w) = (z + 1) T (@1 1)

- Stacionarni to¢ki dobimo, ko je f'(z) = 0, torej v z = —5 (f(-5) = —%)
imvae=1

- Ker sta izraza (z — 1)? in (z + 1) za vse z iz Dy vedno nenegativna, je
f'(z) > 0 natanko tedaj, ko je % > 0. To neenacbo lahko zapisemo tudi v
obliki (x4 5)(x+1) > 0 (prejsnjo neenac¢bo pomnozimo s pozitivnim izrazom
(x41)2). Regitev dobljene kvadratne neenacbe so pa vsa realna Stevila iz unije

intervalov (—oo, —5) U (=1, 00). Funkcija torej naraséa za x € (—oo, —5) U

(—1,00).
- Funkcija pada za z € (—5,—1).
\Y% toél‘d (— ,—%) ima funkcija f torej lokalni maksimum, v toc¢ki (1,0) pa ima
prevoj.

e Izratunajmo drugi odvod™]

F'(x) = (2<JJ —1(z+5)+ (z— 1)2) (x4+1)3—(z - 1)%(z +5)3(x +1)? _

(z+1)°
24z 1)
=t

- Kandidati za prevoj so tocke, za katere je f”(x) = 0 to je x = 1, za njo pa
smo ze prej ugotovili, da je prevoj.

- Ker je (x+1)* vedno nenegativen, je f”(x) > 0 natanko tedaj, ko je z—1 > 0.
Torej je funkcija konveksna za z € (1,00).

- Funkcija je konkavna za x € (—o0,1) \ {—1}.

e Graf. (Zaradi lepSe skice enote na obeh oseh niso enake.)

!3Ker nas zanima le kdaj je vrednost prvega odvoda ni¢elna/pozitivna/negativna, je najbolj ugodno, da ga
zapiSemo v faktorizirani obliki. Tako lahko iskane podatke zgolj od¢itamo.
MTydi tukaj tezimo k faktorizirani obliki.
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<

Il I A e ]

2

(b) fla) =5

e Funkcija je definirana takrat, ko sta definirana ulomek in koren hkrati. Ulomek je
definiran pri x # 0, koren pa, ko velja 1—22 > 0, t.j. za z € [—1,1]. Definicijsko
obmodje je Dy = [-1,1] \ {0}.

e Funkcija f ima ni€li v 219 = £1 (torej na robu definicijskega obmodja).

e Obnasanje v okolici pola razis¢emo z limitama

V1— 22 N
lim f(x) = lim Y= — 5o in lim f(x) = lim Y- = .
z]0 z|0 T 10 10 T

V obeh primerih gre Stevec ulomka proti 1, imenovalec pa k 0, vendar gre imeno-
valec pri prvi limiti proti 0 iz pozitivne strani (saj x | 0), pri drugi pa iz negativne
strani (saj x 1 0).

e Izracunajmo prvi odvod.

N - e 1

x? x? 221 — 22

- Stacionarnih toc¢k dana funkcija nima in zato tudi nima lokalnih ekstre-
mov.

- Funkcija ves ¢as pada, saj sta 22 > 0 in /1 — 22 > 0 in zato je f'(z) < 0.
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e Izracunajmo drugi odvod.

1'(x) =

—5L=a?)”

g(—Za:)))

2(1 — 2?) — 22

2 — 3a?
23(1 — 22)V1 — 22

- Kandidata za prevoj sta z12 =

+ %, saj ustrezata pogoju f”(x) =
0.

- Funkcija je konveksna, ko je

f"(x) > 0. Ker sta 1 — 22 in
V1 — 22 vedno nenegativna (saj je
x € Dy), je f"(x) > 0 natanko te-

a2 .
% > 0. To neenacbo

daj, ko je
lahko preoblikujemo v neenacbo
(2 — 32%)z > 0. Ce skiciramo graf
kubi¢nega polinoma, ki nastopa na
levi strani neenacbe, odéitamo re-

Sitev neenacbe: (—oo,— %) U

(0, %) Funkcija je konveksna

zZa x € (—1,— %)U(O, %)

N (1 —22)W1—22 231 —22)V1—a2

- Funkcija je konkavna za x € (—\/g, O) U <\/g, 1).

Funkcija f ima prevojav z =+ %, f <i\/g> = i72

sistema, zato je oznalen le prevoj, ki lezi v prvem kvadrantu.)

e Graf: (ker je funkcija liha, je graf simetricen glede na izhodis¢e koordinatnega
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(¢) f(x) = arctan <£>

e Funkcija je definirana takrat, ko je definiran ulomek, torej, ko velja x # 2. Defi-
nicijsko obmodje je Dy =R\ {2}.

e Funkcija f ima ni¢lo v z = 0.

e ObnaSanje na robu definicijskega obmo¢ja razis¢emo z limitami lim, o f(z),
limgqo f(2), imy—oe f(2) in lim,—, o f(x). Preden jih izra¢unamo pa skicirajmo
graf funkcije g(x) = %5,
g(z) ima ni¢lo pri x = 0 in pol pri z = 2 (oba lihe stopnje). Vodoravna asimptota
jey = 1 (saj sta polinoma v imenovalcu in §tevcu iste stopnje z enakima vodilnima

s katerim si pomagamo pri limitah. Racionalna funkcija

koeficientoma).

Y ‘ Iz dobljenega grafa odc¢itamo vredno-
| sti limit
| lim g(x) = oo, lim g(x) = —oo0,

o= | i () = o, i g()
e |
s I P lim g(z) =1in lim_g(z) = 1.
x
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Sedaj izratunamo limite:

laggl flz) = hm arctan (

x2>:

lim f(z) = 11m arctan ( 2)

12

\_/
Il
H;‘:] N [\)\:]
:j

lim f(z) = hm arctan <

T—00

lim f(z)= lim arctan(

T—r—00 T—r00

\_/
Il

e Prvi odvod.

Fla) = 1 -2 1 -2 2
- 2\ (22 @2 T T w22t

- Stacionarnih toc¢k dana funkcija nima in zato tudi nima lokalnih ekstre-
mov.
- Funkcija ves ¢as pada, saj velja (z — 2)? + 2% > 0 in zato f'(x) < 0.
e Drugi odvod.

@ = (~pra) = (i) -

—1y/ 2r — 2 2(x —1
—((@* =20 +2)7") = (22 — 22 + 2)2 - (x2(2x+)2)2'

- Kandidat za prevoj ustreza pogoju f”(x) = 0, torej x = 1.
- Funkcija je konveksna, ko je f”(z) > 0. Ker velja (22 — 22 +2)2 > 0 je
f"(z) > 0 natanko tedaj, ko je z — 1 > 0, oz. = > 1. Funkcija je konveksna
za x € (1,00) \ {2}.
- Funkcija je konkavna za x € (—o0, 1).
Funkcija f ima prevoj vz =1, f (1) = arctan(—1) = —

ISR
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e Graf.

f(x) = arctan (

[\ ‘
~—

T
r—

(d) f(z)= arctan <i;f1>
e Funkcija je definirana takrat, ko je definiran ulomek, torej, ko velja x # +1.
Definicijsko obmodje je Dy = R\ {£1}.
e Funkcija f nima nicel.

e Ker velja f(—z) = arctan (E:igiﬂ) = arctan <

ﬁﬂ) = f(z), je funkcija soda.

To dejstvo bomo uporabili pri nadaljnem rac¢unanju, t.j. naredili bomo izra¢une
za ¢ > 0 in potem sklepali na to, kaj se dogaja pri x < 0. Graf funkcije je
simetri¢en glede na os .

¢ Obnasanje na robu definicijskega obmoéja razis¢emo z lim, |1 f(z) (: limp 4 f(a:)),
limg4q f(x) (: lim,| 4 f(:c)) in limy 00 f(2) (: limg oo f(x))

Preden jih izracunamo pa skicirajmo
Yy graf funkcije g(x) = i;ﬂ,
si pomagamo pri limitah. Racionalna
funkcija g(x) nima ni¢le in ima pola
pri x = +1 (oba lihe stopnje). Vodo-
ravna asimptota je y = 1 (saj sta poli-
noma v imenovalcu in Stevcu iste sto-
pnje z enakima vodilnima koeficien-

toma). Ordinatno os seka priy = —1.

s katerim
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1z dobljenega grafa od¢itamo vrednosti limit

] =1
;ﬁlg() 00 = xgnlg()

] — co=1
;?fg() 00 ximlg()

lim g(z) =1in lim g(z)=1.

T—00 T—r—00

Sedaj izra¢unamo limite:

2
1
1;?11 f(z)(= a}%r_nl fz) = 1;&1 arctan % = g,
22
1
lim /(a)(= lim f(2) = limaretan 52— = =7,
22
i i . +1
lim f(2)(= lim_f(2)) = lim arctan = = 7.
e Prvi odvod.
f(z) = ! 2z(2® — 1) — 22(2® + 1) 27% — 202277 — 2z
N 2’ 2 _ 2 = 2_1)2 2 2 =
o+l r* —1 @212+ (@241)2 (2
bt <£2j1> ( ) e g O
$472ff+1+x4%+1 o2t A1
- Stacionarno to¢ko ima dana funkcija v oz = 0, f(0) = arctan(—1) = —7.

- Funkcija pada, ko je z € (0,00) \ {1} (saj je v tem primeru f'(z) < 0).
- Funkcija narasca, ko je x € (—o0,0)\{—1} (saj je v tem primeru f'(z) > 0).
V stacionarni tocki ima naga funkcija lokalni maksimum.

e Drugi odvod.

[P N NP Sk P St SNPA. Cit
x4+ 1 (xt +1)? (zt +1)? (xt +1)?

- Kandidata za prevoje (f”(z) = 0) sta z = i%\/g.

- Funkcija je konveksna, ko je f”(x) > 0. Ker velja (z* +1)2 > 0 je f"(z) >0
natanko tedaj, ko je 3z* —1 >0, oz. x € ( —o0, —4%/?: U (%,oo). Funkcija

je konveksna za = € (—oo, éﬁ) ( ) \ {1},
e 1 1
- Funkcija je konkavna za x € (—%, 473).
1 1) _ 1 fi —
Funkcija f ima prevoja v x = +—-= 7 f(f> = f( %> = arctan TS

arctan ‘[\7% = arctan (—2 — \/§) = —arctan (2 + \/3)
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e Graf. (Na grafu so zaradi sodosti oznacene le specifi¢ne tocke pri x > 0.)

Yy
f(x) = arctan (fzf}) 3 3
g |
//jzlr ,,,,, K
77777 | 1
-1 V311 2
T T -r
Tq |
— arctan (2+\/§) %\
. —35 |
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