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V c¢lanku pokazemo, kako lahko vrsto Zp f(p~?) izrazimo z Riemannovo funkcijo
zeta, Ce je f holomorfna funkcija in vsota tece po vseh prastevilih. V nadaljevanju se
ukvarjamo z analiti¢nimi lastnostmi takih funkcij.

ON SOME RELATION BETWEEN THE RIEMANN ZETA FUNCTION
AND PRIMES

In the article we demonstrate how to express the series ) i (p~?) in terms of Riemann
zeta function, where f is a holomorphic function and summation goes through primes.
Next we study analytic properties of such functions.

Uvod

Riemannova funkcija zeta je definirana kot funkcijska vrsta
1
(=3 1)
n=1
kompleksne spremenljivke s. Kot funkcijo realnega parametra jo je obrav-
naval ze Leonhard Euler (1707-1783). Njemu tudi pripisujemo odkritje
neskonénega produkta za funkcijo ¢(s)

) =Tl )
» p
kjer smo s p oznacili elemente iz mnozice prastevil. Kot funkcijo kompleksne
spremenljivke pa jo je obravnaval sele Georg F. B. Riemann (1826-1866)
v ¢lanku Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebemen Grisse,
objavljenem leta 1859. Ce oznac¢imo s = o + it, potem je za o > 1 vrsta (1)
absolutno konvergentna; prav tako velja enakost (2). V ¢lanku je Riemann s
posebnimi prijemi kompleksne analize in lastnostmi funkcije gama funkcijo
(1) analiti¢no razsiril na C\ {1}. Kot posledico razsiritve je dobil znamenito
funkcijsko enac¢bo
s

C(1— s) = 2(2m)°T(s) cos (3) C(s). (3)
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Od takrat so odkrili Se precej dokazov enacbe (3). Nekaj od teh jih bo bralec
nasel v [7, §2].

Z Eulerjevim produktom (2) slutimo, da je funkcija ¢ povezana s praste-
vili. In res, na njem sloni prastevilski izrek

1
lim 7(x)logx
T—00 T

=1,

kjer 7(x) oznacuje Stevilo prastevil, ki ne presegajo x. Ob studiju funkcije
zeta in prastevilskega izreka pogosto naletimo na zvezo

o0

= log C(S)7 (4)
b et npns

ki se pojavlja v dokazu Jacquesa S. Hadamarda (1865-1963) in Charlesa
J. G. N. de la Vallée Poussina (1866-1962), da razsirjena funkcija ((s)
nima nicel na premici o = 1 [7, str. 46] in je eden od klju¢nih elementov
dokaza prastevilskega izreka.

Vprasanje, kje lezijo nicle funkcije ((s), je v tej teoriji zelo pomembno.
Naj bo N(T) stevilo nicel funkcije ((s) na obmocju {z € C: 0 < R(z) <
1,0 < ¥(z) < T}, N(op,T) stevilo nicel na obmocju {z € C: R(z) > 00,0 <
S(z) < T} in No(T) stevilo nicel na {z € C: R(z) = 1/2,0 < ¥(z) < T'}.
Iz enakosti (2) sledi N(1,7) = 0 za vsak T" > 0. Preko funkcijske enacbe
(3) opazimo, da so tocke s = —2k za vsak k € N edine nicle v polravnini
o < 0. Te ni¢le imenujemo trivialne nicle. Vse preostale netrivialne nicle
lezijo v pasu 0 < o < 1. Slovita in Se ne reSsena Riemannova domneva
sprasuje, ali vse netrivialne nicle funkcije zeta lezijo na premici o = 1/2,
kar je z zgornjimi oznakami ekvivalentno trditvi N(7) = No(T) za vsak
T > 0. Takim ni¢lam pravimo kritiéne. Ze Riemann je napovedal naslednjo
asimptoti¢no formulo! [7, izrek 9.4]

_T

N(T) = 27

T
log e + O(logT),
katere dokaz je leta 1905 podal Hans C. F. von Mangoldt (1854-1925).
Angleski matematik Godfrey H. Hardy (1877-1947) je v prid Riemannovi
domnevi leta 1914 dokazal, da je kriti¢nih nicel neskonéno mnogo. Sedem
let kasneje je v sodelovanju z Johnom E. Littlewoodom (1885-1977)
dokazal, da obstajata konstanti 4,7y > 0, tako da velja

No(T) > AT (5)

'Oznaka f(x) = O(g(x)) za realni funkciji f,g, definirani na neki domeni D C R,
pomeni, da obstaja konstanta C' > 0, da velja |f(z)| < Cg(z) za vse z € D.
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za vse T > Tpy [7, izrek 10.7]. Harald A. Bohr (1887-1951) in Edmund
G. H. Landau (1877-1938) sta leta 1914 dokazala [7, izrek 9.15(A)]

N (o, T) = O(T) (6)

za vsak fiksen o > 1/2. To je izboljsana Riemann-von Mangoldtova formula
za primer tistih morebitnih nicel, ki lezijo desno od kriti¢nih.
Preko (4) se da izpeljati

Lo M g cem), ©

P n=1

kjer se vrsta na levi imenuje prastevilska funkcija zeta, p(n) pa je Mobiu-
sova funkcija, imenovana po nemskem matematiku Augustu F. Mdbiusu
(1790-1868).

V élanku bomo posplosili zvezo (4) oz. (7) na primer sumacije f(p~*")/n
oz. f(p~®), kjer je f(z) holomorfna funkcija v okolici 0, za katero velja
f(0) = 0. V nadaljevanju bomo z uporabo podobnih ocen kakor (5) in (6)
raziskali analiti¢ne lastnosti funkcije ZZZ(]?_S ).

Prva posplositev
Naj bo f(z) holomorfna funkcija na domeni Q C C, ki vsebuje tocko 0, in

naj velja f(0) = 0. Vemo, da se funkcijo lahko zapise v obliki potenéne
vrste

fz) = anz" (8)

s konvergen¢nim radijem R(f).

Lema 1. Naj bo f(z) oblike (8) s konvergencnim radijem R(f). Potem za
|z| < min{1,R(f)} velja

* < e

—ap log(l —2") = -

n=1 n=1

(9)
Dokaz. Spomnimo se znane potencéne vrste
~log(l-2)= -, (10)
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ki konvergira za |z| < 1. Radi bi pokazali, da velja

00 0o 0 mn 0o 0 mn 00 n
—ap log(l —2") = ap— = an = f=")

n=1 n=1m=1 m m=1n=1 m n=1

za |z| < min{1,R(f)}. Prviin tretji enacaj sledita iz definicije dvakratnih
vrst in definicije funkcije f(z), torej je treba dokazati veljavnost drugega
enacaja. Izberimo poljuben |zo| < min{1,R(f)}. Cauchyjev izrek o dvakra-
tnih vrstah [6, str. 143] nam zagotavlja, da je dovolj preveriti konvergenco
druge vrste v zg, pri kateri zamenjamo ¢lene z absolutnimi vrednostmi

jan| === —an|log(1 — |2|"). (11)
n=1m=1 m n=1
Naj bo N € N tak, da je |z0|V < 1/2. Ker za |z| < 1/2 velja ocena
[log(1 + 2)| < 2|2], (12)
sledi
o0 [oe)
|an|[log(1 — [20]™)] < 2|an||20]™.
n=N n=N

Majoranta konvergira, saj je |zo| < R(f). S tem konvergira tudi dvakratna
vrsta (11). Enakost (9) je s tem dokazana. n

Neposredno iz (1) za o > 1 sledi

I¢(s) =1 < ¢(o) — 1.

To pomeni, da slika polravnine o > 2 funkcije ((s) lezi v enotskem disku s
sredis¢em v 1. To dejstvo zagotavlja obstoj holomorfne funkcije log {(s) na
obmo¢ju o > 2. Iz (2) za o > 1 sledi

log((s) =~ log(1—p~7). (13)

Fiksirajmo oo > 1. Z uporabo ocene (12) dobimo

[log(1—p%)| < 2p 7% < o0
p p

za vse 0 > og. Weierstrassov M-kriterij nam pove, da vrsta v (13) konver-
gira enakomerno na kompaktih na obmoc¢ju ¢ > 1, zato je na tem obmocju
holomorfna funkcija. Torej je funkcija log ((s), definirana s (13), holomorfna
na polravnini o > 1.

Opazimo lahko, da nam kombinacija enacb (10) in (13) da enakost (4).
Naslednjo trditev imamo lahko za posplositev te enakosti, saj jo dobimo s
postavitvijo f(z) = z.

204 Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 6



O neki zvezi med Riemannovo funkcijo zeta in prastevili

Trditev 2. Naj bo f(z) oblike (8) in s = o + it. Potem na polravnini
o > X([), kjer je

_ L R(f)>1/2
x(f) = {Z—:logz R(f), R(f)<1/2,

velja enakost
o) f (pfsn) o
— = ap log {(sn). (14)
p n=1 n=1

Ce obstaja tak N € N, da je a, = 0 za vsak n < N, potem zgornja enakost
velja na polravnini o > N~1x(f). Funkcija, ki jo doloé¢a dvakratna vrsta, je
na tem obmocju holomorfna.

Dokaz. Fiksirajmo oo > x(f). Potem je [p~*| < 27X() < min{1,R(f)} za

—S

vse o > o0g in vsa prastevila p. Zato lahko uporabimo lemo 1 za z = p~° in
dobimo - -
—Ssn 1
7f (pn ) = an log T poen
p n=1 p n=1 p
Iz enakosti (13) dobimo
o0 1 o0
an, log T = ap log {(sn).
n=1 p n=1

Ce pokazemo, da zgornja dvakratna vrsta, pri kateri zamenjamo ¢lene z
absolutnimi vrednostmi, konvergira za vsak ¢ > o¢ in je majoranta odvisna
le od g, bo sledila enakost (14) in holomorfnost funkcije, ki jo doloca ta
dvakratna vrsta. Ker je

|an|[log(1 —p~°")| < 2|an|  p~7" < 2[an[({(oon) — 1),
p P
dobimo oceno

00 00
|an|[log(1 —p™*")[ < 4]an[277°,
n=1 p n=1

kjer smo upostevali ((oon)—1 < 217907, Majoranta konvergira in je odvisna
le od 0p. Ce obstaja tak N € N, da je a, = 0 za vsak n < N, potem
sestevamo v (14) sele od n = N naprej. Zgoraj dokazano bo veljalo za tiste
s, pri katerih je No > x(f). n

201-212 205



Aleksander Simonic¢

Druga posplositev
Oglejmo si naslednji problem. V dokazu leme 1 smo dokazali absolutno
konvergenco dvakratne vrste

o0 o0 mn
p—. (15)

n=1m=1

Sestevali smo po vrsticah in stolpcih, vendar lahko zaradi absolutne kon-
vergence v kateremkoli vrstnem redu. Poskusimo sesteti vrsto (15) tako, da
ponovno dobimo potenéno vrsto

T e

n=1

1 1 1
= alz—l—i (a1 + 2a2) z2—|—§ (a1 + 3a3) 23+Z (a1 + 2ag + 4ay) 244 -

Opazimo, da lahko vrsto strnemo

(o] n (o) d
") = Anz", kjerje A, = —ag.
n

Ta vrsta pomeni novo funkcijo, recimo ji F(z). Po trditvi 2 vemo, da na
polravnini o > x(f) velja

F(p~®) = anlog((sn)
D n=1

in funkcija, ki jo doloca vrsta po prastevilih, je na tem obmocju holomorfna.
V tem primeru imamo koeficiente a,, dane, racunamo pa koeficiente A, nove
vrste, ki pomeni funkcijo F'(z). Vendar bi se radi problema lotili z druge
strani. Denimo, da imamo funkcijo F(z) Ze zapisano v potenc¢ni vrsti. Bi
znali dolo¢iti koeficiente a,? Odgovor se skriva v t. i. Mdbiusovi inverzni
formuli.

Mbobiusova funkcija pu(n) je za vsak n € N definirana z

1, n=1
pu(n) = %—1)’“ , n = produkt k razliécnih prastevil
Z 0, n je deljiv s kvadratom kaksnega prastevila.
Mbobiusova funkcija je primer aritmeticne funkcije, to so funkcije, definirane

na mnozici naravnih stevil. Osnovna lastnost funkcije p(n) je podana v
naslednji lemi:
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Lema 3. Za vsako naravno stevilo n velja

)= {22 "1

Dokaz. Za n = 1 je po definiciji (1) = 1. Naj bo n > 1. Po osnovnem
izreku aritmetike lahko pisemo n = Hp|n pU»(™ K zgornji vsoti prispevajo
samo tisti delitelji stevila n, ki imajo v prastevilskem razcepu potence 1.
Torej sestavljajo mnozico deliteljev kombinacije brez ponavljanja mnozice

{p1,p2,...,pr} == {p: p|n}. Potem imamo
k

u(d) =1+ _1<—1>m(k) —(-1f =0, .

m
din m=

Izrek 4 (Mobiusova inverzna formula). Naj bosta f(n) in g(n) poljubni
aritmetiéni funkciji. Potem velja

gn) = fd) = fm) = u(Fo@:
din din
Dokaz. Pisemo lahko
I <g)@) = u (g) f(q).
dln dn qld

Za g =n je d = n, zato je v vsoti le en ¢len u(1)f(n) = f(n). Naj bo sedaj
g < n. Imamo d = lg, kjer [ deli n/q. Potem je koeficient pred f(q) enak

n/q
n (™).
kar je enako 0 po lemi 3.

Nasprotno smer dokazemo podobno, zato dokaz prepus¢amo bralcu. =

lIn/q

Sedaj smo pripravljeni na naslednji izrek, ki posplosuje zvezo (7).
Izrek 5. Naj bo f(z) oblike (8), s = o + it in x(f) iz trditve 2. Potem na
polravnini o > x(f) velja enakost

o0

—S . . d n
)= Anlog((sn), kjerje An=  —p (3) ag.
p n=1 din n

Ce obstaja tak N € N, da je a, = 0 za vsak n < N, potem zgornja enakost
velja na polravnini o > N~1x(f). Funkcija, ki jo doloca vrsta po prastevilih,
je na tem obmodcju holomorfna.
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Dokaz. Naj bo g(n) := Ay, in h(d) := (d/n)agq. 1z zveze v izreku 5 med
ap in A, in Mébiusove inverzne formule dobimo a,, = Y ) {d/n)A4. Zato
preostane dokazati, da za vrsto F(z) 1= 7 | A,2" velja x(F) < x(f).
Ker je
- - * el
[ Anll2[" < —laal[2|" = |an| :

n=1 n=1 d|n n=1m=1

vrsta za F'(z) konvergira za |z| <min{1, R(f)}. Torej je R(F)>min{l, R(f)}
in s tem x(F) < x(f). n

Z uporabo izreka 5 na funkciji f(z) = z dobimo izraz (7). Podobne
izraze dobimo tudi z uporabo drugih aritmeti¢nih funkcij.

Primer 1. Ker je z(1 —2)71 = 37°° | 2" po izreku 5 sledi

1 o

1 I (%Jgog ((sn)

n=1 d|n

za o > 1. Izraz na desni strani lahko poenostavimo. Eulerjeva funkcija ¢(n)
pri vsakem naravnem Stevilu n presteje tista Stevila k € {1,...,n — 1}, za
katera sta k in n tuji si Stevili. Vec v [1, str. 28]. Izkoristili bomo dejstvo,
da je

Po izreku 4 sledi

O

Posledica 6. Naj bo f(z) holomorfna funkcija v okolici tocke 0, s = o + it
in x(f) iz trditve 2. Dodatno naj velja Se: f nima nicel, f(0) =1 in

/ oo
1E %, .
Ch
Potem na polravnini o > x(f) velja
— > A . . bdfl n
%) = " A, = —ul=).
10T)= (Gl e du= 5 w(5)

208 Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 6



O neki zvezi med Riemannovo funkcijo zeta in prastevili

Dokaz. Ker je f(z) holomorfna funkcija brez nicel na enostavno povezani
domeni Q > 0, obstaja holomorfna funkcija g(z), za katero velja ¢'(z) =

1'(2)/f(2) na Q. Ker je

exp(9(2)) ' _ (¢'(2)f(2) = f(2)) exp(g(2)) _
f(2) f(2)?

za vsak z € (), sledi f(z) = C - exp(g(z)) za neko konstanto C. Po predpo-
stavki posledice imamo ¢'(z) = > 7, bp2". To pomeni

Ker je g(0) = 0, po predpostavki posledice sledi C' = f(0) = 1. Uporabimo
izrek 5 na funkciji g(z) in dobimo

g(p™®) = Aplog((sn) (16)

P n=1
za s € Q, kjer je A, = E@bd_l/n)u (n/d). Na obeh straneh enacbe (16)
eksponiramo in upostevamo exp g(p~*®) = f(p™*). "

Pogoju f(0) = 1 se ne moremo izogniti, saj bi bil v nasprotnem pri-
meru produkt po prastevilih divergenten. Potrebni pogoj za konvergenco
neskonénega produkta H;fbozl Uy je limy, oo up = 1.

Z uporabo posledice 6 na funkciji f(z) = (1 — 2z)~! dobimo

1 n 1, n=1

n “(d)g{ 0, n>1,

kjer smo si za izra¢un vsote pomagali z lemo 3. Dobili smo Eulerjev produkt
(2).

Primer 2. Posledico 6 bomo uporabili na produktu

1

-

p

Stevilo Cayin ~ 0,3739558, ki pomeni vrednost zgornjega produkta, ime-
nujemo Artinovo Stevilo. Izrazili ga bomo s produktom funkcije zeta. Ob
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upostevanju oznak iz posledice 6 imamo f(z) = (1 — 2z — 2%)(1 — 2z)"!in s
tem

() 1 1 1 > - ottt 4t

n?
(a1a2)n+1

flz) 1—-z a1—z w—z o

kjer sta ay in ag resitvi kvadratne enacbe 22 + z — 1 = 0. Torej (a1a2)" =
(=1)™ in

a?+a3=<—1>n<(1‘2“5> ¥ (”2“5) )=<—1)“Ln,

kjer smo z L,, oznaéili n-to Lucasovo stevilo® (Frangois E. A. Lucas (1842
1891)). Dognali smo b, =1 — L,11 in

An:% (1= La)p (%j

dn

Ker je f(z) holomorfna funkcija na C\ {1}, je R(f) =1 in s tem x(f) = 1.
Funkcija f(z) je na o > 1 brez nicel, velja se f(0) =1 in a; = 0. Zato lahko
uporabimo posledico 6 za o = 1 ter tako dobimo

e}

CArtin =

n=2

(C(n))=em Shu(y)

Za vsako prastevilo p ¢ {2,5} je ulomek 1/p periodi¢en in dolzina periode
deli stevilo p—1. Obstajajo prastevila p, za katera je dolzina periode ulomka
1/p enaka p — 1. Tak ulomek je npr. 1/7 = 0,142857. Emil Artin (1898-
1962) je postavil domnevo, da je gostota takih prastevil ravno stevilo Caytin-

O

Problem analiticnega nadaljevanja

Naj bo f(z) oblike (8), s = o + it in x(f) iz trditve 2. Po izreku 5 imamo

o0

f(s):= fp™) = Apnlog((ns), (17)

2Lucasova §tevila so definirana rekurzivno s predpisom L+ = Ly + Lny1 in zacetnima
pogojema L1 =1 ter Ly = 3. Vet v [3, str. 426].
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kjer so koeficienti A,, doloceni s funkcijo f. Vrsta po prastevilih konvergira
na polravnini o > x(f) in f je tam holomorfna funkcija. Po drugi strani pa
desna vrsta konvergira na polravnini o > 0, razen na neki podmnozici

SC{o>0:3IneN.((ns) =0Vns=1}.

Zato lahko f analitiéno razsirimo na o > 0 z izoliranimi singularnostmi v S.
Namen tega razdelka je odgovoriti na vprasanje: ali bi lahko f analiti¢no
nadaljevali preko premice o = 07

V nadaljevanju bomo potrebovali naslednja izreka, ki podajata boljse
ocene kakor (5) in (6).

Izrek 7 ([4, §2.1.2]). Naj bo ¢ > 0 in H > Tzte. Obstajata konstanti
A(e), To(e) > 0, da je No(T + H) — No(T) > A(e)H za vse T > Ty(e).

Izrek 8 ([5, str. 128]). Za o € [1/2,1] in T > 2 velja
N(o,T) = O <T4"(1_”) log'3 T) .

Iz izreka 8 lahko sklepamo, da za poljuben o € (1/2,1] velja N(o,T) =
o(T), kar pomeni limr_,o, T~ N(0,T) = 0. Kombinacija zgornjih izrekov
nam da

Lema 9. Za vsak € > 0 obstaja Ty(e), da vsaj ena premica skozi izhodisée
vsebugje vsaj eno niclo funkcije ((s) v pravokotniku

R, T)={2€C:0<R(2)<1,(1—-e)T <S(2) < (14+¢e)T}

in nobene nicle zunaj R(e,T) za vse T > Ty(e).

Dokaz. Po izreku 7 za H > Ti obstajata konstanti A, Ty > 0, da je No(T +
H) — No(T) > AH za vsak T > Ty. Naj bo Ti(e) > 0 taka konstanta, da
bo 2T > ((1 — S)T)% za vse T > Ti(g). Potem No((1+ ¢)T) — No((1 —
e)T) > 2AeT za vse T > max{Ty, T1(e)}. Ker pa po izreku 8 za poljuben
o € (1/2,1] velja N(0,2(1 +¢)T) = o(T), obstaja premica z zahtevanimi
lastnostmi. "

Recimo, da je mnozica {n € N: A,, # 0} kon¢na. Potem ima desna vrsta
v izrazu (17) koncno mnogo ¢lenov. Mnozica singularnosti S je neskoné¢na,
vendar nima stekalis¢ na C. Zato se v tem primeru da f analiti¢no raz§iriti
preko premice o = 0 na cel C, razen na neki mnozici izoliranih singularnosti.
Zato se bomo osredotocili na primer, ko je mnozica {n € N: 4, # 0}
neskonéna.

Svedski matematik Germund Dahlquist (1925-2005), znan predvsem
po delu na podro¢ju numeri¢ne analize, je podal odgovor na uvodno vpra-
Sanje.
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Izrek 10 ([2]). Ce je mnoZica {n € N: A, # 0} neskoncna, se funkcije
f(s) ne da analiticno nadaljevati preko premice o = 0.

Analitiéno jedro dokaza izreka 10 je lema 9. Preostali del dokaza je
elementaren, toda bolj tehni¢ne narave, zato ga bomo izpustili. Vseeno pa
bomo nakazali, kje se skriva originalna Dahlquistova ideja v dokazu.

Za trenutek privzemimo veljavnost Riemannove domneve. Naj bosta
e,T > 0 poljubni fiksni Stevili in Ty(e) konstanta iz leme 9. Naj bo N
tako naravno Stevilo, da je NT > Ty(e) in Ay # 0. Takih stevil N je
neskonéno. Potem obstaja ni¢la p = % + it funkcije ¢, za katero velja (1 —
e NT <t < (1+¢)NT. Sledi p/N € R(e,T) in p/N € S. Dobili smo
neskonéno zaporedje singularnosti s stekaliSéem na premici ¢ = 0. Ker je
bil € poljuben, imamo lahko za stekalisce vrednost T', ki pa je prav tako
poljubna. Ugotovili smo, da je premica ¢ = 0 naravni rob funkcije f. To je
leta 1900 opazil nizozemski matematik Jan C. Kluyver (1860-1932) pri
prastevilski funkeiji zeta (7).

Brez privzetka o veljavnosti Riemannove domneve se lahko zgodi, da
obstajata ni¢li p1, p2 in naravni Stevili N1, Na, tako da je p1/Ny = pa/No.
Ce dodatno velja se An, st(p1) + An, st(p2) = 0 in sta to edini nic¢li na pre-
mici skozi izhodisée, potem p;/N; ni singularnost funkcije f . Kluyverjeva
opazka je Landaua in njegovega ucenca Arnolda Walfisza (1892-1962)
vzpodbudila, da sta leta 1919 brez privzetka o veljavnosti Riemannove do-
mneve dokazala, da ima funkcija (7) naravni rob o = 0. Da bi se izognila
zgornjemu problemu, sta uporabila posebne lastnosti koeficientov u(n)/n
(bralec lahko reproduciran dokaz najde v [7, §9.5]). Prav zaradi tega nju-
nega dokaza ne moremo posploSiti na poljubne koeficiente A,,. Dahlquist je
ta problem resil z lemo [2, lema 3.2].
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