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Evdoksova kampila je ena od ravninskih krivulj, ki nam pomaga resiti anti¢ni problem
podvojitve kocke. Pokazali bomo, kako se z neoznatenim ravnilom in Sestilom konstru-
ira posamezne tocke kampile, dokazali bomo nekaj njenih lastnosti in utemeljili precej
natan¢no priblizno metodo za podvojitev kocke.

KAMPYLE OF EUDOXUS

The kampyle of Eudoxus is one of the plane curves that helps us solve the ancient
problem of doubling the cube. We will show how to construct the individual points of
the kampyle using an unlabelled ruler and a pair of compasses, we will prove some of its
properties, and we will justify a fairly accurate approximate method for doubling a cube.

Uvod

Evdoks iz Knida (408-355 pr. n. §t.) je bil starogrski matematik in astro-
nom. Bil je Arhitov ucenec v Tarentu in Platonov na Akademiji v Atenah.
Obiskal je tudi Sicilijo in Egipt. Kasneje je ustanovil svojo Solo v Kiziku
ob Marmarskem morju. Pomemben je njegov prispevek v teoriji razmerij in
nesoizmerljivih koli¢in, kar je uporabil Evklid v svojih Elementih.

V astronomiji je Evdoks zagovarjal geocentriéni svetovni sistem in za
pojasnitev gibanja planetov in Lune uvedel sistem koncentri¢nih sfer, ki se
vrtijo druga v drugi. S tem v zvezi je uvedel Se eno krivuljo, ki jo poznamo
pod imenom »Evdoksova hipopeda«.

Problem podvojitve kocke je na svojevrsten nacin, s torusom, valjem
in stozcem, resil pitagorejec in vojaski poveljnik Arhitas iz Tarenta v juzni
Italiji, rojen med letoma 435 in 410, umrl pa med letoma 360 in 350 pr.
n. 5t. (o njegovi reditvi veé v [3, 5]). Ce slede¢ Arhitu uporabimo danasnje
metode in oznake, potem v prostorskem kartezicnem koordinatnem sistemu
Oxyz iSéemo presecisca torusa (z2 +y2 + 22)? = 4a®(2® + 1), ki ima polmer
zunanjega ekvatorja 2a > 0, polmer notranjega pa 0, valja 22 + 2 = 2ax in
stozca x? = y? + 22. Ce enacbo stozca zapisemo v obliki 222 = 22 + y? + 22
in to upostevamo v enacbi torusa, pridemo do enacbe a?(2? + y?) = z*.
Upostevamo e enacbo valja in dobimo enacbo z eno neznanko: z?* = 2a3z.
Njeni realni resitvi sta 1 = 0 in 29 = a¥/2. Pozitivna resitev je rob kocke,
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ki ima dvakrat ve¢jo prostornino kot kocka z robom a. S tem je problem
podvojitve kocke resen.

Platon s tako resitvijo seveda ni bil zadovoljen: ni bila narejena po ev-
klidsko, to je z neoznacenim ravnilom in Sestilom, ni bila narejena v ravnini.

Morda je Evdoks Arhitovo prostorsko resitev problema podvojitve kocke
poenostavil na reSevanje v ravnini, tako da je, ¢e uporabimo spet nase
oznake, poiskal presecisce krivulje a?(z2 +y?) = 2* in kroznice 22 + y? = 2ax
v ravninskem kartezi¢nem koordinatnem sistemu Oxy. Krivulji se sekata v
koordinatnem izhodis¢u O in Se v dveh, glede na os x simetri¢no lezecih toc-
kah, ki imata absciso enako a¥/2. Do resitve tokrat pridemo vsaj v ravnini,
Platon pa seveda tudi s tem ni bil zadovoljen.

Krivuljo, ki ima implicitno enacbo a?(z? + %) = 2*, so poimenovali po
Evdoksu »Evdoksova kampilak. Koordinatno izhodisée O(0,0) je njena
izolirana tocka, ki je navadno ne upostevamo. Krivulja je simetri¢na glede
na obe koordinatni osi.

Pravzaprav ni nikjer dokazano, da jo je Evdoks dejansko uporabljal. Ve
se le, da mu je podvojitev kocke uspelo najti z neko krivuljo. Beseda »kam-
pilak izhaja iz grske »kampyle«, kar pomeni »kriva, zavita, upognjenax,
namrec¢ »Crta« ali »potezax.

Problem podvojitve kocke ali deloski problem, poimenovan po grskem
otoku Delosu v Egejskem morju, je resevalo ve¢ grskih geometrov, ki so celo
skusSali izdelati v ta namen posebno orodje. Platon je pograjal Evdoksove,
Arhitove in Menajhmove ucence, ¢e$ da njihovi napori kvarijo, kar je do-
brega v geometriji. Nastal je celo epigram (puscica, zbadljivka) v zvezi s
podvojitvijo kocke, ki je zapisan v Evtokijevih komentarjih k Arhimedovi
razpravi »O krogli in valjux.

Navedimo omenjeni epigram v prevodu Sonje Weiss (vzeto iz obseznega
knjiznega dela v treh delih [1]):

4

Tezkih Arhitovih del s cilindri nikar ne posnemaj;
stoznic Menajhmovih treh nikdar izsekal ne bos
niti ne bos spoznal, ¢e bozanskega ¢rte Evdoksa
res zarisejo lik, tak iz zavitih kampil.

Matematik in neoplatonist Evtokij iz Askalona v Palestini je bil pozno-
anti¢ni ucenjak, rojen okoli leta 480, umrl pa je okoli leta 520. O njem se
ve bore malo. Nekaj casa je deloval v Atenah, nazadnje pa v Aleksandriji.
Ve¢ o tem na primer v [2].

Napisal je tudi komentarje k Apolonijevi razpravi »Stoznice«. Na sto-
znice se je v srednjem veku kar nekoliko pozabilo, zanimanje zanje je spet
ozivelo Sele v casu Keplerja in Newtona, ko je bil potreben opis gibanja
planetov v heliocentricnem svetovnem sistemu.
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Konstrukcija tock Evdoksove kampile

Oglejmo si naslednjo konstrukcijo tock krivulje. V tocki D(a,0), pri emer
je a > 0, postavimo pravokotnico p na abscisno os. Na p izberemo tocko A,
ki jo bomo kasneje premikali po tej premici. Skozi O in A na¢rtamo premico
q in skozi A kroznico s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢u O. Kroznica
preseka abscisno os v tockah B in B’, ki sta simetri¢ni glede na tocko O. V
B in B’ konstruiramo pravokotnici 7 in 7’ na os z, ki presekata ¢ v tockah
T in T', ki sta tudi simetri¢ni glede na tocko O. Ko tece tocka A po premici
p, opiSeta T' in T dvodelno krivuljo, za katero se izkaze, da je Evdoksova
kampila. Tocka T opiSe njeno desno vejo, 7" pa levo. Krivulja je ocitno
simetri¢na glede na obe koordinatni osi (slika 1).

V programih za dinamic¢no geometrijo je Evdoksova kampila sled tocke
T, ko v opisani evklidski konstrukciji premikamo tocko A po premici p.

Slika 1. Konstrukcija tock Evdoksove kampile.

Enacbo desne veje dobljene krivulje je najlaze najprej izraziti v po-
larnih koordinatah, nato pa Se v implicitni obliki v pravokotnih kartezic-
nih koordinatah. Za polarni kot ¢ vzamemo naklonski kot premice ¢, za
polarni radij ¢ pa razdaljo |OT| (slika 1). Najprej ocitno veljata zvezi
|OA| = |OD|/cos¢ = afcosye in ¢ = |OT| = |OB|/cosp = |OA|/cosyp, iz
katerih dobimo ¢ = a/cos? . Pri pogoju -7/2 < ¢ < 7/2 je torej polarna
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enacba desne veje krivulje

a
o(p) = —5—.

cos? ¢

Obe veji krivulje imata implicitno obliko

(1)

a*(a? +y?) =2, (2)
ki jo dobimo iz polarne oblike z upostevanjem zvez ¢® = 22+32 in cos ¢ = /.

Krivulja v obliki (2) ima izolirano to¢ko O(0,0), ki je posledica deljenja z
0, ki je lahko tudi enak 0. Evdoksova kampila je algebrska krivulja cetrte
stopnje.

Slika 2. Podvojitev kocke z Evdoksovo kampilo.

Podvojitev kocke z Evdoksovo kampilo

7 Evdoksovo kampilo se da, kot smo ze spoznali, podvojiti kocko. Nacrtamo
kroznico s srediséem v tocki D in polmerom a. Njena enacba je z2+y? = 2ax.
Sistem enacb

22+ 92 = 20z, (2 +?) =2t
ima trivialno resitev (x,y) = (0,0) in netrivialni resitvi
(z,y) = (aV/2,+aV 22 - V/4).
V prvem kvadrantu se kroznica in Evdoksova kampila sekata v tocki 7', ki

ima absciso [TyT| = b = a¥/2 (slika 2). Kocka z robom b ima prostornino
b3 = 243, torej dvakratnik prostornine kocke z robom a.
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S tem je problem podvojitve kocke resen, ¢e priznamo Evdoksovo kam-
pilo za konstrukcijski element. Rob podvojene kocke je dolocen z absciso
presecisca kroznice, ki po Platonu je konstrukcijski element, in kampile kot
sled tocke v opisani konstrukciji. Kot je znano, pa z neoznac¢enim ravnilom
in Sestilom problem podvojitve kocke ni resljiv. Zato pa tako kot v primeru
konstrukcije pravilnega sedemkotnika ali obsega kroga poskusamo najti do-
volj natan¢ne priblizne metode, ki so izvedljive z neoznacenim ravnilom in
Sestilom.

Moznost priblizne konstrukeije daljice, ki ima dolzino zelo blizu a¥/2,
nudi majhna ukrivljenost Evdoksove kampile v okolici tocke T', ki je prese-
¢isée kampile (2) in kroznice 22 + y? = 2ax. Ce izberemo na kampili tocko
T*, ki je zelo blizu T, se tangenta na kampilo v T z njo zelo dobro ujema.
Zato je presecisée P kroznice 22 + 9% = 2ax s tangento tudi zelo blizu tocke
T in abscisi tock T in P se malo razlikujeta. Za priblizno konstrukcijo pa
je treba T™ izbrati tako, da se jo da dolo¢iti z neoznacenim ravnilom in
Sestilom.

Slika 3. Desna veja Evdoksove kampile, prevoja in pritisnjena kroznica.

Evdoksovo kampilo parametriziramo kar s polarnim kotom:

a asinp

, y(e) = —5—
Cos Cos“

z(p) =

Za prva dva odvoda v tocki, ki ustreza kotu ¢, dobimo izraza

dy 1+sin?p d%y B 3sin?p -1

dr  sinpcosp’ dr?  asin®yp
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Drugi odvod spremeni predznak pri kotih ¢, za katere je 3sin® p—1 = 0.
V ustreznih tockah ima krivulja prevoje. To so tocke (+av/6/2,+a\/3/2).
Tangente v teh tockah imajo strmini +21/2, kar dobimo iz zgoraj dobljenega
izraza za odvod, in presekajo os = v tockah G (+3a+/6/8,0). Izkaze se, da je
polmer pritisnjenih kroznic, ki se v tockah D in D’ kampili najbolj prilegajo,
enak a. Sredisce take kroznice v tocki D je S(2a,0), v tocki D' pa S’(-2a,0).
Priblizno ujemanje krivulje, tangent v prevojih P. in pritisnjene kroznice v
temenu D kaze slika 3.

Sedaj pa pokazimo, da je za tocko T™ zelo primerno izbrati prevoj P,
kampile, v kateri se tangenta z njo dobro ujema. Ce namesto Evdoksove
kampile vzamemo kar njeno tangento

Y= 2\/§($ - a\/6/2) + a\/§/2

2

v prevoju P, in pois¢emo absciso £ presecisc¢a s kroznico x* + y2 = 2az,

dobimo 6

& 1 6

2= —V24vV6 -23 + —
a 18 V6 " 3 "

é =1,259956951,
kar je nekoliko ve¢ od to¢nejSe vrednosti

Y2 = 1,259921049.

Zgoraj opisani priblizek lahko izkoristimo za precej natan¢no evklidsko
konstrukcijo roba b podvojene kocke z robom a. Oznac¢imo z « polarni kot
prevoja P, v prvem kvadrantu (slika 4). Veljajo relacije:

. V6 V2
sino = ER cosa=—, tga=—.

3’ 2

Polarni radij tega prevoja je

o a _3a
er cos2a 2

Za konstrukcijo je zanimiv naslednji rezultat:

2tg
tg20 = —2—— = 2V/2.
& 1-tg2a

To pomeni, da premica skozi O in P, razpolavlja naklonski kot premice
y = 227/2, ki je vzporedna tangenti kampile skozi P,.

Ker kroznica s srediséem v O in polmerom 3a/2 preseka premico z = a/2
v tocki C(a/2,a/2), pomeni, da skozi O in C' poteka premica y = 22/2, ki
oklepa z osjo = kot 2. Na premici s, simetrali kota DOC, ki ima enacbo
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Y = m\/§/2 in ki oklepa z osjo x kot «, pa je na razdalji pp = 3a/2 prevoj
kampile. Skozenj je treba nacrtati le Se vzporednico s premico skozi O in
C, jo presekati s kroznico s sredis¢em v D(a,0) in polmerom a, pa dobimo
tocko P, ki ima za absciso b = |PyP|, kar je priblizek za a/2. Podrobnosti
so razvidne na sliki 4.

Slika 4. Priblizna podvojitev kocke.

Konstrukcija je priblizno tako natan¢na kot Plemljeva konstrukcija pra-
vilnega sedemkotnika (glej [4]). Pri kocki z robom a = 100 m je napaka pri
robu tako priblizno podvojene kocke okoli 3,6 mm, kar pa se precej pozna
pri prostornini, za katero lahko napako hitro ocenimo z diferencialnim ra-
¢unom. Kocka z robom x ima prostornino V = 23, zato je dV = 3z dz. Za
x =126 m in dz = 3,6 mm dobimo dV = 171 m?. Relativna napaka pa je
majhna: samo okoli 8,5-107°. Dvomimo, da bi kdo v praksi podvajal tako
veliko kocko.
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