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Računalništvo I

VARNE POTI IN KRATKE POTI

Kon ec pomladi so se mali šolarj i pod ali na po t v pravo šolo, da si og ledajo,
v kaj se bodo podali jeseni . Ker sem z enim izmed udeležen cev "pohoda"
v t esnem sorodu, pot pa poteka po središču mest a , si nisem mogel kaj , da
si ne bi zast avil nekaj vprašanj : Katera pot je najbolj varna? Katera pot
je najkraj ša?

Za ome njeni primer je shemat ični zemljev id mestnega okoliša (Mari­
bora ) pod an na sliki 1, kjer je, kot že rečeno , potrebno priti iz vr t ca do
šole. Poleg uli c, vrtca in šole so označeni tudi preho di za pešce, križišča

in območja, na kat er a ceste razdelij o mestno četrt .

Slika 1. Zemlj evid mestne četrt i.

Varne poti

Varna pot mora seveda potekati le po pločnikih in prehodih za pešce.
Dom en im o se, da je naj varnejša t ista pot , ki naj manjkra t prečka cest o .
Št ev ilo prečkanj ces t e imenujmo nevarnost poti. Metoda "ost rega očesa"

nas hitro prepriča, da je na sliki 1 nevarnost poti iz vrtca do šole enaka 3
- z manj kot tremi prečkanji ceste žal ne morem o iz vrtca do šole.

Lotimo se sedaj pr ob lema v splošnem: Kako bi za po ljuben zemljevid
in za poljubna začetek in cilj poiskali najvarnejšo pot? Najprej opaz imo,
da za reševanje problema ne potrebujemo informacije o obliki posameznih
območij zemljevida, sa j se zno tra j območja gibljemo varno. Zat o bomo
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vsako območje nad om estili z maj hnim krožcem. Seveda pa moramo ve­
deti, iz kat erega v katero območj e lahko pridemo preko prehoda za p ešce.
To bomo označili s črto med ustreznima kr ogeem a. Če je med dvema
območjema več preho dov , to na varne poti ne vpliva , zato bo ena črta

med območj ema zadoščala. Za zemljevid s slike 1 dobimo po enost avlje no
situacijo, ki je prikazana na sliki 2.
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Slika 2. Graf za iskanje va rn ih poti.

Do blje no matematično st rukt uro imenujemo graf. O grafih je več

zapisano v knj ižici iz Presekove knj ižnice: B ajc, Pisanski: Naj nuj nejše o
grafih. Tu pa povejmo le, da kr ogcem pravimo točke, črtam pa p ovezave
grafa . Območju vrtca ustreza točka 6, šolskemu območju pa točka 7. .

Po grafu se lahko sprehaj amo . To nar edimo t ako , da gremo iz ene
točke v drugo točko po povezavi, ki ju povezuje. Zaporedju t ak ih prehodov
rečemo sprehod v grafu . Sprehod, v katerem so vse točke različne, ime­
nujemo pot. Spreho d med dvema točkama grafa je najkrajši sprehod, če

vsebuje najmanjše možno št evilo povezav. To število povezav imenujemo
razdalja med danima točkama. Najkrajši spr ehod med dvem a točkama

je vedno pot. Res, če se na sprehodu ist a točka poj avi dvakrat , lahko
t ist i del sprehoda , ki pot eka vm es , opustimo in dobimo krajši sprehod.
Zato bomo v nadaljevanju namesto o najkrajših sprehodih govorili kar o
najkr aj ših pot eh . Opozorimo še, da lahko med dvema točkama obstaja
več različnih najkraj ših p oti.

Na sliki 3 sta shematično prikazani dv e poti v našem grafu. Prva
poteka po točkah 6, 1, 2 ter 7 in je ena od treh najkraj ših poti med
po udarjenima točkama 6 in 7, to rej med vr tc em in šolo . P ot po točkah

3, 4, 5, 9, 13 in 14, ki je dolžin e 5, pa ni najkrajša pot med 3 in 14, saj
lahko med nji ma hitro najdemo pot dolžine 3.
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Slika 3. Dve poti v grafu za iska nj e va rnih pot i.

Prečkanj e ceste na sliki 1 to rej ponazorimo z ust rezno povezavo grafa
s slike 2. Zato je nevarnost poti med dvem a območjema s slike 1 enaka raz­
dalj i med ustrezni ma točkama s slike 2. Kako v poljubnem grafu poiščemo

razdaljo med dvema točkama, bomo povedali nekoliko kasneje, najprej pa
si oglejmo nasled nj i soro d ni pr ob lem .

Kratke poti

Tokr at bi radi iz vrtca do šole pr išli po naj kra jši poti. Seveda sme mo t udi
sedaj prečkati ceste le po prehod ih za pešce, n i pa pomembno, kolikokrat
prečkamo cesto . Iz zemljevida s slike 1 bomo naredi li graf takole. Njegove
točke bodo križišča , sa j moramo prit i v križišče , če želimo prečkati cesto.
(Če bi imeli prehode za pešce t ud i izven križišč , bi pač t ud i tam dodali
točke . ) Nato d ve točki povežemo , če gre za sosed nj i kri ži š či , Seveda pa
potrebujemo t udi dodat no informacijo - dejanske razd alje med posame­
znimi točkami. Tako dobimo graf, ki je pr ikazan na sliki 4 . Tak graf
imenujemo utežen i graf. Vrednost im na povezavah bomo rekli cene, saj
lahko te vred nost i predst avljajo t ud i ka j drugega kot do lžino . Na prim er
znesek, ki ga moram o plačati za cest nino, ali pa ceno izgradnj e posame­
znega odse ka . Za naš primer si lahko predstav ljamo, da so cene povezav
desetkratniki dejanski h vrednosti, t ako na primer cena 10 predstavlja raz­
daljo 100 metrov .
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Slika 4. Graf za iska nje na j cen ej ših poti .

Opozor imo, da so s povezavo povezana t ud i nekater a križišča , ki jih
sprva morda ne bi povezali , na primer križišči h in m. Pomen takih
povezav je v "bližnjicah" , ki potekajo zno t ra j posameznih območij, v tem
primeru po območju št evilka 9. Zop et drugje nimamo diagonal , na primer
med križiščema b in h, saj ni bli žnjice med njima znot raj območja 4.
Skratka , v primeru iskanj a najkraj ših poti je pom embno t udi poznavanje
notranjosti območij .

Vrednost poti v utežen em grafu je defini rana kot vsota cen vseh pove­
zav na poti . Najkr ajša pot je seveda t ista z najmanjšo možno vr ednostjo.
Na prim er , vrednos t poti f - k - 1- h - d je 17+ 10 + 10 + 16 = 53. To ni
najkrajša pot med točkama f in d, sa j je vrednost poti f - a - b - c - d
enaka 42. J e to najkraj ša pot med f in d?

Če na vsako povezavo grafa zapišemo vrednost 1, je vrednost naj­
krajše po t i med dv ema točkama enaka nevarnosti med njima . Seveda
moramo pazit i, v katerem grafu to nar ed imo: za varne poti mor amo t o
naredi ti na grafu s slike 2. Če torej imamo postopek, ki v uteženem grafu
poišče vrednosti najkrajših poti , z njim lahko poiščemo tudi nevarnosti
med točkami .

Iskanje vrednost i najkrajših poti

Sedaj bom o opi sali algorit em, ki za vsak par točk utežen ega gr afa poišče

vr ednost najkraj še poti med njima. Kot bom o vid eli , je postop ek zelo
enost aven . Met od e, s katero pridem o do algorit ma, ne bomo raz ložili
(mimogred e, imenuj e se dinamično programiranj e), prav t ako pa ne bomo
strog o dokazali , da algor item deluje pr avilno. Obo je namreč presega okvir
tega prispevka.
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Algoritem je takle. Recimo, da ima obravnavani graf n točk . Njegove
točke oštevilčimo s št evili od l do n . Nato v dvorazsežno polj e, im enujmo
ga razdalj e, zapišemo cene po sameznih povezav. Natančnej e , če sta
točki i in j povezani s povezavo , potem v razdalj e [ L , j l zapišemo ceno
povezave med i in i , sicer pa zapišemo oo. V računalniku seve da ne
moremo za pisat i vrednost i neskončno , za t o zapišemo dovolj veliko število ,
na primer IOO-krat večje od tipičnih cen povezav. V spodnjem programu
smo izbrali vrednost 99999. No, priročnej e je , če za točki, ki nista povezani
s povezavo, kot podatek vnesemo vrednost - 1, to pa potem s programom
spre me nimo v 99999. S tem smo pripravili podatke za jedro algorit m a .

Ko so podatki pripravljeni oziroma prehrani , se spre ho di mo po vseh
točkah. Za vsako točko , imenujmo jo i , se vprašamo, ali morda ne poteka
bližnjica iz neke točke j do neke druge točke k pr eko točke i . Pri izbrani
točki i to prever imo za vse mo žn e pare točk. Če taka bližnjica obstaj a ,
si t o seved a zapomnimo. Ko se algoritem izteče , imamo v polju r azda­
lj e zapisane vrednosti najkraj ših poti za vse pare točk ut eženega grafa.
Zapišimo t a algoritem v obliki progr ama.

pr-ograrn najcenej se.poti ;
{ V utežen em grafu za vsak pa r točk poišče vrednost najkrajše poti }
{ med njima. }

const
maximum = 100 ; { Največje dovolj eno št evilo točk gr afa . }

var
razdalj e : array [1.. m axim um ,1.. maxim u m ] of longint;
i , j , k, n: integer;
ime: string[20] ; { Im e datoteke, na kat eri so p odatki o cenah. }
f: t ext;

begin
{ Pripravimo dato teko, n a ka teri so vpisan i p odatki . }
write('Vhodna datoteka : ') ; read ln( ime);
assign( f,ime); reset(f) ;
{ Z datoteke f preb eremo število točk in cene vseh p ovezav. }
re adln (f ,n ) ;
for i := 1 to n do b egin

for j := 1 to n do begin
read (f ,razdalj e [i,j]) ;
if razdalj e [i,j]= -l then razd a lje [i,j] .- 99999;

end;
readln(f) ;

end;
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{ Bist vo program a so naslednj i trije stavk i for. }
{ Vprašamo se: ali imamo bližnjica iz j v k preko 1. }

fo r i := 1 to n do
for j := 1 to n d o

fo r k := 1 to n d o
if razdalje jj.k] > ra zdalj ejj. i] + razda lje[i,k] t hen
razdalje jj ,k] := razd alje[j,i] + razdalje[i,k];

{ Samo še izpis rezultatov, pa smo končali . }
for i := 1 to n do begin

for j := 1 to il d o wri te (razdalje[i,j]:3) ;
writeln ;

e n d ;
end .

Seveda bi lahko gornj i postopek sprog ramirali t udi elegant neje, ven­
dar bi s tem zameglili njegovo bistvo. Na primer , podat ke bi lahko pri­
pravi li (in brali) v taki obliki, da bi vnes li samo neničelne cene , dovolj pa
bi t udi bil o vnesti le po lovico podatkov, saj vedno velja r a zdal j e [i , j J
= razdalj e [j , iJ .

Omenimo še, da opi sani post op ek ni ed ini, ki poišče vrednosti naj­
kraj ših poti . Ima t udi pomanjkljivost , saj kot rezulta t dob imo le vrednosti
naj kr aj ših poti, ne pa tudi sa mih poti . Seveda pa smo s t remi preprostimi
stavki for do bili več , kot bi si lahko mislili na začetku .

Prim era

Preizkusimo gornji program na ob eh primerih iz tega prisp evka . Graf s
slike 2 ima 14 točk , vhodni po datki, ki jih pripravimo na datot eki , pa so
naslednj i:

14
O 1 1 1 -1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -1 - 1
1 O 1 - 1 - 1 - 1 1 - 1 -1 1 -1 -1 -1 - 1
1 1 O 1 - 1 - 1 1 -1 -1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1
1 -1 1 O 1 - 1 -1 1 - 1 -1 -1 -1 - 1 - 1

-1 - 1 -1 1 O 1 -1 -1 1 -1 - 1 -1 - 1 -1
1 - 1 -1 - 1 1 O - 1 -1 1 - 1 - 1 -1 -1 1

-1 1 1 -1 - 1 - 1 O 1 -1 -1 1 -1 - 1 - 1
-1 - 1 - 1 1 - 1 -1 1 O 1 - 1 - 1 1 -1 - 1
- 1 - 1 - 1 -1 1 1 -1 1 O - 1 - 1 -1 1 - 1
-1 1 - 1 - 1 - 1 -1 - 1 - 1 - 1 O 1 - 1 -1 -1
- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 1 -1 -1 1 O 1 - 1 -1
- 1 - 1 -1 -1 - 1 - 1 -1 1 - 1 - 1 1 O 1 -1
- 1 -1 -1 - 1 - 1 -1 - 1 - 1 1 -1 - 1 1 O 1
- 1 - 1 -1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -1 -1 1 O
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Izpis , ki ga vrne program , je prikazan v spodnj i tabeli:

O 1 1 1 2 1 2 2 2 2 3 3 3 2

1 O 1 2 3 2 1 2 3 1 2 3 4 3

1 1 O 1 2 2 1 2 3 2 2 3 4 3

1 2 1 O 1 2 2 1 2 3 3 2 3 3

2 3 2 1 O 1 3 2 1 4 4 3 2 2

1 2 2 2 1 O 3 2 1 3 4 3 2 1

2 1 1 2 3 3 O 1 2 2 1 2 3 4

2 2 2 1 2 2 1 O 1 3 2 1 2 3

2 3 3 2 1 1 2 1 O 4 3 2 1 2

2 1 2 3 4 3 2 3 4 O 1 2 3 4

3 2 2 3 4 4 1 2 3 1 O 1 2 3

3 3 3 2 3 3 2 1 2 2 1 O 1 2

3 4 4 3 2 2 3 2 1 3 2 1 O 1

2 3 3 3 2 1 4 3 2 4 3 2 1 O

Najnevarnejše pot i so tiste m ed 2 in 13, 3 in 13, 5 in 10 , 5 in 11 , 6 in
11,7 in 14 , 9 in 10 ter 10 in 14, pr i vse h moramo (vsaj) štirikrat prečkat i

cest o.

V drugem primeru pa preizkusimo program na ut eženem grafu s
slike 4 . Tudi ta graf im a 14 točk , ki jih oštevilčimo na naraven način ,

torej a naj b o 1 in ti naj bo 14. P odatki za progr am so:

14

O 10 -1 - 1 - 1 12 -1 -1 -1 - 1 -1 - 1 -1 -1

10 O 10 -1 -1 16 11 -1 - 1 - 1 -1 -1 -1 -1

-1 10 O 10 -1 - 1 15 10 - 1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 10 O 11 -1 -1 16 10 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 - 1 11 O - 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 22

12 16 -1 -1 -1 O 10 - 1 - 1 10 17 -1 -1 -1
-1 11 15 - 1 - 1 10 O 10 -1 -1 10 -1 -1 -1
-1 -1 10 16 -1 -1 10 O 10 -1 -1 10 18 -1
-1 - 1 -1 10 -1 -1 -1 10 O -1 -1 -1 10 -1

-1 -1 -1 -1 -1 10 -1 -1 -1 O 10 -1 -1 -1
-1 -1 - 1 - 1 -1 17 10 -1 -1 10 O 10 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 10 - 1 - 1 10 O 10 -1
- 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 18 10 -1 -1 10 O 7
-1 -1 -1 -1 22 -1 -1 - 1 -1 -1 -1 -1 7 O



In b rezubt programs: 

Najddjk pot nned v s d  najhj ih i  patmi je d o h  56 in pot& 
medt-8ehj,wnajwkpsjepotmed-ahn. P W  
ju! Vse &de p t i  so km@e od 50. 

Naloga 
Za awj oh& ugotovi d@imke podatIra o prm&ni ureditvi in nata p9W 
m$mmdiZe in najbjiie poti. hi tam hhh m o s t  poti iie +I$ko izpo- 
pol&: b ceato prdmmo pri d o r j u ,  je to mmeje, kot Ee jo preihrm 
na n d o -  kr@SEu (na primer dvakrat mmeje). K h  moramo 
aer ta primer pripmiti podatk~? 
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