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- Za dane tri kroznice smo Zeleli konstruirati Se
eno, ki bi se dotikala vseh treh hkrati. Za reSitev
tega problema smo spoznali invertiranje ¢ez kro-
Znico, uporabili pa smo tudi program GeoGebra, v
katerem smo za boljso predstavitev problematike

reSitev tudi konstruirali.

Uvod

Marsovski vesoljski ladji se je na vzhodni medgalak-
ti¢ni obvoznici pokvarila navigacijska naprava in str-
moglavila je neznano kam v Bermudski trikotnik. 1z-
najdljivi Marsovci so na hipernetu uspeli poiskati ze-
mljevid obmocja in izbrskati, da se na Bermudskih
otokih, Portoriku in obali Floride nahajajo trije sve-
tilniki, ki sinhrono oddajajo signal. Kako se bodo
opremljeni z zemljevidom, podatkih o ¢asovnih raz-
likah med prispelimi signali in matemati¢nim zna-
njem resili iz zagate?

Strmoglavljenci so se iskanja polozaja lotili z geo-
metrijo. Vedeli so, da je hiperbola mnoZzica tock, za
katere je absolutna vrednost razlike razdalj od dveh
izbranih tock konstantna. Iz ¢asovnih razlik v pre-
jemu signalov so za vsak par svetilnikov izracunali
razliko med razdaljama od njihovega nahajaliSc¢a do
posameznega svetilnika. Na zemljevidu so nato Ze-
leli narisati hiperbole z goris¢i na mestu svetilnikov
in konstantno razliko razdalj, ki ustreza razlikam
med razdaljami do svetilnikov, ter poiskati njihovo
preseciSce (ki predstavlja lego Marsovcev). A kaj vec
od Sestila in geotrikotnika med razbitinami niso na-
Sli. Newton jim je priSepnil, da se je z ekvivalentnim

IClanek je nastal na poletnem taboru MaRS 2016 (Matema-
ticno Raziskovalno Srecanje za srednjeSolce).

geometrijskim problemom ukvarjal Apolonij. Seveda
smo jim tudi zemeljski MaRSovci priskocili na po-
moc.

Apolonijeva kroznica

Apolonij iz Perge je v 3. stoletju pr. n. st. formuliral
in reSil sledeci problem:

Problem. Nacrtaj vsaj eno kroZnico, ki je tangentna
na tri dane kroZnice v ravnini.

Kako sta Apolonijev problem in tezave Marsovcev
sploh povezana?

Recimo, da je razlika med razdaljama do svetil-
nika A in do svetilnika B enaka x ter razlika med
razdaljama do svetilnika A in do svetilnika C enaka
. Ladja S je od toCke A oddaljena za rs + 72, od
tocke B za 7 + 71 in od tocke C za 7, + r3 (slika 1).
Torej je razlika med razdaljama do svetilnika A in
do svetilnika B enaka r; — 1> = x ter razlika med
razdaljama do svetilnika A in do svetilnika C enaka

SLIKA 1.

Slika prikazuje oba nacina iskanja lege Marsovcev. Ti se naha-
jajo na preseciscu dveh hiperbol, ki je hkrati sredisce kroznice;
ta je reSitev Apolonijevega problema.
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¥3 — 72 = y. Izberemo poljubni 7, in na zemljevidu
nariSemo kroznice s sredisci v svetilnikih in polmeri
Y1 = X+, 72 in¥3 = ¥ + 72. TocCka, kjer se nahajajo
Marsovci, je srediS¢e kroZnice, ki je tangentna na vse
tri kroZnice s sredisci v svetilnikih.

V zgodovini so se matematiki (in obupani brodo-
lomci) naloge lotevali na razlicne nacine; med dru-
gim s hiperbolami, nekateri pa algebrai¢no. Mi smo
se konstrukcije kroznice lotili z inverzijo. Poglejmo
si, kaj je inverzija.

Definicija. Inverzna tocka tocke A glede na krozni-
co K s srediS¢em O in polmerom 7 je tocka A’, ki lezi
na poltraku OA tako, da velja

= |OA|-|0A'| =72,

Na sliki 2 vidimo inverz tocke A glede na kroZnico
K. Posebnost je srediS¢e O, katerega sliko nam de-
finicija ne poda. Po dogovoru se preslika v neskon¢-
nost (in tocka v neskoncnosti v sredisce O).

SLIKA 2.
Inverzna tocka tocke A

Navedimo nekaj lastnosti inverzije. Inverzija
ohranja kote in preslika iz notranjosti kroznice K
v njeno zunanjost (in iz zunanjosti v njeno notra-
njost).

Preslikava preslika

= tocko, ki se nahaja na kroZnici K, samo vase;

= premico, ki ne gre skozi srediSce O, v krozZnico, ki
poteka skozi sredisce O;

= premico, ki gre skozi sredisce O, samo vase;

MATEMATIKA

= kroznico, ki gre skozi sredisce O, v premico;
= kroznico, ki ne gre skozi srediSce O, pa v kro-
Znico.

Poglejmo si dokaz lastnosti ohranjanja kotov: 1z-
berimo dve to¢ki A in B. V trikotniku O AB ozna¢imo
z & kot z vthom v toc¢ki A in z 8 kot z vrhom v toc¢ki
B. Narisimo Se tocki A’ in B’, ki sta inverzni tocki
tock A in B (slika 3).

SLIKA 3.
Tocki A in B, pripadajoca kota in inverzni tocki

Oglejmo si trikotnik OA’B’. Vemo, da velja |OA]| -
|OA’| = ¥? in |OB| - |OB’| = 72, torej velja |OA]| -
|OA’| = |OB| - |OB’| ali drugace zapisano

. |0A| _ |OB'|
|OB| ~ |0A"|”

Izrek o podobnosti trikotnikov pravi, da sta si dana
trikotnika podobna, ¢e se ujemata v razmerju dveh
stranic in kotu med njima. Ker je kot z vrhom v tocki
O trikotnikoma OAB in OA’B’ skupen, iz zgornjega
razmerja sledi, da sta si trikotnika OAB in OB’A’
podobna. Kot z vchom v toc¢ki A" je torej enak S, kot
z vrhom v to¢ki B’ pa je enak « (slika 4).

Vzemimo zdaj kot, katerega krak ne precka sredi-
§c¢a kroZnice. Oznac¢imo vrh kota z B in po eno tocko
na vsakem kraku z A in C ter njihove inverzne tocke
B’, A" in C’ (slika 5).

Oznacimo kote v trikotniku ABC z «, B in y. Iz pr-
vega dela dokaza sledi, da je kot OB’C’ enak y, zuna-
nji kot kota OB’ A’ pa je enak « (slika 6). Ker je vsota
kotov v trikotniku enaka iztegnjenemu kotu, sledi,
da je kot C'B’A’ enak fB; torej inverzija res ohranja
kote.
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SLIKA 4.
Trikotnika OAB in OB’ A’ sta si podobna.

SLIKA 5.
Opazovani kot (zgoraj) in pripadajoce tocke, s katerimi si po-
magamo pri opazovanju kota (spodaj).

Dokaze preostalih lastnosti lahko bralec najde v
[4, poglavje 1].

Oglejmo si Se poseben primer slike 4. Kot « naj
bo pravi kot, tocka B pa naj se nahaja na kroznici K,
kot prikazuje slika 7. Slika nam pravzaprav prika-
zuje zamisel, kako skonstruiramo inverzno tocko A’

SLIKA 6.
Pari skladnih kotov v zacetni in inverzni sliki

SLIKA 7.
Konstrukcija inverzne tocke.

toCke A. KaksSen je torej postopek konstrukcije? Naj-
prej nariSemo poltrak OA, nato pa pravokotnico na
poltrak skozi tocko A. V tocki, v kateri pravokotnica
seka kroznico K, nariSemo tangento na K. PreseciSce
tangente in poltraka O A je inverzna tocka A’.
Opremljeni z novim znanjem se lahko zdaj lotimo
reSevanja naSega problema (in brodolomcev).

Resitev problema. Iskanja reSitve se lotimo po ko-
rakih:

(i) Posamezno kroZnico zmanjSamo za polmer
najmanjSe kroznice r;. S tem najmanjSo kroznico
zmanjSamo v tocko, ki jo ozna¢imo z A, namesto
drugih dveh krozZnic pa imamo zdaj dve manjsi kro-

Znici, ki ju poimenujemo f in g. Kroznica, ki se do-
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SLIKA 8.

Zgoraj: Zacetne kroznice in reSitev Apolonijevega problema
(modra kroZnica t). Spodaj: Zacetne in zmanjSane kroznice
ter resitev zaCetnega in poenostavljenega problema.

tika kroznic f in g ter gre skozi tocko A, ima sredi-
SCe v isti tocki kot reSitev nasega problema, polmer
pa ima za ¥ vecji. S tem smo problem poenostavili
na iskanje kroznice, ki se dotika dveh krozZnic in gre
skozi dano tocko (slika 8).

(ii) Preko kroZnice K s srediS¢em v tocki A in
poljubnim polmerom invertiramo kroZnici f in g ter
tocko A. Sliki kroZnic f in g sta kroznici, ki ju ozna-
¢imo f’ in g’, slika tocke A pa je tocka v neskoncno-
sti. KroZnica, ki resi poenostavljen problem, poteka
skozi tocko A, ki smo jo izbrali za sredisSce inverzije,
zato je njena slika premica. Ker se ta kroZnica do-
tika kroznic f in g, se njena slika dotika kroznic f’
in g’, torej mora biti skupna tangenta f’ in g’ (slika
9 spodaj).

MATEMATIKA

SLIKA 9.
Zgoraj: Inverzija kroznic f in g preko kroznice K. Spodaj:
Skupne tangente kroznic f’ in g’.

(iii) Na invertirani kroznici q" in f’ nariSemo sku-
pno tangento. MoZne tangente so Stiri, izbrali pa
bomo tisto, ki se kroznic q" in f’ dotika na zunanji
strani glede na sredi$ce kroznice K 2 (slika 9 spodaj).

(iv) Tangento invertiramo preko krozZnice K. Slika
tangente je kroZnica, ki se dotika kroznic f in g ter
poteka skozi tocko A.

(v) Dobljeno kroZnico nato zmanjSamo za polmer
najmanjSe kroznice ¥;. Tako dobimo krozZnico t, ki
je reSitev zaCetnega problema.

2(Ce bi izbrali tangento, ki se kroznic g’ in f’ dotika na no-
tranji strani glede na sredisce kroznice K, bi dobili drugo reSitev.
Premislite lahko, zakaj preostali dve tangenti v tem primeru ne
dasta reSitve.
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SLIKA 10.
Mozne reSitve Apolonijevega problema za tri kroznice

Marsovci so tako sporocili, kam jih lahko MaR-
Sovci pridemo iskat. Po uspesni reSevalni akciji smo
se skupaj usedli za mizo in vneto premlevali, Ce je
za dani problem na voljo vec reSitev. Ugotovili smo,
da ima problem osem reSitev.

Preostale reSitve problema. V koraku (iii) konstruk-
cije reSitve lahko na invertirani krozZnici g in f na-
riSemo skupno tangento, ki se kroZnic g’ in f’ do-
tika na notranji strani glede na sredisce kroZnice K.
Tangento invertiramo preko kroznice K in dobljeno
kroznico povecamo za polmer najmanjSe kroznice
¥1. Tako dobljena kroznica je druga reSitev Apolo-
nijevega problema, ki prvotne kroznice zaobjame v
svoji notranjosti. MoZnih je nadaljnih Sest reSitev, ki
se prvotnih kroZnic dotikajo izmeni¢no na zunanji
ali notranji strani. Konstrukcije teh resSitev se razli-
kujejo v tem, da v koraku (i) v reSitvi problema ne
zmanjSamo vseh treh kroZnic, temvec eno ali obe iz-
med vecjih dveh kroznic povetamo za polmer 7} in
v izbiri tangente v koraku (iii) (slika 10).

Stevilo moZnih resitev je v sploSnem osem, vendar
je to odvisno od razporeditve objektov v ravnini. V
nekaterih primerih je tako mogoce dobiti neskonc¢no
reSitev. Predstavimo jih nekaj:

= Tri kroznice, ki sovpadajo. Izberemo lahko po-
ljubno tocko, skozi katero nac¢rtamo kroznico, ka-
tere polmer naj bo razdalja od kroZnice do tocke.
Tako dobimo neskon¢no mnogo resitev.

= Tri poljubne kroznice, ki se stikajo v eni tocki, pri
Cemer mora vsaj ena leZati znotraj druge. Za sre-
disce reSitve si izberemo poljubno tocko na pre-
mici, ki povezuje srediS¢a kroZnic. ReSitvena kro-
Znica poteka skozi dotikaliS¢e kroznic. Tako do-
bimo neskon¢no mnogo resitev (slika 11 levo).

= Dve poljubni kroZnici, ki sovpadata, ter ena, ki lezi
zunaj njiju in se ju ne dotika. SrediSc¢i kroZnic
sta goriS¢i hiperbol, ki imata stalno razliko razdalj
do gorisc¢ enako vsoti oz. razliki polmerov danih
kroZnic. Tako dobimo dve hiperboli, na katerih
leZijo srediSca kroZnic, ki so reSitve tega primera
(slika 11 desno).

Po drugi strani pa problem nima resitve, kadar so
srediSca enako velikih kroZnic, ki se ne stikajo, koli-
nearna. Druga moZnost, kjer reSitev ni, je, kadar ena
kroznica lezi v notranjosti druge in se kroznice ne
dotikajo (slika 12).
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SLIKA 11.
Primera s neskoncno resitvami. Na levi je mnozica vseh sredis¢ resitev Apolonijevega problema premica na desni pa sredisca
reSitev lezijo na hiperbolah.

@@ O OO

SLIKA 12.
Primera, kjer resitve ni.
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