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Kako se uciti matematiko, kako poucevati
matematiko? Kaj se je o tem pisalo nekoc in
kaj danes?

S Terezijanskim osnovnosolskim zakonom leta 1774 je bila prvi¢ na nasem
ozemlju uvedena splosna Solska obveznost za vse otroke od 6. do 12. leta. Z
uvedbo obveznega $olanja so v nas slovenski prostor postopoma prisli ucbe-
niki za pouk matematike. Prve v slovenskem jeziku je napisal dr. Franc Mo¢-
nik, dopolnil pa jih je tudi z izdajo didakti¢nih napotkov. V eni od njih, Navod
k pervi racunici za slovenske ljudske Sole, je leta 1871 zapisal:

Utitelj bi gresil proti naravi tega predmeta in proti naravni poti dusnega razvi-
jevanja, ko bi racunska pravila ucencem prekladati hotel le kakor nekaj danega,
kakor puhle poslédke tujega razmisljevanja. On mora ucence le s primernimi
vprasanji napeljevati naté, da po lastnosti doticnih nalog in iz stevilnih razmer
ucenci sami prevdarjajo in sklepajo, kako se imajo zastavljene naloge resevati;
ucenci morajo nacin, po kterem se racunske naloge resujejo, tako reko¢ sami
poiskati, a ucitelj naj jih k temu le primerno napeljuje. Po tej hevristicni metodi
se ucenci naucé, kako imajo ravnati, da zastavljene naloge resijo, pa jim tudi
ne bo tezko najti doticne vzroke, po kterih se je naloga morala izpeljati. Obce
nam je znano, da otroci navadno pozabijo to, kar so se zgolj mehanicno ucili, po
zgorej omenjeni metodi pa dobi spomin svojo mocno podporo v razumnosti; in
Ce bi tudi otroci scasoma pozabili nekaj od tega, kar so si z lastno razumnostjo
pridobili, ostane jim vendar Se dusevna moc, s ktero si slabo zapomnjene reci
lehko vnovic prilasté. Lastna delavnost pa tudi ucence spodbuja, da toliko vec
liubezni in veselja do poduka zadobé. Cimbolj ucenec sam dela in razsoja, tim-
bolj je zadovoljen, ko se zaveda svoje lastne moci; vsaka nova po lastni poti in
z lastnim trudom pridobljena rec ga toliko bolj veseli in ga spodbuja k tolikanj
veli prizadevnosti. Po te nacinu vravnani nauk je najterdnejsa podloga, na kte-
ri se doseze gotovost in urnost v Steviljenji, vsestransko jdasen spregled, pa tudi
gibcnost in Zivost duhd, ki pelje ucenca do samostojnosti.

In kako je danes?

Zelo podobno poudarjamo aktivno vlogo ucencev pri izgradnji kakovostnega
in trajnega znanja. Pri tem ucitelj ucenca spremlja, kako napreduje, z ucen-
ci si izmenjuje povratne informacije s ciljem premagovati vrzeli v uenju in
izboljsati dosezke. Pri takem pouku ima u¢enec moznosti za iskanje osebnega
smisla, na¢rtovanje in udejanjanje svojih poti ucenja in strategij re$evanja,
uveljavljane svojih zmozZnosti in interesov ter ohranjanje radovednosti.

Del tega lahko preberete v $tevilki revije, ki je pred vami. Govorimo o razlic¢-
nih algoritmih mnoZzenja naravnih $tevil, razli¢nih dokazih Talesovega izreka
in njegove uporabe. V objavljeni raziskovalni nalogi u¢enec Vid predstavi,
kako je skozi ve¢ $olskih let nadgrajeval svoje matemati¢no znanje in pri tem
reSeval ekstremalni problem. Preberete lahko tudi, kaksne probleme je imel
znotraj takratnega izobrazevalnega sistema v Indiji in kako je poskusal uvelja-
viti svoje znanje matemati¢ni genij Ramanujan.

Lep pozdrav vsem in uspesen zakljucek Solskega leta.

mag. Mateja SIRNIK, odgovorna urednica

ﬁ&\.&»{dc\ 9\’\'\«/\\—
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lzvleCek

Aritmetika in algebra sta eno pomembnejsih podrocij, s katerimi se uenci srecujejo Ze v prvem vzgojno-izo-
brazevalnem obdobju. Del tega podroc¢ja so tudi ra¢unske operacije, med katere spada mnozenje. MnoZenje
je opredeljeno kot klju¢na spretnost za re$evanje matemati¢nih problemov, gradnjo trdnih temeljev propor-
cionalne vzor¢nosti, algebraicnega misljenja in zahtevnej$e matematike. S pisnim mnoZzenjem dvomestnih
$tevil se ucenci srecajo v 5. razredu osnovne Sole. V slovenskih osnovnih $olah je prisoten klasi¢ni algoritem
pisnega mnozenja, ki ze vrsto let u¢encem predstavlja trn v peti. Najvedja tezava klasi¢nega pisnega algoritma
je zanemarjanje mestnovrednostnega koncepta $tevil in »zastarelost algoritma« (Van de Wall, 2011). Algorit-
mi mnozZenja, kot jih opredelita Jazby in Pearn (2015), problem mnozenja razdelijo v serijo kognitivno manj
zahtevnih delov. Poznanih je kar nekaj algoritmov, ki so primerni za uporabo v osnovni $oli in u¢encu olajsajo
razumevanje in predstavo o Stevilih. V ¢lanku so predstavljeni razli¢ni alternativni algoritmi (prstni algoritem,
pravokotni algoritem, mrezni algoritem, linijski algoritem), ki so v pomo¢ ucencem pri razumevanju in jih
lahko s primerno razlago uporabljamo tudi kot alternativo klasi¢cnemu algoritmu pisnega mnozenja.

Klju¢ne besede: pisno mnozenje, algoritem, alternativni algoritem, mestnovrednostni koncept

Alternative Written Multiplication Algorithms

Abstract

In arithmetic and algebra, two of the more important subjects of the first education period, students learn to
perform, among other things, arithmetic operations, including multiplication. Multiplication is defined as a
key skill for solving mathematical problems, building solid foundations for proportional sampling, algebraic
thinking and more complex mathematics. Students’ first encounter with the concept of traditional multi-
plication algorithm of two digit numbers in the fifth grade. Slovenian primary schools teach the traditional
algorithm, which has, over the years, proven to be a thorn in students’ side. The main problem in teaching the
traditional multiplication is that it neglects the concept of place value and that it is »outdated« (Van de Wall,
2011). Multiplication algorithms defined by Jazby and Pearn (2015) break the multiplication problem down
into a series of less demanding parts. There are a number of algorithms that can be used in primary school to
facilitate students’ understanding of numbers and make this concept easier to learn. The article introduces dif-
ferent alternative algorithms (hand multiplication, area model, lattice multiplication, line multiplication) that
help students understand multiplication and that can be used, along with a proper explanation, as alternatives
to the traditional multiplication algorithm.

Keywords: traditional multiplication, algorithm, alternative algorithm, concept of place value
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1 Uvod

Matematika je eden temeljnih predmetov v osnovni $oli, kjer
je pomembno poznavanje dolo¢enih postopkov, razumevanje,
medpredmetno povezovanje, uporaba matemati¢nega znanja
in zmoznost re$evanja problemov. Pri pouku matematike se

2

ozave$ca prakti¢no uporabnost in smiselnost u¢enja matematike,
zato je pomembno, da so postopki, ki jih u¢encem predstavlja-
mo, smiselni in razumljivi za uporabo. Kot opisuje West (2011),
je mnozenje ena osnovnih operacij elementarne aritmetike, ki jo
lahko definiramo kot ponavljajoce sestevanje, kar se ti¢e mno-
zenja celih $tevil. Prav tako pa je mnoZenje klju¢na spretnost za
reSevanje matemati¢nih problemov.
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2 Pisni algoritmi mnozenja
2.1 Klasicni algoritem pisnega mnozenja

S pisnim mnoZenjem se ucenci prvi¢ srecajo v 4. razredu, v 5.
razredu pa pisno mnozijo tudi z dvomestnimi tevili (v mnozici
naravnih $tevil do milijona). V slovenskih osnovnih $olah je naj-
veckrat uporabljen klasi¢ni nacin pisnega mnozenja. Ta se v So-
lah uporablja Ze vrsto let. Predstavljen je bil Ze v prvem u¢beniku
za matematiko, ki je izSel v slovenskem jeziku. V u¢beniku Ra-
¢unica za obée ljudske Sole avtor Franc Moc¢nik (1995) predstavi
spodnji algoritem kot primer krajSega rac¢una. Zastavi nalogo
Koliko je 3 krat 213? in jo najprej izra¢una s pisnim se$tevanjem,
zraven pa prikaze model krajSega izracuna v smislu klasi¢nega
algoritma pisnega mnozZenja.

1. Koliko je 3 krat 213 ?
213 krajse 213 X 3
213 639 3 krat 3 ednice = 9 ed.
213 3 krat 1 desetica = 3 des.
__ﬁﬁ 3 krat 2 stotici = 6 stot.

Slika 1: Primer pisnega mnozenja v u¢beniku F. Mo¢nika.

E Mocnik (1995) opiSe postopek algoritma tako, da stevilo to-
likokrat vzames, kolikorkrat kaze drugo $tevilo, torej zmnozis.
Stevilo, ki ga vzamemo veckrat, je mnozZenec, $tevilo, ki pokaze,
kolikokrat je mnozenec treba vzeti, pa je mnotzitelj. Stevilo, ki ga
dobimo, je zmnozek.

Za ulenje in utrjevanje omenjenega algoritma je najprimernej-
$i karo zvezek, kjer lahko ucenci primerno pregledno vpisujejo
Stevila in tako organizirano in strukturirano avtomatizirajo al-
goritem in njegov postopek. V danasnjih u¢benikih se prav tako
pojavlja zgornji algoritem. Uporabi ga M. Kopasi¢ (2016), prav
tako pa je prikazan v i-u¢beniku za matematiko (Bajramovié, N.,
Repnik, A., Kociper, M., Cigula, S., Slana Mesari¢, M., Antolin,
D., Ferk, E., Viso¢nik, D., 2014). Primer korakov algoritma je
prikazan z uporabo dinamic¢ne slike, ki se nahaja v i-u¢beniku
(Bajramovic idr., 2004).

2.1.1 Koraki algoritma

1. Zapis $tevil (za boljso preglednost je vsak prostor namen-
jen svoji $tevki)

Mnozenec Mnozite

—_—
=

Slika 2: 1. korak algoritma: Zapis Stevil.

. Mnozenje z najvecjo desetisko enoto mnozitelja

Mnoziti za¢nemo z deseti$ko enoto na skrajni levi mnoZitel-
ja. To je v zgornjem primeru Stevilo 2, ki predstavlja desetice.
S tem $tevilom torej pomnozimo najmanjso desetisko enoto
mnozenca (skrajno desno v mnozencu), ki je v zgornjem pri-
meru §tevilo 1 in predstavlja enice.

V naslednjem koraku z isto desetisko enoto mnozitelja mno-
7imo naslednjo enoto, z desne proti levi, v mnozencu. To je v
nasem primeru $tevilo 3, ki predstavlja desetice.

Ko smo z najvecjo desetisko enoto mnozitelja zmnozili vse
desetiske enote mnozenca, $tevilu, ki smo ga dobili z mno-
Zenjem, pripisemo toliko nicel, kot jih je v osnovi desetiske
enote. V tem primeru smo mnozili z 20, ki je desetica, zato
je pripisana ena nic¢la. V primeru, ko bi mnozili s stotico, bi
pripisali dve nicli.

ANBNNE
620

Pripisemo 0,ker'smo
mnozili z 20

i i . i 1
=

Slika 3: 2. korak algoritma: MnoZenje z najvecjo desetisko enoto
mnozitelja.

. Mnozenje z naslednjo (od leve poti desni) desetisko enoto

mnozenca

Nadaljujemo z mnozenjem in tokrat mnozimo z naslednjo
desetisko enoto mnozitelja, v spodnjem primeru s Stevilom 4.
Zopet mnozimo $tevke mnozenca od desne proti levi.

31174
_.6...2;.0 =

Izberemo.naslednio deselisko
enato mnodenca

—

Slika 4: 3. korak algoritma: MnoZenje z naslednjo desetisko enoto
mnozitelja.

Posebej pozorni smo, ¢e pri zmnozku dobimo dvomestno
Stevilo. Kot je spodaj prikazano, zapiSemo enice zmnozka,
desetice pa prenesemo naprej.
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Slika 5: Posebna pozornost pri dvomestnih delnih zmnozkih.
311204
620
(24

... | stejemo napre|.

Slika 6: Posebna pozornost pri dvomestnih delnih zmnoZzkih.
4. Sestetje delnih zmnozkov

Ko torej zmnozimo vse $tevke mnozenca z vsemi Stevkami
mnozitelja, sestejemo delne zmnozke.

_31_

Sesteloma delna zmnazka,

&
=

Slika 7: 4. korak: Sestetje delnih zmnozkov.
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Slika 8: Kon¢ni izgled klasi¢nega algoritma pisnega mnozenja.

Mnogi avtorji za ta algoritem navajajo, da predstavlja u¢encem
teZave, saj oteZi racunanje. Van de Walle (2005) navaja, da $tevila
pri klasi¢nem algoritmu niso gledana kot celote. Opazimo jih kot
posamezne Stevke, Sele ob izratunu pa jim namenimo nekaj po-
zornosti. Prav tako opozarja, da se $tevila ne gledajo kot posamez-
ne desetiske enote, temve¢ kot posamezne $tevke. Tako ucenec
na nek nacin dejansko stevilo ignorira. Tako Van de Walle ugo-
tavlja, da je najvecja teZava v zanemarjanju mestnovrednostnega
koncepta $tevil, ki je za ucence sicer pomemben zaradi vzposta-
vljanja predstave o velikosti $tevil in o odnosih med stevili.

Po drugi strani pa je klasi¢ni algoritem pisnega mnoZzenja kon-
ceptualno naravnan algoritem, za katerega ucenci vedo, kako se
ga resi, pri tem pa se bolj ali manj konca. Zato tako Van de Walle
kot Fuson (2003) razmi$ljata o smiselnosti klasi¢nega algoritma
pisnega mnozenja. Van de Walle med drugim ugotavlja zastare-
lost algoritma, ki ob spremembah v u¢nih nacrtih, usmerjenih v
ustvarjanje ugodnega okolja za ucenje in okolja z razumljivimi
algoritmi, ni optimalen. Zelo pomembno je, da ucitelj ob razlagi
klasi¢nega algoritma poudari pomen desetiskih enot, da se ne
zanemari mestnovrednostni koncept in da zmanjsamo tveganje
za nastanek napak pri uporabi algoritma.

Tudi Jazby in Pearn (2015) opozarjata na to, saj opredelita algo-
ritme mnoZzenja kot kognitivne pripomocke, ki mnozenje razde-
lijo v serijo kognitivno manj zahtevnih delov. V primeru klasi¢-
nega algoritma se pojavi tezava, saj algoritem obravnava $tevila
kot posamezne Stevke in kot strategija ni $tevilsko naravnan. V
primeru mnozZenja $tevil 34 in 36 bi ucenci 34 - 36 razdelili na
lazje zmnozke, kot na primer: 6 - 4,6 - 3,2 - 4, 2 - 3, kar pa je
seveda napacno, saj ne mnozimo 6 - 3, temve¢ 6 - 30. V kolikor bi
ucenci razdelili $tevili na delne zmnozke, bi tako pri sestevanju
delnih zmnozkov dobili napacen rezultat, saj niso pozorni na de-
setiske enote Stevk v Stevilu.

Van de Walle (2005) opozarja, da ucenci v primeru, ko ne razu-
mejo konceptov, ki temeljijo na dolocenih postopkih, ustvarijo
pomanjkljive postopke, ki se odrazajo v sistemati¢nih vzorcih
napak. Cilj u¢itelja mora biti, da tveganje za te napake ¢im bolj
zmanj$a in ucencu tako nudi primerno razlago oz. primerno al-
ternativo, da bo njegovo razumevanje boljse in bolj sistemati¢no.

Kot navaja Fuson (2003), lahko s poznavanjem postopkov, algo-
ritmov in dobro pripravo u¢encev na spoznavanje le-teh ucitelj
prepreci vecino napak, ki bi se pri u¢encevi samostojni uporabi
algoritma pojavile. Pomembno je, da ima ucenec ustrezne pogo-
je, ustrezno u¢no okolje, v katerem bo ugodno razvil predispozi-
cije, potrebne za razumevanje algoritmov, algoritmi pa mu mo-
rajo biti jasno predstavljeni za samostojno in uspesno uporabo.

2.2 Primerjava klasi¢nega algoritma in
alternativnih algoritmov pisnega mnozenja

Fuson (2003) navaja, da obstajajo razli¢ni algoritmi, ki so pri-
merni za uporabo pri pisnem mnozenju. Vsak ima prednosti in
slabosti, naloga ucitelja pa je, da te prednosti in slabosti dobro
preudi, da lahko izbere primeren algoritem, ki ga bo u¢encem
ponudil kot alternativo pisnega mnozenja. Tako mora ulitelj zelo
dobro poznati algoritem, ki ga u¢encem predstavlja. Pripraviti
mora ustrezno tabelsko sliko, ki bo u¢encem v pomo¢ pri ra-
zumevanju algoritma. Biti mora nazorna, pregledna, dodelana,
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koraki algoritma morajo biti dobro vidni. Uéenci nato potrebu-
jejo ustaljeno vajo, s katero postanejo fluentnejsi in bolj organi-
zirani pri uporabi algoritma.

Van de Walle (2005) je v ¢lanku opisal, da moramo ucence spod-
bujati tudi k temu, da sami poiScejo alternativne strategije, ki bi
jim rac¢unanje olajsale. Spodbujati jih moramo, da si ustvarijo
ucno okolje bolj razumljivo, da si z novimi strategijami olajsajo
racunanje in da s pomocjo teh strategij postopke razumejo. To
pomeni, da razumejo njihovo delovanje, da vedo, kako si sledijo
koraki algoritma, in predvsem da vedo, zakaj so koraki tako raz-
porejeni in v ¢em je smisel strategije oziroma algoritma. U¢ence
tako prvotno spodbujamo k temu, da sami svoje delo olajsajo,
kot alternativa pa je na voljo kar nekaj algoritmov, ki jih avtorji
izpostavljajo kot primerne za pisno mnozenje v osnovni $oli.

2.3 Alternativni algoritmi pisnega mnozenja

West (2011) je v svojem prispevku predstavila 9 alternativnih al-
goritmov, ki u¢encem olaj$ajo racunanje oz. so u¢encem lahko
predstavljeni tudi kot splosni algoritmi pisnega mnozenja. Pred-
stavili bomo §tiri algoritme, ki so primerni za uporabo v nasih
osnovnih Solah.

2.3.1 Prsti algoritem

Prstni algoritem je enostaven algoritem, ki ga lahko uporabljamo
za ra¢unanje zmnozkov enomestnih $tevil med 5 in 9. Pomemb-
no pravilo, ki ga mora$ poznati ob uporabi, je, da zaprta pest
predstavlja Stevilo 5, vsak prst, ki ga odpres, pa doda ena k prejs-
nji vrednosti. Da na vsaki roki nastavi$ pravo $tevilo, od Stevila
odstejes pet. Ostanek predstavljajo dvignjeni prsti (West, 2011).

V primeru, ko zelimo izracunati zmnozek $tevil 8 - 7, sledimo
naslednjim korakom:

1. Dvigni tri prste na levi roki (8 - 5 = 3).
2. Dvigni dva prsta na desni roki (7 - 5 = 2).

3. Sestevek dvignjenih prstov pomnoziz 10 (3 +2=5;
5-10 =50).

4. Zaprte prste pomnozi med seboj (2 - 3 = 6).
5. Sestej dobljeni stevili (50 + 6 = 56).

West (2011) pravilnost uporabe prstnega algoritma dokaze z na-
slednjo enakostjo:

10[(x - 5) + (y - 5)] + [(10 - x)(10 - )] =
=10x - 50 + 10y - 50 + 100 - 10x - 10y + xy
=10x - 50 + 10y - 50 + 100 - 10x - 10y + xy
Pomnozi sestevek dvignjenih prstov (x - 5in y - 5) z 10, nato pa

pristej zmnozek stevil zaprtih prstov (10 - x)(10 - y).

Metoda ne zahteva avtomatizirane postevanke, zato je lahko pri-
pomocek pri avtomatiziranju in sluzi kot moznost razvoja razu-
mevanja procesa mnozenja.

2.3.2 Pravokotni algoritem

West (2011) navaja, da je pravokotni algoritem model mnoze-
nja, ki uporabi razlicne reprezentacije, da razlozi mnozenje in
ucencem pomaga ustvariti relacije z algebro in algebrai¢nim mi-
$ljenjem.

Model lahko razdelimo na razli¢ne nacine:

o tako da so vsi deli modela enaki kvadrati,

o tako da deli, kjer mnozimo z vecjimi Stevili (deseticami),
predstavljajo ve¢ji del,

o ali pa tako da uporabi$ karirast list papirja. V vodoravni li-
niji najprej vzames toliko kvadratkov, kolikor je mo¢ desetic,
nato pa $e toliko kvadratkov, kot je mo¢ enic. Prav tako vza-
me$ v navpicni smeri najprej toliko kvadratkov, kot predstav-
lja mo¢ desetic in nato $e toliko, kolikor je mo¢ enic. Slednji
nacin je prikazan na spodnyji sliki za 16 - 27.

Slika 9: Primer oblike modela pri uporabi pravokotnega algoritma.

V primeru mnozenja 14 - 12 predstavimo algoritem tako, da naj-
prej nariSemo pravokotnik z visino 12 in $irino 14, na navaden
ali karirast papir, in pokazemo vmesne korake. Algoritem deluje
tako, da najprej razmislimo, kako bi $tevila razdelili na zaokroze-
ne desetice in enice. Tako $tevili 14 in 12 razdelimo na 10 + 4 in
10 + 2. Narisani model nato razdelimo na 4 dele.

1. Pravokotnik zgoraj levo predstavlja zmnoZek prvega seste-
vanca prvega Stevila (10 od 14) in prvega seStevanca druge-
ga §tevila (10 od 12).

2. 'V pravokotniku zgoraj desno mnozimo drugi sestevanec
prvega $tevila (4 od 14) in prvi seStevanec drugega $tevila
(10 od 12).

3. V pravokotniku spodaj levo mnozimo prvi sestevanec
prvega Stevila (10 od 14) in drugi seStevanec drugega $te-
vila (2 0od 12).

4. 'V pravokotniku spodaj desno mnozimo drugi seStevanec
prvega $tevila (4 od 14) in drugi seStevanec prvega tevila
(20d 12).

5. Sestejemo vse delne rezultate in dobimo koncni rezultat
mnozZenja.
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Slika 10: Primer kvadratnega algoritma za mnozenje 14 - 12.
(West, 2011)

Glede na to, da mnozZenje temelji na zakonu distributivnosti, av-
torica razdela pravokotni model mnozenja tudi v skladu z zako-
nom distributivnosti (a-(b+c)=a-b+a-c).
14-12=
=[10-(10+2)] +[4- (10 + 2)]
=(10-10) + (10-2) + (4 - 10) + (4 - 2)
=100 +20+40+8
=100 +60 + 8
=168

Tudi v primeru mnoZenja z negativnimi $tevili je pravokotni mo-
del primeren kot alternativni model mnoZenja. Stevili 14 in 12
bi tako prikazali kot delni razliki 20 - 6 (= 14) in 20 - 8 (= 12).
Postopek je enak kot v zgornjem primeru, pozorni moramo biti
le na predznak delnih zmnozkov.

20 -6
400 -120 i
-160 48 &

Slika 11: Primer kvadratnega algoritma za mnozenje 14 - 12
z odstevanjem. (West, 2011)

Predstavljeni model mnozZenja jasno prikaze razmerje med $te-
vili. Prav tako pa je dober primer za dokaz komutativnosti, saj s
pravokotnim algoritmom mnozenja u¢encem grafi¢no prikaze-
mo, daje 14 - 12 enako 12 - 14. Z njegovo pomocjo lahko ucenci -
predvsem vizualni tip u¢encev - razvijejo relacijsko razumevanje
mnozenja ve¢mestnih tevil in faktoriziranja $tevil.

Ze Mo¢nik (1995) je v svojem uc¢beniku predstavil drugacen al-
goritem mnoZenja, ki spominja na zgoraj predstavljeni pravoko-

6

tni model. Zmnozek mnozenca in mnozitelja je zapisal kot seste-
vek delnih zmnozkov.

24, 9416 = 25. 8X109= 26. 6X152 = 27, 5X178 =
4X157 = 7X135 = 3X319 = 9X465 =
3X192 = £X2T = 8X123 = TX149 —

2 % 146 = 2 X 100 + 2 X 40 4+ 2 X 6.

Slika 12: Pisno mnoZenje kot sestevek delnih zmnozkov.

Na primeru 2 - 416 avtor izracuna s pomocjo delnih zmnozkov.
Tako ustvari racun:

2-416=2-100+2-40+2-6

Vidimo lahko, da je $tevilo 416 razdelil na posamezne deseti-
ske enote in tako zmnozil enice, desetice in stotice mnozenca z
mnoziteljem posebej. Pri tem je opazno, da so desetiske enote
izpostavljene in je vsekakor dober na¢in ra¢unanja, pri katerem
mestnovrednostni koncept ni zanemarjen.

Ta nadin mnoZenja je predstavljen tudi v ucbeniku Sti¢isce 5
(Strnad, M. in Stuklek, M., 2008), ki izstopa po razli¢nih algorit-
mih pisnega mnoZenja. Avtorici predstavita zgoraj opisani algo-
ritem kot metodo skatle.

Ol sfiki todifkega traky s premislekom izrafunajmo smokek 12 stolpeev po | 7
kroghc: 12-17.

Sefievamo in prikademao s stotifkim kvadratom

1217 . 17+ 174+ 174174 174 174174 W74 17+ 172017 407

Spretno radunamo;
1217

o
e

+ Seltevamo
ojoal 703 170
2| 20] 14 34
204

Slika 13: Metoda Skatle.

Pri metodi $katle si pomagamo s prikazom stotiskega kvadrata,
ki s pomocjo dveh barv ponazarja enice in desetice mnozitelja,
s pomocjo prekinitve med krogci pa razdeli $tevilo, ki ponazarja
mnozenca, na enice in desetice. Oba faktorja tako najprej razde-
limo na vsoto desetiskih enot, pomnozimo vse faktorje in delne
zmnozke sestejemo (Strnad, M. in Stuklek, M., 2008, str. 121).

2.3.3 Mrezni algoritem

Mrezni algoritem je bil sprva razvit v Indiji ze v 10. stoletju, nekje
v 14. stoletju pa ga je Fibonacci predstavil v Evropi. Postopek je
podoben klasi¢nemu algoritmu, vendar je razdeljen na manjse
korake in veliko bolj pregleden (West, 2011).

Avtorica navaja, da je pri tem algoritmu zelo pomembno, da smo
dosledni tako pri risanju graficnega prikaza kot pri zapisu stevil,
da je slika jasna in pregledna. Sprva lahko algoritem izzove nekaj
kritik, tj. da zanemarja mestnovrednostni koncept, vendar lahko
na spodnji sliki vidimo, da pre¢ne ¢rte predstavljajo posamezne
desetiske enote. Postopek sloni na treh korakih: mnoZenju, pre-
oblikovanju in sestevanju. Vsak korak je posebej izpostavljen,
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ucenci pa ob uporabi razmisljajo o pomenu vsakega posamezne-
ga koraka in strukture (West, 2011).

1 2

04081

2
054015

5,5,3/%5

3

Slika 14: Primer mreZnega algoritma za mnozenje 123 - 45."

Postopek mreznega algoritma je slede¢:

1. Nari$emo pravokotnik, ki ima toliko vrst in toliko stolpcev,
kot imata mest $tevili, ki ju mnozimo. Vsaka $tevka je v svoji
vrsti/stolpcu.

2. V vsakem predalcku diagonalno od spodnjega levega k zgor-
njemu desnemu robu nari$emo ¢rto.

3. Nad vsak stolpec napi$emo Stevke mnozenca, kot si sledjo.
Na desno stran pravokotnika k vsaki vrstici pripiSemo $tevke
mnozitelja, od zgoraj navzdol, kot si sledijo v Stevilu.

4. Vse $tevke nato zmnoZimo med seboj in jih zapiSemo na
to¢no dolo¢ena mesta, kjer v zgornji del kvadratka vnesemo
desetico, v spodnjega pa enico mnozenja (v tem primeru
3 -4 =12, tako zapiSemo 1 v zgornji del, 2 pa v spodnjega).

5. Ko vse $tevke zmnozimo, podalj$amo pre¢ne ¢rte med posa-
meznimi desetiskimi enotami in sestejemo Stevila iz tabele,
ki se nahajajo med posameznimi lo¢nimi ¢rtami.

6. Sestevanje poteka od desne proti levi, pri ¢emer vrednosti de-
setice prenasamo naprej. V na$em primeru pride do prenosa
naprej pri sestevanju stotic (1 + 8 + 1 + 5 = 15). Tako dobimo
5 stotic in 1 tisocico, ki jo pristejemo k 4 tisoc¢icam in tako v
kon¢nem rezultatu dobimo 5 tisoic.

Kon¢ni rezultat preberemo od leve proti desni. 5 tisocic, 5 stotic,
3 desetice, 5 enic, kar pomeni $tevilo 5535.

Strnad in Stuklek (2008) ta algoritem predstavita kot pisno mno-
zenje z Napierjevimi trakovi (str. 124). Algoritem je povzet po

matematiku Johnu Napierju, ki ga je predstavil ze v 16. stoletju. Z
Napierjevimi trakovi postopno mnozimo od desne proti levi, kot
je prikazano na sliki 15. Enice zapi$emo v spodnji trak, desetice
pa v sosednega, posevno nad enicami. Postopek ponavljamo, na
koncu pa $tevke iz posameznih trakov sestejemo.

2.3.4 Linijski algoritem

Algoritem poznamo po dveh imenih. Prvi je linijski algoritem,
pri katerem so ¢rte narisane vodoravno in navpi¢no, drugo pa je
japonski algoritem, pri katerem so ¢rte narisane navpi¢no. Linij-
ski je bolj pregleden in zato u¢encem bolj uporaben. Kot algori-
tem s svojo grafiéno podobo omogo¢i vidno izboljsavo procesa
mnozenja (West, 2011). Postopek je opisan na primeru mnoze-

nja Stevil 22 - 13.

1. Navpi¢no nari$emo dvakrat po dve ¢rti. Na levi ¢rti predsta-
vljata desetice, ¢rti na desni pa enice mnoZenca. Nato narise-
mo $e po eno in tri ¢rte vodoravno. Tako ena ¢rta predstavlja
desetice, tri ¢rte pa enice mnozitelja.

2. Oznadimo, kje se ¢rte sekajo. Zmnozek mnozenja dobimo
tako, da vse preseke prestejemo in jih, kot je prikazano spo-
daj, sestejemo diagonalno.

2 El
1
ﬁf/ 4:
\ | 3

— J

Slika 16: Graficni prikaz linijskega algoritma. (West, 2011)

Pri linijskem algoritmu so desetiSke enote podobno vidne kot pri
mreznem algoritmu, tj. diagonalno. V primeru, ko so posame-
zni se$tevki vedji od 10, pride do prenosa naprej. Presecis¢a torej
tvorijo posamezno desetisko enoto in $tevilo tock v vsakem pre-
secidc¢u predstavlja zmnozek Stevila ¢rt. Tako je lahko linijski al-
goritem podoben pravokotnemu, ¢e pri posameznih prese¢is¢ih
napi$emo delne zmnozke, kot je prikazano na spodnji sliki. Kot
pri pravokotnem modelu si lahko tudi tukaj pomagamo z zapi-

Mnofimo s 4
4.4 =16 zapifeno 16: desetico | pelevno nad enice &,

b3 | i
o
b—"m w0

& | N | S en

ol C N
Ll
3 fpat e

4 5-4 =20 zapitemo 20: desetici 2 podevno nad enico 0,
1-4=4 zapfemodvpredaliek za enice

Mnodimo z B:

B 4.8=132 zapifero 12 desetice | polevno nad enid 2,
5.8=40, zapifemo :0; desetice 4 poevna nad enico 0,
1-8=8

zapiemo 8 v predal ek za enice.

Seftejerno Stevke, ki so na skupnem traku,

Slika 15: Pisno mnozenje z Napierjevimi trakovi.

1 Pridobljeno iz: https://osvojiznanje.weebly.com/matematikal/pregled-razlicnih-metod-mnozenja-dveh-vecmestnih-stevil?utm_content=buffer6a449&utm_medium=social&utm

_source=facebook.com&utm_campaign=buffer, 17. 2. 2018.
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som posameznih zmnozkov, ki nam logi¢no pojasnijo preseci¢a  Tako kot ostali algoritmi tudi linijski algoritem deluje po nacelu

¢rt, ki jih dobimo pri uporabi linijskega modela (West, 2011). distributivnosti, kar West (2011) dokaZze z naslednjim izracu-
nom:
20% 10 2 2 2x10 22-13=
\ / =(20+2)-(10 +3)

. =(20-10) +(20-3) + (2-10) + (2 - 3)
=200+60+20+6
=200+80+6
=286

3

20x3 A7 N

2x=3

Slika 17: Linijski algoritem, s pomoZnimi racuni v stilu pravokotnega
algoritma. (West, 2011)

Zakljucek

Mnogi avtorji se strinjajo, da alternativni algoritmi predvsem zmanj$ujejo napake ucencev in povecujejo uspes-
nost (Randolph in Sherman, 2001). Nekateri algoritmi so lahko ucitelju tudi pripomocek, s katerim ugotovi,
kateri koraki mnoZenja ucencem povzrocajo tezave (npr. mrezni algoritem). Pri tem algoritmu ucenci sprva
$tevila samo mnozijo, v drugem koraku pa sestevajo delne zmnozke in jih urejajo glede na desetiske enote; pri
ucencih ne prihaja do vecje zmede. Prav tako pa omenjeni algoritmi izbolj$ajo predstavo o desetiskih enotah
(predvsem pravokotni algoritem).

Pri algoritmih je torej klju¢nega pomena, da u¢itelj premisli o primernosti uporabe. Uéenci morajo imeti raz-
vite dolo¢ene predispozicije, da lahko algoritem uporabljajo. Se pomembneje pa je, da ucitelj uporabi algori-
tem, ki ga sam zelo dobro pozna - tako njegov postopek kot nacin, po katerem deluje. U¢encem lahko pomaga
le tako, da mu algoritem primerno predstavi, da ta u¢encu omogo¢i kognitivno manj zahtevne procese, ki so
razumljivej$i in v pomo¢ pri pisnem mnozenju.
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Uporaba in osmisljanje matematicnih vsebin
v luci kompleksnosti: trije primeri
prepogibanja papirja

mag. Mojca Suban
Zavod RS za Solstvo

IzvleCek

Utenje in poucevanje matematike v velikem delu temelji na razumevanju in osmisljanju matemati¢nih vsebin,
ki se jih u¢enci in dijaki ucijo. Proces izgrajevanja razumevanja je dolgorocen in kompleksen, u¢inkovito pa ga
lahko regulira ucitelj s premisljeno pripravo nalog in dejavnosti v podporo izgradnji in uporabi matemati¢nih
pojmov in konceptov. Rutar Ilc (Rutar Ilc v Suban Ambroz 2012) navaja, da ucenje z razumevanjem »poteka s
pomod¢jo miselnih aktivnosti, s katerimi gradimo odnos in povezave med dejstvom in idejami ter ustvarjamo
mentalne modele«. Za matematiko je vzpostavljanje odnosov in povezav med matemati¢nimi pojmi in kon-
cepti zelo pomembno, saj je narava matemati¢nega znanja kumulativna. Z uporabo razli¢nih reprezentacij,
aktivacijo notranjih povezav med pojmi, povezovanju z drugimi podrodji, aktivnostjo dijakov lahko vzpodbu-
jamo razumevanje in omogo¢imo osmisljeno uporabo matemati¢nega znanja. Re§evanje problemskih nalog,
ki jih dijak reSuje na razli¢ne nac¢ine (npr. s konkretnimi pripomocki, s tehnologijo, analiti¢no), je lahko ucin-
kovit nacin za razvijanje razumevanja matemati¢nih vsebin in njihovo uporabo. Predstavljamo tri primere
nalog s prepogibanjem papirja, ki omogoc¢ajo uporabo matemati¢nega znanja in preverjanje ter razvijanje
razumevanja nekaterih pojmov iz geometrije.

Kljucne besede: razumevanje matemati¢nih pojmov in konceptov, uporaba matemati¢nega znanja, razlicne
reprezentacije

Using and Making Sense of Mathematical Content
in the Light of Complexity: Three Paper Folding Examples

Abstract

Learning and teaching mathematics is based to a large extent on the understanding and making sense of
mathematical content taught to primary and secondary school students. The process of developing this under-
standing is complex and takes time, while it can be effectively regulated by the teacher with a well-thought-out
preparation of tasks and activities that supports the building and use of mathematical notions and concepts.
Rutar Ilc (Rutar Ilc in Suban Ambroz 2012) states that learning by understanding is a process that »uses mental
activities that help build the relationships and connections between facts and ideas, creating mental models.«
Establishing relationships and connections between mathematical notions and concepts is very important in
mathematics due to the cumulative nature of mathematical knowledge. Using various representations, acti-
vating inner connections between the concepts, linking other areas and engaging students can contribute to
the understanding and logical use of mathematical knowledge. Various ways of problem solving (e.g. using
practical tools, technology or analytics) can be an effective method to develop the understanding and use of
mathematical content. The article introduces three paper folding examples as ways of using mathematical
knowledge as well as testing and developing the understanding of certain geometric concepts.

Keywords: understanding mathematical notions and concepts, use of mathematical knowledge, various re-
presentations
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Utenje in poucevanje matematike je tesno povezano s pojmi, kot
so razumevanje, uporaba in osmisljanje matemati¢nih vsebin.
Eden izmed ciljev pouka matematike, ki ga zasledujejo ucitelji
matematike (Ce ne kar osrednji), je, da bi dijaki razumeli, kaj se
ucijo in tudi zakaj se to ucijo.

Solska praksa kaZe, da vzroéno-posledi¢ne zveze med »Razu-
mem/Ne razumems, »Uporabljam/Ne uporabliam« in »Vidim
smisel/Ne vidim smisla« optimalno delujejo v situaciji Razumem
> Uporabljam > Vidim smisel. V fazi uporabe gre pricakovati, da
dijak usvojene koncepte uporablja u¢inkovito in kriti¢cno. Shema
1 ponuja $e druge situacije, od katerih $olska praksa zaznava tudi
Ne razumem > Uporabljam > ?.

Razumem Ne razumem
Uporabljam Ne uporabljam
Vidim smisel Ne vidim smisla

Shema 1: Vzro¢no-posledi¢ne zveze pri u¢enju matematike

Poenostavljeno receno gre v takih primerih lahko za uporabo
rutinskih postopkov, ki jih dijak ne razume, pa vendarle izvaja,
njegovo izvajanje pa je nekriti¢no. Uporaba je tako dostikrat ne-
ucinkovita in je povezana tudi z vidikom motivacije za ucenje.
Oglejmo si naslednji primer.

Primer

Stevilo 1008 zapisi kot produkt prastevil.

Razcep na prafaktorje $tevila 1008 je dijak izvedel po znanem in
precej razsirjenem postopku z navpicno ¢rto (Slika 1), vendar pa
se je pri zapisu $tevila 1008 pokaza-

{;C‘; = lo, da postopka najverjetneje ne ra-
2 A zume dobro, saj je potence prastevil

52| 2. sestel, kljub eksplicitnemu navodilu
Sa It zapisi kot produkt prastevil. Lahko

631% bi sklepali, da dijak ne razume, da
24 3 je kon¢ni zapis Stevila kot produkta
prastevil le uporaba dejstva, da sta
7: v mnozenje in deljenje nasprotni ope-
raciji in da po izvedenih zaporednih
1 deljenjih v shemi to uporabimo za
zapis $tevila.
)

4003) 22 34 3%
(4003) ~2 +3 ‘f!L Slika 1: Redevanje dijaka.
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Za poucevanje in ucenje matematike je tako pomembno, da se
fokus na razumevanju ohranja v vseh fazah u¢nega procesa in
da se stopnja razumevanja pri dijakih tudi spremlja in preverja.
Rutar Ilc (Rutar Ilc v Suban Ambroz, 2012) ucenje z razumevan-
jem opredeli kot »izgrajevanje znanja s podeljevanjem pomena:
poteka s pomocjo miselnih aktivnosti, s katerimi gradimo od-
nos in povezave med dejstvi in idejami ter ustvarjamo mentalne
modele.«

Z vidika izvedbene perspektive razumevanja »pomeni neko
temo razumeti, ko znas$ to izkazati na razli¢ne, miselno zahtevne
nacine, kot denimo, da znas razloziti, zbrati dokaze, se domisliti
primerov, posplositi, koncepte uporabiti v praksi, predo¢iti nove
nacine in podobno« (Perkins, 1993). K razvijanju in izkazova-
nju razumevanja pozitivno prispeva raba razli¢nih reprezenta-
cij, aktivacija notranjih povezav pri matematiki, povezovanje z
drugimi podro¢ji in vzpodbujanje aktivnosti dijakov. Proces iz-
grajevanja razumevanja, ki je predpogoj za u¢inkovito uporabo
matemati¢nega znanja in osmisljanja naucenega, je dolgorocen.
S premiljeno pripravo nalog in dejavnosti ga regulira uitelj,
skupaj z dijaki pa dopolnjuje, nadgrajuje in spremlja.

V nadaljevanju so predstavljeni trije primeri problemskih nalog
prepogibanja papirja, kjer imajo dijaki moznost, da uporabijo
svoje matemati¢no znanje, prav tako pa lahko sami in njihov
uditelj preverijo stopnjo razumevanja ze obravnavanih vsebin.

1. Prepogibanje papirnatega modela kvadrata

Navodilo

Kvadraten list papirja prepogni po diagonali in ga razgrni v
ravnino. Eno od stranic kvadrata prepogni do diagonale in
papir spet razgrni v ravnino. Koliksen del lista predstavlja
pravokotni trikotnik, ki nastane na ta nacin?

Faze pred reSevanjem

« Dijak izvede konkretno dejavnost prepogibanja papirja. Pa-
pir razgrne v ravnino, opazuje nastale pregibe ter ugotavlja
odnose med nastalimi liki in koti: katere dolzine so enake,
kateri koti so skladni, koliko merijo posamezni koti.

oV zvezek narise skico kvadratnega kosa papirja s pregibi (po
razgrnitvi v ravnino).

« Dijak narise sliko kvadratnega kosa papirja s podporo pro-
gramov dinami¢ne geometrije.

Dijaki naj najprej pridobijo konkretno izku$njo s prepogibanjem
papirja. Vnaprej naj ocenijo, koliksen je delez papirja, ki ga za-
vzema trikotnik. Nalogo je glede na predznanje dijakov mozno
rediti na ve¢ nacinov.

Resevanje s tehnologijo

S programom GeoGebra izdelamo predlogo, kjer spreminjamo
dolzino stranice kvadrata in opazujemo koli¢nik med plos¢ina-
ma trikotnika in kvadrata. Predloga Kvadrat v GeoGebri je na
spletni strani revije: https://www.zrss.si/strokovne-resitve/revi-
je/matematika-v-soli.
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Plo$gina ABCD = 31,46 cm?2
Plo$g&ina trikotnika ABE = 6,52 cm?

(Plos¢ina trikotnika ABE)

0,21
(Plos&ina ABCD)
D C
E
A a B
Resevanje brez uporabe kotnih funkcij
E F
a
B
A a ¢ o

Zaradi nacina konstruiranja je:

|CD| = |CB|,<FBC = <CDF = 90°.
Trikotnik je enakokrak, saj je:

AFAD = 45° %ACB = 90° — «FAD = 45°.
Od tod:

|CD| = |BC| = |AB| = av2 —a.

Naj bo S ploscina kvadrata ABCD, S, pa ploscina trikotnika CDF.

Sy _a-|cD| _ a*(V2-1) _ 2-1
S 222 222 2

Dobljeni rezultat naj dijaki primerjajo s svojo napovedjo in ugo-
tavljajo vzroke za morebitna odstopanja.

ReSevanje z uporabo kotnih funkcij

D c
E
®
A 2 B
|BE|
tana = e = |BE| = a-tan 22,5°
45° sin 45°
tan22,5° =t =—F=+v2-1
an an 2 1+ cos 45° V2
IBE| = a(vV2 - 1)

Naj bo S ploscina kvadrata ABCD, S, pa ploi¢ina trikotnika ABE.

Sl_a-lBEl_aZ(\/f—l)_\/E—l
S 2a% 2a2 2

2. Prepogibanje papirnatega modela
enakostrani¢nega trikotnika

Navodilo

Papirnati enakostrani¢ni trikotnik prepogni tako, da

tocka C 'pade’na daljico AB in dobljeno tocko imenuj C.
Postopek ponovi. Razis¢i, kaj se spreminja pri razli¢nih
legah tocke C'. Eno izmed kolicin, ki se spreminjajo,
podrobneje razisci.

Predloga Enakostrani¢ni trikotnik v GeoGebri je na
spletni strani revije: https://www.zrss.si/strokovne-resitve/
revije/matematika-v-soli.

L

n



|Z TEORIJE ZA PRAKSO

Matematika v 3oli, §t. 1., letnik 25, 2019

Pri razli¢nih polozajih to¢ke C'na daljici AB se spreminjajo plo-
$¢ine trikotnikov EDC, AC'E, C'BD, EDC, obsegi teh trikotni-
kov, dolzine daljic AC', C'B, BD, DC, AE, EC, ED, C'D, CE.

Razi$¢imo, kako se spreminja dolzina daljice AE, ko to¢ka C’po-
tuje po daljici AB.

Dolzino daljice AC’" ozna¢imo z x, pri ¢emerje 0 < x < a.

V trikotniku AC'C zapiSemo kosinusni izrek za izracun dolzine
CC:
|CC'| = a® + x? — 2ax - cos 60°

|CC'l =+Va? +x% —ax.

Trikotnik ETC je pravokoten, uporabimo kotno funkcijo kosinus
za kot ¢ = XECT: \CT]

|EC]

Va2 + x2? —ax
2-|EC| '

cos @ =

cos@ =

V trikotniku AC'C zapisemo kosinusni izrek za kot ¢ in poeno-

stavimo:
2a—x

cosQ = )
2va? + x?% —ax

Po izenaditvi izrazov na desni strani dobimo:
a® + x%—bx

EC| =
|EC] 2a—x
Oziroma
\AE] \EC| —x?—x+ax—a*+2a
=qa— = .
2a—x
Za a =1 dobimo:
IAEl—xz_l
T ox—=2

12

3. Prepogibanje papirnatega modela
pravokotnika

Navodilo

Pravokoten list papirja prepogni, kot kaze slika. Razis¢i,
kako se spreminja plos¢ina osencenega pravokotnega
trikotnika, ko tocka T potuje po stranici a.

Ideja primera je v Zbirki situacij za ustni del poklicne mature
izmatematike (2011) razdelana kot situacija za ustni del
poklicne mature. Predloga Pravokotnik v GeoGebri je na
spletni strani revije: https://www.zrss.si/strokovne-resitve/
revije/matematika-v-soli.

L TR R p——

x 'T a

Velja, daje0 < x <ain0< y <b. V osencenem trikotniku za-
pisemo Pitagorov izrek:

x?+y?=(b-y)’ -

b? — x?
Y=
S_xy_—x3+b2x
2 4b

Pri kateri vrednosti spremenljivke je plo§¢ina najvecja?

,_—3x2+b2
5= 4b
$'=0
b3
=3
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Zakljucek

Pri uspe$nem ucenju matematike je nujno razumevanje matemati¢nih pojmov, konceptov in postopkov. U¢i-
telj lahko ustvarja primerno okolje za razvijanje in izkazovanje razumevanja s sistemati¢no in premisljeno
izbiro razli¢nih dejavnosti, ki omogocajo, da dijak razmislja v sebi ustreznem u¢nem okolju. Prikazani primeri
s prepogibanjem papirja omogocajo dijakom izbiro med reprezentacijami, od konkretnih preko dinami¢nih
do formalno analiti¢nih, kar lahko pripomore k boljsemu razumevanju z vidika njihovega predznanja in mo-
tivacije. K temu prispeva tudi aktivacija notranjih povezav pri matematiki oz. povezovanje razlicnih matema-
ti¢nih vsebin (npr. geometrije in algebre). Poudariti pa je treba Se aktivno vlogo dijaka, ki z lastno konkretno
in miselno dejavnostjo tke svojo mrezo znanja.
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Nekaj dokazov Talesovega izreka

Anto Franji¢, Dina Kamber Hanzi¢, Zenan Sabanac
Univerza v Sarajevu, Oddelek za matematiko, Sarajevo, Bosna in Hercegovina
Univerzitet u Sarajevu, Odsjek za matematiku, Zmaja od Bosne 33-35, 71000 Sarajevo, Bosna i Hercegovina

lzvleCek

V ¢lanku predstavimo ve¢ razli¢nih dokazov Talesovega izreka o obodnem kotu nad premerom krozni-
ce. Predstavimo uporabo omenjenega izreka pri nalogah na matemati¢nih tekmovanjih v Sloveniji in na

Hrvaskem.

Kljucne besede: Talesov izrek, pravi kot, premer, tekmovalne naloge

Some of the Evidence of Thales’' Theorem

Abstract

This article introduces some of the different evidence of Thales’ Theorem defining an angle inscribed in a se-
micircle over a diameter. The use of the theorem is presented based on the solutions of tasks from mathematics

competitions in Slovenia and Croatia.

Keywords: Thales’ Theorem, right angle, diameter, competition tasks

O Talesu iz Mileta in nekaj izrekov
iz geometrije

Tales iz Mileta (624 pr. n. §t.-547 pr. n. §t.) je kot prvi znani griki
filozof, matematik in astronom napovedal Soncev mrk, ki se je
zgodil na Bliznjem vzhodu 28. maja 585 pr. n. §t. (v. [1, str. 29]
in [3, str. 137]. Talesa uvr§¢amo med sedem legendarnih grskih
modrecev, bil je prvi filozof, ki si je prisluzil ta naziv.

Talesovo ime povezujemo z nekaterimi izreki iz geometrije:

1. Krog je z vsakim svojim premerom razdeljen na dva
plos¢insko enaka dela.

2. Kota ob osnovnici enakokrakega trikotnika sta skladna.

3. Dva para kotov med dvema premicama, ki se sekata,
sta skladna.

4. Dva trikotnika sta skladna, ¢e imata skladno stranico in
skladna oba para prileznih kotov.

5. Obodni kot nad premerom kroznice je pravi kot.

Predvidevamo, da so bili vsi ti izreki Egipanom in Babiloncem
poznani ze od prej, vendar je bil Tales prvi, ki jih je dokazal (ve¢
podrobnosti si lahko preberete v [3, str. 130-137]). Izreki (1)-
(4) so navedeni in opisani v prvem delu Evklidovih Elementov,
izrek (5), ki se imenuje Talesov izrek, pa je naveden v tretjem
delu Evklidovih Elementov kot trditev 31. Evklidovi Elementi so
matemati¢na razprava o elementarni matematiki, sestavljena iz
13 knjig, ki jih pripisujemo starogrskemu matematiku Evklidu
iz 3. stoletja pr. n. §t. Gre za nabor definicij, postulatov, trditev in
matemati¢nih dokazov trditev iz elementarne geometrije, teorije
stevil in algebre.

14

Talesov izrek

Talesov izrek o kotu nad premerom kroznice pravi:

Izrek 1. Naj bo daljica AB premer kroznice in C poljubna
tocka na kroznici razli¢na od A in B, potem je XACB pravi
kot.

Predstavili bomo razli¢ne dokaze Talesovega izreka.

Dokaz 1. Naj bo O sredi$¢e kroznice s premerom |AB| (Slika 1).
Naj bo <CAB = «, <ABC = 8 ter SACB = y. Ker je trikot-
nik AAOC enakokrak (JAO| = |CO| = r) z osnovnico
AC, je kot FACO = a. Ker je trikotnik ABOC enakokrak
(|OB| = |OC| = r) z osnovnico BC, je kot «(BCO = f. 1z tega
sledi, da je y = SACB = JACO + <OCB = « + f. Iz enakosti
a+f+y=180°sledi2-y=180° Dobimo y = 90°.

Slika 1
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V naslednjem dokazu uporabimo zrcaljenje ¢ez tocko.

Dokaz 2. Dan naj bo trikotnik AABC, ki mu je o¢rtana kroznica,
tako da je daljica AB premer te kroznice (Slika 2). Tocka O naj bo
sredisce te kroznice.

Slika 2

Prezrcalimo tocko C ez sredisée kroznice O. Tako dobljeno to¢-
ko ozna¢imo z D. Ker je zrcaljenje ¢ez tocko izometrija, pomeni,
da ohranja razdaljo, pri ¢emer tocka D pripada kroznici, daljica
CD pa je njen premer. Vse tocke na premici AC se pri zrcaljenju
¢ez tocko O preslikajo v tocke premice BD, ki je vzporedna pr-
votni premici. Zato sta daljici AC in BD vzporedni ter enako CB
in AD. Tako ima §tirikotnik ADBC dva para vzporednih stranic,
kar pomeni, da je paralelogram. Daljici CD ter AB sta diagonali
tega paralelograma. Ker sta diagonali premera iste kroznice, sta
enako dolgi. Tako je $tirikotnik ADBC paralelogram z enako dol-
gima diagonalama, torej je tirikotnik ADBC pravokotnik. Ker je

v pravokotniku vsak notranji kot pravi, je tudi kot AACB pravi
kot. u

Oba dokaza sta klasi¢na dokaza, ki ju lahko najdemo v ucbeni-
kih matematike za ucence osnovnih in srednjih $ol, kakor tudi
v knjigah o evklidski geometriji, namenjenih $tudentom. V njih
smo uporabljali razlago, ki temelji na aksiomih in trditvah, s po-
mocdjo katerih se izvajajo in dokazujejo nove trditve ter na na¢in
kot je izpostavljen v Evklidovih Elementih pred ve¢ kot 2000 leti.

V 17. stoletju je francoski filozof in matematik Rene Descartes
(1596-1650) uvedel pojem koordinate tocke kot enega od na-
¢inov opisovanja lege tocke v prostoru, kar je privedlo do ide-
je uporabe enacb za opisovanje ¢rt in krivulj. Na ta nacin so se
odprla vrata k uporabi algebre in algebrskih metod (analiti¢na
geometrija, vektorji, matrike, kompleksna $tevila, algebrske
strukture in podobno) v dokazovanju trditev iz geometrije. V
dokazih, ki sledijo, bomo uporabili nekatere algebrske pristope,
ki so navedeni zgoraj.

Dokazimo Talesov izrek z uporabo lastnosti vektorjev.

C Dokaz 3. 1z slike 3 sledi: dal-
jica AB je premer kroznice, O
je sredisce kroznice, C je po-
ljubna toc¢ka na kroznici raz-
licna od A in B.

A

Slika 3

Zapisimo skalarni produkt vektorjev AC in BC. Zaradi trikotni§-
kega pravila dobimo:

AC-BC = (40 + OC) - (B0 + 0OC) =

= A0 -BO+ A0 -0C + 0C-BO + OC - OC.
Ker sta vektorja A0 in BO nasprotna, dobimo:
AC - BC=—-40 - A0 + (A0 + BO) - 0C + OC - OC.
Ker sta AO in BO nasprotna vektorja, velja A0 + B0 = 0. 0d
tod sledi
—_ —2 =2
AC-BC = —|40| + |ocC| .
Ker vektorja AO in ( [ dolocata polmera dane kroznice, sta nju-
ni dolZini enaki|A0| = |0£| Dobimo, daje AC - BC = 0, iz

Cesar sledi, da sta vektorja AC in BC pravokotna (dva ne-nicelna

vektorja sta pravokotna, ¢e je njun skalarni produkt enak 0).
|

Sedaj bomo dokazali Talesov izrek z uporabo analiti¢ne geomet-
rije in trigonometrije.

Dokaz 4. Postavimo sredi$¢e kroznice O v izhodi$c¢e koordina-
tnega sistema, tako da bo daljica AB premer kroznice.

C

A(-1,0) B(1.0)

010(0,0)

Slika 4

Brez izgube splo$nosti lahko predpostavimo, da sta koordinati
tock A in B, A (-1, 0) in B (1, 0). Naj bo tocka C poljubna tocka
kroznice, ki je razlicna od tock A in B. Tocka C ima koordinate
C(cos t, sin t). Pokazali bomo, da je trikotnik AABC pravokotni.
Dokazali bomo, da sta premici, na katerih lezita daljici AC in BC,
pravokotni. To pomeni, da je produkt njunih smernih koeficien-
tov enak -1.

Najprej bomo izra¢unali smerna koeficienta premic, na katerih
lezita daljici AC in BC.

Foars — Yyc —ya _ sint
A0 = xo—xa  cost+1
in
Yo —YB sint
o —xp cost—1
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Dobimo

sint sint sin? ¢ sin? ¢

. = = N 2 :_1.
cost+1 cost—1 cos?2t—1 —sint

kac -kpc =
V predzadnjem koraku smo uporabili znano trigonometrijsko
enakost cos’ + sin’ = 1. u

Preden podamo dokaz Talesovega izreka z uporabo kompleksnih
$tevil, bomo na kratko navedli lastnosti kompleksnih $tevil, ki
jih bomo uporabili v dokazu. Iz srednje $ole nam je znano, da
z = x + iy predstavlja algebrski zapis kompleksnega $tevila, pri ce-
mer je x realni del, y pa imaginarni del kompleksnega stevila z. Z
oznako Z oznacujemo konjugirano kompleksno $tevilo $tevila z,
to je $tevilo Z = x — iy. Absolutna vrednost kompleksnega $tevila
z se definira z V2Z = \/22 + y? ter jo oznadimo z |z|. Vsako
kompleksno $tevilo doloca ustrezni par realnih $tevil (x, y), kar
nam omogoca, da ga prestavimo kot tocko v ravnini, v kateri je
vpeljan Descartov pravokotni koordinatni sistem. Os x imenu-
jemo realna os, os y pa imaginarna os, ravnino pa imenujemo
kompleksna ravnina. Nadalje vsaki tocki (x, y) ravnine ustreza
vektor, katerega predstavnik je usmerjena dolzina z zacetkom v
izhodis¢u koordinatnega sistema in koncem v tocki (x, y). Pol-
trak z izhodi$¢em v tocki (0, 0), ki vsebuje izbrano tocko (x, y),
doloca s pozitivnim delom realne osi kot, ki ga imenujemo ar-
gument kompleksnega $tevila in ga oznacujemo z arg(z) = ¢. Na
tak nacin definiran argument za dano kompleksno §tevilo z ni
enoli¢no dolocen. Ce je arg(z) = ¢, je tudi ¢ + 2km za vsak k € Z
prav tako argument $tevila z. Enoli¢nost dobimo s postavljanjem
meje, da je arg(z) € (-, n1]. Pri tem lahko opazimo, da absolutna
vrednost kompleksnega $tevila z enaka oddaljenosti njemu pri-
padajoce tocke od koordinatnega izhodi$¢a, oziroma dolZini nje-
mu pripadajocega vektorja. Iz tega sledi, da je vsako kompleks-
no $tevilo z # 0 enoli¢no doloceno z absolutno vrednostjo in ar-
gumentom (Slika 5).

A

Slika 5

Sedaj pokazimo, kako z uporabo argumenta kompleksnega
Stevila v kompleksni ravnini dobimo velikost kota, doloce-
nega s tremi tockami. Naj bodo a = a, +ia, b = b + ib,,
¢ = ¢, + ic, tri tocke v kompleksni ravnini, ki predstavljajo tri
zaporedne tocke A, B in C (Slika 6).

Glede na [10, str. 30] je velikost kota XBAC enaka

IBAC = arg(c—a) —arg(b—a) = arg (;:2) .
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Zadnja enakost izhaja iz lastnosti kompleksnih $tevil, ki pravi, da
cejez,we C in z,w = 0, potem je arg (i) = arg(z) —arg(w),
kjer moramo enakost v sploSnem primeru obravnavati po mo-
dulu 27 (glej [8, str. 10-11]).

Dokazimo sedaj Talesov izrek o pravem kotu nad premerom
kroznice z uporabo kompleksnih stevil.

Dokaz 5. [2, str. 37] Brez izgube splo$nosti lahko koordinate v
ravnini izberemo tako, da ima kroznica premer 1 s sredis¢em v
izhodis¢u koordinatnega sistema, tako tocki (1,0) in (-1,0) leZita
na kroznici. Vzemimo poljubno tocko z na dani kroznici v kom-
pleksni ravnini.

3 -
2 -
1 E
0 1 2 3
Slika 6
arg(—1-— z)
y _—.arg(l —2)
-1 1
Slika 7a
Slika 7b
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V primeru, da to¢ka z lezi na kroznici nad premerom (slika 7a),

moramo dokazati, da velja -

57
V primeru, da tocka z leZi na kroZnici pod premerom (slika 7b),
moramo dokazati, da velja

arg(—1—z) —arg(l —z) = —

arg(—=1—z)—arg(l—2z) = g

Z uporabo lastnosti (5) = arg(z) —arg(w), vidimo, da moramo
pravzaprav dokazati, da je

—-1—z T
-+
g ( 1-z > 2’
Dokazati moramo, da kompleksno $tevilo _11:; lezi na imagi-

narni osi. To pomeni, da je njegov realni del enak 0. Kompleksno
$tevilo je torej ¢isto imaginarno, natanko tedaj ko je

z=—7Z.[8, str. 8]. Zato je treba dokazati, da velja
( l—z)_ (—1—2)@(—1—2’)__(—1—2)
1—-=2 1-=2 1—-=2
@( 1—z>:_<—1—z)®—1—z:1+z'
1—=2 1-% 1—=z 1-%

Dobimo

(-1=2)-(1-2)=(1+2)-(1-=2)
S —-14+Z—z2z42-Z2=1—-24+Z2—2-Z

Po urejanju zadnje enakosti dobimo z - Z = 1. Za absolutno
vrednost kompleksnega Stevila velja [z| = z - z. Sledi, da mo-
ramo dokazati, da je |z] = 1. Ker smo tocko z izbrali tako, da
le-ta pripada enotski kroznici, velja |z = 1. Zaradi zaporedja
enakosti velja, da je 5= Cisto imaginarno $tevilo, zaradi cesar
je kot pravi. u

Opomba 1.: Iz dokaza 5 vidimo, da pravzaprav velja tudi obrat
Talesovega izreka: Ce je v trikotniku ABC kot XACB pravi, tedaj
je daljica AB premer o¢rtane kroZnice tega trikotnika.

Opomba 2.: Sedaj lahko Talesov izrek in obrat Talesovega izreka
formuliramo na sledeci nacin: Trikotnik je pravokoten natanko
tedaj, ko je njegova najdaljSa stranica premer trikotniku o¢rtane
kroznice.

Uporaba Talesovega izreka
v razli¢nih nalogah

Navajamo nekaj primerov iz matemati¢nih tekmovanj v Repu-
bliki Hrvagki in Republiki Sloveniji, ki jih resimo z uporabo Ta-
lesovega izreka ali njegovega obrata.

Naloga 1

[9, str. 141]. Dan je konveksni stirikotnik ABCD. Dokazi, da
poljubna tocka tega stirikotnika lezi vsaj v enem od stirih
krogov, katerih premeri so stranice stirikotnika ABCD.

Resitev: Naj bo daljica BD diagonala danega Stirikotnika, tocki
E in F pa preseci§¢a pravokotnic iz ogli$¢a A in C na diagonalo
BD (Slika 8). Po Talesovem izreku tocka E leZi na kroznici, katere
premer je AD. To pa pomeni, da vsaka tocka trikotnika AAED
lezi v krogu, katerega premer je AD. Podobno velja tudi za ostale
tri pravokotne trikotnike. Ker je Stirikotnik ABCD razdeljen na
$tiri pravokotne trikotnike, sledi, da vsaka tocka tega $tirikotni-
ka lezi v vsaj enem od $tirih krogov, katerih premeri so stranice
$tirikotnika ABCD.

Slika 8

Naloga 2

[9, str. 140]. Skozi oglis¢a trikotnika ABC so narisane
pravokotnice na drugi dve stranici trikotnika na naslednji
nacin. Pravokotnica skozi oglis¢e B na stranico ABin
pravokotnica skozi oglis¢e C na stranico AC se sekata v
tocki A,, pravokotnica skozi oglis¢e C na stranico BCin
pravokotnica skozi oglis¢e A na stranico AB se sekata v
tocki B, ter pravokotnica skozi oglisce A na stranico AC
in pravokotnica skozi oglis¢e B na stranico BC se sekata v
tocki C,. Dokazimo, da tocke A, B, in C, leZijo na ocrtani
kroznici trikotnika ABC.

Resitev: Naj bo tocka S razpolovisce daljice CC,. Ker je kot
ACAC, =90° in <CBC, = 90°, po obratu Talesovega izreka tocki
A in B lezita na kroZnici s sredi$¢em v § in premerom |CC |. To
pomeni, da tocka C, lezi na kroznici, ocrtani trikotniku ABC.
Podobno pokazemo, da tudi tocki A, in B, leZita na isti kroZnici
(Slika 9).

C

AWB

&} Slika 9
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Slika 10

Naloga 3

[9, str. 140]. Dana je kroznica k in premica p, skozi sredisce
S dane kroznice k. Kroznico seka v tockah A in B. Tetiva AC
oklepa s premico p kot 30°. Tangenta t z dotikalis¢em v
tocki C seka premico p v tocki D. Dokazi, da je|SC|= [SD|
(Slika 10).

Resitev: Po Talesovem izreku je trikotnik AABC pravokoten. Ker
je ABAC = 30°, je AABC = 60°. Trikotnik ASBC je enakokrak,
ker je [SB| = |SC|, iz &esar sledi, da je ASCB = 60°, kar pomeni
tudi enakostranicen, to je |SB| = [SC| = |BC]|. Sedaj je ocitno
IBCD = 30° zaradi SC Lt. Ker je kot <BDC zunanji kot triko-
tnika ABCD, sledi, da je ABDC enakokrak. Torej je |BD| = |BC|.
Sedaj imamo zaporedno |SB| +|BD| = |SD], |SCJ +|BC| =|SD|,
ISC|+|SC|=|SD|,2|SC | =[SD|. Dobimo |SC| =73 [SD| (Slika 10).

Naloga 4

[5, naloga A6. za 9. razred]. Dan je krog in tetiva AB na krog
(Slika 11).V krajiscu B tetive AB je narisana pravokotnica
na tetivo. Ve¢jega od lokov AB razdeli razmerju 2 : 5. Koliko
meri sredis¢ni kot, ki pripada tetivi AB?

Resitev: Presecisce pravokotnice in kroznice oznac¢imo s C. Ker
je kot XABC pravi, iz obrata Talesovega izreka sledi, da je AC
premer kroga. Naj bo S sredi$¢e kroga. Ker je XASC = 180°, je
<IBSC:180°=2:5(glej sliko 11). Od tod dobimo <BSC = 72°, nje-
govo sokot pa meri 108°. Torej sredi$¢ni kot, ki pripada tetivi AB,
meri 108°.

Slika 11
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Naloga 5

[6, naloga 3. za 7. razred]. Dan je pravokotni trikotnik ABC
s hipotenuzo AB (Slika 12). Tocka O naj bo sredis¢e temu
trikotniku ocrtane kroznice. Simetrala kota <{BAC seka
kroznico v tockah Ain D. Kot (BAC meri 37°. Izracunaj
velikost kota <BOD.

Resitev: Po Talesovem izreku je tocka O je razpolovi§ce hipote-
nuze AB. Kot <BOD je sredi$¢ni kot nad kroznim lokom BD,
zato je dvakrat vecji od obodnega kota nad istim kroznim lokom
(v. [4, str. 85]). Takrat je XBOD = 24(BAD = <BAC = 37°

Slika 12

Naloga 6

[7, naloga 3. za 1. letnik srednje 3ole]. Za poljubno
tocko P sta na isti strani daljice AB dana dva enakokraka
pravokotna trikotnika APQ in PBR s pravima kotoma v
oglisc¢ih Qin R. Dokazi, da oddaljenost razpolovis¢a M
daljice QR od premice AB ni odvisna od izbire tocke P
(Slika 13).

Resitev: Naj bosta tocki O, in O, sredis¢i polkroznic s premero-
ma |AP|in |PB|zaporedoma. To¢ka N pa naj bo presecisce pra-
vokotnice iz tocke M na daljico AB. Iz obrata Talesovega izreka
sledi, da toc¢ka Q lezi na polkroznici s premerom |AP|, tocka R pa

na kroznici s premerom |PB|

Slika 13
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Ker sta trikotnika APQ in PBR enakokraka z osnovnicama AP
in PB zaporedoma, je QO, L APin RO2 L P Bin velja

QO,|= 1A= [0,P|=3]AP]in

IRO2|= |PO, |= |02 B|=3|PB|. Stirikotnik O,0,RQ je pravo-
kotni trapez z osnovnicama QO, in RO,. Ker je M razpolovisce
daljice QR, je MN srednjica trapeza in MN | QO, | RO,. Znano
je, da je dolzina srednjice trapeza enaka polovici vsote dolzin
osnovnic trapeza, zato Velja

|MN| =3 (IQ01| +|RO:|) = § (|AP| +|PB|) = ; |AB],
Torej oddaljenost tocke M od daljice AB ni odvisna od izbire to¢-
ke P, kar je bilo treba dokazati.

V tem prispevku smo navedli ve¢ razli¢nih dokazov Talesovega
izreka z uporabo znanja iz razliénih matemati¢nih podrocij ter
na konkretnih primerih pokazali uporabo pri resevanju (tek-
movalnih) nalog. Nas cilj je z omenjenim prispevkom pritegniti
pozornost uc¢encev osnovnih in srednjih $ol ter njihovih ucitel-
jev za podrobnejse preucevanje Talesovega izreka in re$evanje
geometrijskih nalog. Predlagamo, da bralec poskusa odkriti $e
katerega od dokazov Talesovega izreka. Kot prvi korak k temu
cilju pa poskusajte resiti naslednje naloge.
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Od sladkorja do odvajanja

Vid Kav¢i¢, Srednja 3ola Crnomelj
Mentorica: Katarina Pavlakovi¢

lzvleCek

Naloga o $katlici in njeni prostornini je zaznamovala moja zadnja stiri leta $olanja na Osnovni 3oli Loka Cr-
nomelj. V §estem razredu mi je nalogo podala uciteljica matematike Darinka Rogina. S takratnim znanjem ni-
sem mogel kaj prida ra¢unati. Zato sem se naloge lotil s prakti¢nim raziskovanjem. A skozi leta vse prakti¢no
preide v teoreti¢no — na s ¢rnilom popackan list papirja s srednjesolsko matematiko.

V svoji raziskovalni nalogi sem obdelal reSevanje ene na videz preproste naloge na ve¢ nac¢inov na razli¢nih
stopnjah znanja. Ocenjeval sem, igral sem se s sladkorjem, racunal prostornino kvadrov, s pomocjo GeoGebre
risal grafe funkcij ter se seznanil z limitami in odvodi, nato pa odvod $e posplosil. Tako najnizja kot tudi naj-
vi$ja stopnja znanja imata prednosti in slabosti, ki sem jih preucil v raziskovalni nalogi.

Klju¢ne besede: odvod, raziskovanje pri matematiki, prostornina

From Sugar to Derivation
Abstract

The task including a box and its volume made a lasting impression on me during my last four years of primary
school. I was given this task in sixth grade by my mathematics teacher Darinka Rogina, but the knowledge I
had at the time was not very useful so I decided to approach it with practical research. However, over time all
practical knowledge becomes theoretical - presented on an ink stained piece of paper with secondary school
mathematics.

In my research paper, I approached the solving of an apparently simple task in various ways at different kno-
wledge levels. I was estimating, playing with sugar, calculating the volume of a rectangular solid, using GeoGe-
bra to draw graphs of mathematical functions, became acquainted with limits and derivatives and generalised
the derivatives. Both the highest and the lowest knowledge level have their strengths and their weaknesses that
were the subject of my research paper.

Keywords: derivative, research in mathematics, volume

Uvod 15

Nekaj let nazaj, ko sem bil $e v $estem razredu, mi je uciteljica
matematike zastavila zelo zanimivo nalogo.

Dan je list papirja v obliki kvadrata s stranico 15 cm (slika 1).

Iz vsakega vogala kvadrata izreZemo kvadrat s stranico x.

Tako lahko preostalo zlozimo v Skatlico. Pri katerem x je pros- 15
tornina skatlice najvecja?

Takrat §e nisem imel veliko matemati¢nega znanja, zato sem $kat-
lice kar naredil in ugotavljal, kdaj je prostornina skatlice najvecja.

Utiteljica me je vsako leto spomnila na to nalogo in vsako leto
sem lahko izracunal nekaj ve¢. Prav vsako znanja $teje; konec
Sestega razreda je prinesel prostornino kvadra, v osmem razredu
smo matematiko posplosili z x in ostalimi spremeljivkami, v de- Slika 1
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vetem razredu smo se seznanili s funkcijami in grafi, v drugem
letniku gimnazije je na sporedu kvadratna enacba, zadnjo stop-
njo pa predstavlja odvod — zanj mi je uciteljica povedala letos.
Ker me je zanimala matemati¢no korektna reitev, sem zacel pre-
birati 0 odvodu in posegel po njem.

Nalogo sem resil na ve¢ moznih nacinov in vsakega podrobno
preucil.

Raziskovanje-1.del:
Ocenjevanje pri matematiki

Najbolj osnovno je, da samo ocenimo, kdaj ima $katlica najvec-
jo prostornino, ¢e imamo $katlice pred seboj in jih vidimo. Tu
znanje matematike ni zelo pomembno; pomembna je iznajdlji-
vost in obcutek.

O problemu sem najprej razmislil. Prostornina gotovo ni najvec¢-
ja, ko je x = 1 cm, saj je spodnja ploskev $katlice v tem primeru
sicer velika, toda $katlica je visoka zgolj 1 centimeter. Prav tako
$katlica ne bo imela najve¢je prostornine, ko je x = 7 cm, saj
je spodnja ploskev v tem primeru izredno majhna (zgolj 1 cm?),
pa Ceprav je Skatla visoka.

Zato sem iz papirja izdelal $katlice za x = 1 cm, x = 2 cm,
x=3cm,x=4cm,x=5cm, x=6cminx =7 cm. Skatlice z
x = 8 cm ni mogoce narediti, saj bi morala biti v tem primeru
dolzina kvadrata vecja od 16 cm. Ko sem videl, kako posamezna
$katlica izgleda vprostoru, semvidel, daso med vecjimi prav goto-
vo tiste $katlice prix =2 cm, x = 3 cm in x = 4 cm, nisem pa si upal
trditi, vkatero bilahko spravilinajvec ... Cesar vendar?

Raziskovanje — 2. del:
Sladka matematika

Porodila se mi je ideja, da bi vsako $katlico napolnil s sladkorjem
in jo stehtal ter ugotovil, pri katerem x je masa sladkorja najve¢ja,
v kateri Skatlici je najve¢ sladkorja.

Ugotavljanje najvecje prostornine s sladkorjem

Potrebujemo:

+ sedem skatlic, za katere smo porabili kvadratni list papirja
velikosti 15 cm x 15 ¢cm; visin od 1 do 7 cm;

+ kilogram navadnega belega sladkorja zadostuje. Lahko bi
bila uporabljena tudi sol ali kava, ampak da bo matematika
bolj sladka, sem se odlocil za sladkor;

« digitalno tehtnico, ki mora biti ¢im bolj natan¢na za boljse
meritve;

 papir in svincnik za zapisovanje meritev.

Meritve gotovo niso zelo verodostojne, saj je izmerjena masa od-
visna od tega, kako dobro smo $katlico zapolnili, poleg tega pa
tudi zaradi prepogibov pri izdelavi $katlic njihova prostorina ni
nujno tocno tak, kot bi Zeleli — lahko je malce vecji ali manjsi.
Poleg tega pa so $katlice narejene iz lepenke, ki vpliva na maso.
Podatke sem zbral v spodnji preglednici.

Preglednica 1: Mase 3katlic s sladkorjem x.

Skatlica Slika Masa
x=1cm u m =165g
x=2cm ‘ - ’J m,=244g
— .

x=3cm Q ’ m,=245g
x=4cm H m,=202g
x=5cm i m,=130g
xX=6cm i m,=584g
x=7cm - m,=9g

Moja predvidevanja so bila dobra, najve¢jo maso ima $katlica za
x =3 cm, torej lahko sklepamo, da ima tudi najve¢jo prostornino.
Nato pa sem primerjal tudi velikosti kupckov sladkorja, ki sem
jih usul na mizo. Videl sem, da je tretji kupcek (z leve) najvec;ji,
kar je potrdilo tehtanje. A to nas ne sme prepricati, lahko gre za
opticno prevaro.
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Slika 2: Kupcki sladkorja s Skatlicami.

Raziskovanje — 3. del:
Pri matematiki prostornino racunamo

Izra¢unamo lahko tudi, katera $katlica ima najvecjo prostornino,
a je za to potrebno znanje za izra¢un prostornine kvadra. Pot-
rebna je tudi mahjhna matemati¢na spretnost za izracun robov
posameznega kvadra, torej znanje $estega razreda osnovne $ole.

Preglednica 2: Prostornine $katlic za posamezen x.

® 0 s

Prostornina kvadra
V=a-b-c

V naSem primeru je ¢ = x, saj gre za visino kvadra (oziroma
pravilne §tiristrane prizme), dno $katlice je kvadrat, zato velja
a =b =15 - 2x. Za vsako $katlico sem izra¢unal najprej dolzino
robov, nato pa $e prostornino.

Mreza Slika Prostornina
x=1cm
a=15-2-1=13cm
b=a=13cm
c=x=1cm
V=1-13-13cm?*=169 cm?

X=2cm
a=15-2+:2=11cm

x=3cm
a=15-2+3=9cm
b=a=9cm

c=x=3cm
V=3:9:9cm3 =243 cm?

b=a=11cm
c=Xx=2cm
V=2-11-11cm?® =242cm?

X=4cm
a=15-2:4=13cm
b=a=7cm

c=x=4cm
V=4-7-7cm3=19%6cm?
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Mreza

Slika

Prostornina

x=5cm
a=15-2.-5=5cm
b=a=5cm

c=x=5cm
V=5.5.5cm?*=125cm3

XxX=6cm
a=15-2-6=3cm
b=a=3cm
c=x=6cm

V=63 3cm?®=54cm3

x=7cm
a=15-2-7=1cm
b=a=1cm
c=x=7cm
V=7-1-1Tcm?® =7cm?

Tadi tu ugotovimo, da ima $katlica najvecjo prostornino, ko je
x=3cm.

Raziskovanje—4. del:
PrimatematikiriSemo grafe

Prostornino $katlice opisuje funkcija, ki jo lahko izra¢unamo.
Prostornino $katlice moramo najprej zapisati splosno. Slednje
lahko zapis$ejo Ze ucenci 8. in 9. razreda osnovne $ole, a potem
se za ta nivo znanja re$evanje naloge ustavi. U¢enci se na koncu
9. razreda seznanijo s funkcijami in grafi funkcij, zato je ta pri-
meren za 9. razred, le da je malo zahtevnejsi. Upostevamo, da je
a=15-2xinv=x.

V=a*v=(15-2x)*x=(225-60x + 4x?) - x = 4x° — 60x* + 225x

Da nari$emo graf te funkcije, s katerega od¢itamo prostornino
in iskani x, lahko uporabimo tehnologijo — GeoGebro ali spletno
stran Desmos.

Z grafa razberemo, da je najvec¢ja prostornina V = 250 cm® pri
x = 2,5 cm. Ta resitev je sicer izvirna in primerna za 9. razred
osnovne Sole, a matemati¢no nekorektna. Ni nujno, da smo z
grafa od¢itali prav - nase o¢i imajo namre¢ omejeno natan¢nost.

Zanimivo, da re$itev nasega problema gotovo ni naravno $tevilo
2 ali 3, s prej$njimi reSevanji smo ugotovili, da je prostornina
najvecja prix = 3 cm, toda to ni res.

250 LX) - 4 — 602 + 225¢ |
— 250
- 2,5
200
150
100
50
| x

1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Resitev naloge sem ocenil in jo resil s poskusanjem na dva nacina
ter z malo bolj zanimivo taktiko s pomo¢jo tehnologije. Bilo je
zabavno, a v matematiki je matemati¢no korektni dokaz obve-
zen. Zato sem se lotil Se viSjega nivoja za reSevanje te naloge —
torej odvoda, ki ima za svojo prefinjenost precej zabavno ime.
Obelal sem teoreti¢ne osnove, naredil nekaj primerov, saj je s
pomocjo primerov vse skupaj lazje razumeti.

Uvedimo odvajanje kot drugi pomen

Z odvodom se, kot pravijo, prava matematika $ele za¢ne. A prva
stvar, ki jo na internetu lahko najdemo o odvodu, je to:
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h—0 h

Takoj sem se vprasal, kaj pomeni tisti lim in spodaj h > 0. Stvar
sem razcistil, a se v to nisem poglabljal, saj sem predvideval, da
za resitev naloge to ni prav zelo pomembno.

Limite

Limita funkcije v neki tocki a je $tevilo, ki se mu vrednost funk-
cije f (x) priblizuje, ko se vrednost spremenljivke x priblizuje da-
nemu $tevilu a.

Limito funkcije v tocki a oznacimo lim___f(x), kar beremo: limi-
ta f (x), ko gre x proti a.

Ce imamo torej na grafu neke funkcije tocko a, je limita vrednost
funkcije, ko se koordinata x priblizuje a. To lahko zelo nazorno
prikazemo na grafu.

Ce poznamo a, lahko limito izra¢unamo; x se priblizuje a, ko pa
pride do a, velja x = a. Toda pri nekaterih funkcijah se x priblizu-
je a, a tja nikoli ne pride — kar pa je zelo zanimivo - zato upora-
bimo izraz: ko gre x poti 4. Naredil sem tudi nekaj primerov, da
sem si stvar razjasnil.

a) Samo izra¢unamo vrednost funkcije za x = 2.

x2+5722—|—57279

lim 231

x—2x%2 -3

b) Cebivtem primeru izrac¢unali vrednost funkcije za x = 2, bi
dobili deljenje z 0, ki v matematiki ni definirano, zato mora-
mo najprej funkcijo poenostaviti. Funkcija pri x = 2 tako ni
definirana.

lim x—2 =
=222 —-3x+2  (x—2)(x—1)

x—2 1 1
= = :1
x—1

c) Funkcija za x = 4 ni definirana, saj pridemo do deljenja z 0.
Tako lahko x priblizujemo 4, a tja nikoli ne bo prisel, saj je za
x = 4 funkcija nedefinirana. Vrednost funkcije bo tako, ko gre
x proti 4, vedno vecja, v takem primeru govorimo o neskon¢-

ni limiti. 1
lim =00
x—4x —4
& Ce x posljemo proti =, se vrednost x seveda veca. Vrednost

funkcije pa se ne bo bistveno vecala, priblizevala se bo 2. Ce
izratunamo vrednost funkcije pri ve¢jih x, bo vrednost ved-
no malo manj kot 2. Poleg tega pa lahko to vidimo tudi na
grafu. V takem primeru govorimo o limiti v neskon¢nosti.

2x2 -2

L
Definicija odvoda

Na funkciji f (x) lezita dve tocki T, (x, y,) in T, (x,, y,). Skozi
tocko T, poteka tangenta, skozi tocki T, in T, poteka sekanta. Naj
bo razlika koordinat x, in x, enaka nekemu h, torej x, — x, = h.
Zanima nas, kdaj bo naklon sekante enak naklonu tangente — ko
bo h = 0, ko bosta tocki sovpadali.
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Naklon sekante lahko izra¢unamo. Uporabimo dejstvo, da je
x,—x =h.

_ A -y
Ax  xp—x1

_ fo) = fla) _ fla+h) = fla)

Xy —x h

Odvod funkcije f (x) je enak smernemu koeficientu tangente pri
nekem x. Odvod funkcije je enak limiti diferenénega koli¢nika,
ko gre h proti ni¢:

f'(x) = lim

flx+h) = f(x)

h—0 h

Pa smo pri zapisu, ki sem ga omenil Ze v uvodu. Vprasanje pa je,
kaj pomeni tista ¢rtica (f'(x)). S ¢rtico ozna¢imo odvod funkci-
je. Sicer pa lahko odvod oznac¢imo tudi drugace. Znameniti fizik
Isaac Newton je odvod oznacil s pikico: y* (y = f (x)), ta zapis se
uporablja predvsem v fiziki. Matematik Euler pa je za zapis od-
voda uporabil diferencialni operator D, odvod funkcije je zapisal
kotDf.

Stvar sem tudi narisal. Dana je funkcija f (x) = % Zanima nas
naklon tangente, ko je x = 2. Ta je enak naklonu sekante, ko gre h
proti 0. Uporabimo enacbo (1).

10
8
h
G
4 _l| T2
2
T]- sel FLTEER
4 2 0 4 4 G ’
2
Slika 3: Za lazjo predstavo odvoda.
flx+h)—f(x) (x + h)? — x?
! — H —_— : j—
f10 = i = = T =
2 2_ .2
_ hmx +2xh+ h*—x — lim h(h+2x) — lirnh(h+2x)
h—0 h h-0 h h-0 R

Vstavimo h = 0.

fxX)=h+2x=0+2x=2x
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Naklon tangente je pri poljubnem x enak 2x, v naSem primeru pa
jeto 2 -2 =4. Tudi tu sem naredil Se nekaj primerov. S pomocjo
definicije sem izra¢unal odvode.

a) f(x)=3x

Vemo, da je naklonski koeficient v tem primeru 3 — gre na-
mre¢ za linearno funkcijo, naklon je konstanten. Naklon
nam pri linearni funkciji pove smerni koeficient. Kaj pa po-
kaze odvod?

£ = limf(x+h)—f(x) _ lmS(x+h)—3;vc_
T hs0 h T he0 h o
= lim 233 i3t = 3
h—0 h-0 h

Vidimo, da tudi odvod pokaze, da je naklonski koeficient
k=3.

b) f(x)=2x*+4x

fO+h) = fG0)
fexh =/

f'00) = lim

2(x + h)? + 4(x + h) — (2x* + 4x) _

=i h
. 2X%+4xh + 2h%+ 4x + 4h — 2x%— 4x
= lim =
h-0 h
. 4xh+2h?% +4h
=lim——— =
h-0 h
= lim 282 i (4 + 2R + 4)
h—-0 h h—-0

Vstavimo h = 0.

fx)=4x+2-0+4=4x+4
Izrac¢un odvoda

Pri odvajanju s pomocjo enacbe (1) lahko zelo kmalu naletimo
na tezave. Ze ko imamo opravka s funkcijami 4. stopnje, se stvar
zelo zaplete, saj moramo racunati 4. potence, kar pa ni najbolj
prakti¢no. Zato za odvajanje obstaja lazji nacin.

Funkcijo, ki vsebuje en ¢len, odvajamo tako, da najprej s potenc-
nim eksponentom pomnozimo koeficient ¢lena, nato pa ekspo-
nent zmanjs$amo za 1.

Da sem osvojil to ves¢ino, sem naredil tudi nekaj primerov.
(a) f(x) = 5x°
b fx)=15x f(x)=15-6-x""1=9x°

©fx)=3x"  f'(x)=3-(-1)-x'"1=-3x2

f(x)=5-5-x""1=25x"

Pravila za odvajanje

Odvajanje enoclenika je sila enostavno, pri odvajanju ve¢ ¢leni-
kov, kvocientov, zmnozkov pa se stvar hitro zaplete, zato obstaja-
jo pravila za odvajanje.

Odvod konstante

Odvod konstante je enak 0 za vsako realna $tevilo x. Stvar lahko
dokazemo s pomod¢jo definicje odvoda (c je konstanta):

O+ —fG) _

f'G) = lim :
— i c—c_l_ 0_0
R A v P

Ker je odvod prav vsake konstante enak 0, pri integriranju, ki je
nasprotna operacija odvoda, ne smemo pozabiti na konstanto, ki
jo ozna¢imo s c. Nikoli namre¢ ne vemo, za katero $tevilo gre, saj
je odvod vsake konstante 0.

Odvod vsote

Odvod vsote dveh ali ve¢ funkcij je enak vsoti odvodov posame-
znih funkciji. Enako velja za odvod razlike.

(f(x) £8(x))" = f'(x) £¢'(x)
Primer:
f(x) =2x* + 3% + 4% + 5x + 102

f(x)=2-4+3-3x+4-2x+5x° =8+ 9x* + 8x + 5

Odvod produkta

Odvod produkta dveh funkcij je enak vsoti produktov odvoda
prve in druge funkcije ter prve funkcije in odvoda druge funk-

w (f(x) - 8(x))" = f'(x) - 8(x) + f(x) - §'(x)
Pri treh funkcijah je odvod tega produkta enak vsoti:
(f(x)-g(x) - h(x))" = f'(x) - g(x) - h(x) +
+f(x) - 8'(x) - h(x) + f(x) - g(x) - H'(x)
Splo$no lahko odvajanje produkta zapiSemo tako:

() fol2) o faa(x) - fu(x))' = fi(x) - fo(x) - oo frma () - fu(2)+
fi(x) - fo(0) e fuoa (x) - fu(2) o f1(3) - fa(2) - g (2) - ful2)
+h) - fo(x) - fua (x) - (%)

Primer:

flx) =23 +2x%, g(x) = 322
(f(x) - g(x)) = (38x% +4x) - 3x2 + (23 + 2x2) - 6x = 15x* + 2423

Odvod kvocienta

Odvod koli¢nika izra¢unamo tako, da od produkta odvoda stev-
ca in imenovalca odstejemo produkt Stevca ter odvoda imeno-
valca. Slednjo razliko moramo deliti Se s kvadratom funkcije v
imenovalcu. Matemati¢no:
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Tabela odvodov

Nekaterih odvodov preprostno ne moremo izracunati in jih mo-
ramo poznati kot, na primer, odvodov kotnih funkcij. Zato po-
trebujemo tabelo odvodov.

Preglednica 3: Tabela odvodov

| FUNKCIJA | ODVOD | FUNKCIJA | ODVOD

c(ceR) 0 X 1
x" nx"1 Inx i
Vx ﬁ sin x cos x
cos x —sinx tan x o
log” " xllna cot x sinlzx
arcsin x —— arccosx | ——l=
arctg x o arcctg x —riz

V tabelo sem vkljucil samo pomembnejse odvode.

Uporaba odvoda

Prvi odvod

Glede na to, da odvod pove naklon tangente v neki tocki x , lah-

ko sklepamo, da:

1. Ko je odvod ve¢ji od 0, je funkcija nara$¢ajoca, saj je naklon
tangente takrat pozitiven.

2. Ko je odvod manjsi od 0, je funkcija padajoca, saj je naklon
tangente takrat negativen.

3. Ko je enak 0, vemo, da gre za neko stacionarno tocko — ne
vemo nicesar o nara$¢anju in padanju.

Med stacionarnimi to¢ckami lahko pois¢emo lokalne ekstreme:

a) cejeodvod levo pozitiven in desno negativen, ima funkcija v
tocki x, lokalni maksimum;

b) ¢eje odvod levo negativen in desno pozitiven, ima funkcija v
tocki x, lokalni minimum;

c) Ce se predznak odvoda pri prehodu skozi to¢ko ne sprementi,
funkcija nima lokalnega ekstrema.

Nic¢le prvega odvoda nam pomagajo pri dolo¢anju lokalnih
ekstremov.

Drugi odvod

Ce nismo prepricani, ali smo nasli lokalni minuimum ali lokalni

maksimum, nam pride prav drugi odvod. Ce je drugi odvod v

stacionarni tocki:

a) vedjiod 0, je v tocki x| lokalni minimum;

b) manjsi od 0, je v tocki X, lokalni maksimum;

c) Cejeenak 0 ne moremo trditi, da je v tocki x, dosezen lokalni
ekstrem, in tudi Ce je, ne vem, kateri.

Kvadratna enacba

Pri iskanju ni¢el odvodov veckrat naletimo na enacbo oblike:
ax* +bx +c=0,
re¢emo ji kvadratna enacba.
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Z osnovnoSolskim znanjem take enacbe ni mo¢ resiti. V tem pri-
meru lahko uporabimo naslednjo formulo:
—b+Vb%—dac

X12 = 2

V enacbi a predstavlja koeficient x*, b koeficient x', ¢ pa koefici-
ent x° - konstanto. Enacbo je treba nujno preizkusiti na primeru.

Primer: Poi$¢i resitvi enacbe.
3
YTy
x(x—2)=3
x> —2x—3=0

a:llb:—z,cz—?)

—b+ VP2 —dac _ —(-2)+/(-2)7—4-1-(-3) _

X12 =

2a 21
_2+V4+12 244
N 2 2
X1 = 3
Xy = -1
Raziskovanje - 5. del:
Brez odvajanja ne gre
15
T T
x xr
15
xT )
T T
Slika 4

Pridobil sem veliko znanja s podro¢ja odvajanja. Ugotovil sem,
da celo dovolj za nalogo uciteljice Rogine. Postopek pridobivanja
znanja je bil zelo zanimiv; nekaj podatkov sem nasel na interne-
tu, nekaj so mi namignili drugi u¢itelji, tako da sem se lotil rese-
vanja naloge, zaradi katere sem obdelal poglavje cetrtega letnika
gimnazije.

ReSevanje

Prostornino $katlice sem nekaj razdelkov nazaj Ze zapisal splos-
no, a bom ra¢un zapisal $e enkrat. Upo$tevamo, da je a = 15 - 2x
inv=x.
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V=a?0v=(15-2x)%x =
= (225 — 60x + 4x?) - x = 4x> — 60x* + 225x

Zanima nas najvecja mozna prostornina, torej maksimum funk-
cije 4x* — 60x* + 225x. Ekstreme funkcij nam pove 1. odvod.

(4x® — 60x% 4 225x)" = 12x% — 120x + 225

Zdaj izra¢unamo nicli odvoda funkcije. Dobili bomo vrednost x
za najvedjo in najmanjso vrednost funkcije - prostornine. Upo-
rabimo kvadratno enacbo.

12x2 — 120x +225 = 0
a=12, b= —120, c = 225

—b+Vb? — 4ac
X12 = o =
—(—120) + /(-120)2 —4-12-225
2-12 o
120+ /14400 — 10800
= 1 =
120+ v/3600

24
120+ 60

24

L _ 120460 180 .
L Y N VI

120—60 60
_7_7_2
Xy = i =01 ,5cm

Kaj je kaj?

Dobili smo dve resitvi. Vsaka predstavlja nekaj: Ce v prvotno
funkcijo (protornina) vstavimo eno izmed njih, bomo dobili naj-
vedjo ali najmanjso prostornino. Uporabili bomo drugi odvod, ki
pove, ali gre za lokalni maksimum ali minimum.

(V'(x)) = (12x* — 120x + 225)" = 24x — 120

Vstavimo oba x.
V”(xl) =24x1 —120=24-7,5—-120 = 180 — 120 = 60
V”(x2) =24xy, —120=24-2,5—120 = 60 — 120 = —60

Pri x, je vrednost pozitivna, kar pomeni, da gre za lokalni mi-
nimum, pri x, pa je vrednost negativna, kar pomeni, da gre za
lokalni maksimum. Kar pa je logi¢no; pri x, = 7,5 cm prostorine
$katlice tako reko¢ ni; saj smo porabili ves papir. Tako da za izra-
¢un najvecje prostornine potrebujemo x, = 2,5 cm.

Izra¢unajmo prostornino.
V(x) = (15 —2x)% - x
V(2,5)=(15-2-2,5)-2,5= (15— 5)2~2,5 =
=10%-2,5=100-2,5 = 250 cm®

Zanimivo, da s posku$anjem na zacetku nisem prisel do pravega
rezultata. Najvedja prostornina $katlice ni za x = 3 cm, ampak za

x= 2,5 cm. Ravno zaradi tega poizku$anje v matematiki ni pripo-
rocljivo. Pravo resitev je treba dobiti z nekim postopkom, ne paz
racunalnigkim poskusanjem!

Raziskovanje — 6. del:
V matematiki posploSujemo

Vprasal sem se, ali lahko nalogo reSujemo $e na viSjem nivoju.
Ali lahko stvar $e malo zakompliciramo? Zakaj namre¢ ne bi
komplicirali, ¢e pa lahko.

Stvar lahko posplosimo. V matematiki vedno skusamo priti do
karseda splosnih rezultatov in to je Se vi$ji nivo te naloge.

Poljuben kvadrat
Imejmo kvadrat s stranico a, kjer iz vsakega vogala izrezemo

4 manjse kvadratke s stranicami x. Spet najprej zapiSemo pros-
tornino.

V(x) = x(a —2x)* = x(a® — dax + 4x*) = 4x° — dax* + a®x

Odvajamo in pazimo, da je a parameter.

V(x) = (4x® — dax? + a’x)' = 124> — 8ax + a*

Uporabimo kvadratno enacbo.

12x* —8ax +a*> =0

a =12 by = —8a ¢ = a?
- 8ot \/(—8a)—4-12-a2 _
¢ 2-12

_ 8a+V64a? —48a%

= o =

_ 8atV16a%

== =

_ 8adtd4a

24

_8a+4a 122 1
M=o T g 72"
x2:8a—4a :4711:151

24 24 6

Prostornina je najmanj$a prix; = 1a, saj takrat $katlice prakti¢-
no ni, prostornina je torej vedno vecja pri x, = %a.

Dobljena splo$na zapisa preizkusimo na nasem konkretnem pri-
meru, kjer je a = 15 cm.

N = N =

X1 ==a -15=7,5cm

Xp=-a=--15=2,5cm

A= N =

Vidimo, da je dobljena resitev povsem enaka prej$nji, konkretni.
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Poljuben pravokotnik

Nalogo lahko resimo tudi za pravokotnik. Za¢nemo s prostor-
nino.

V(x) =x-(a—2x)-(b—2x) = x(ab — 2ax — 2bx + 4x?) =
= 4x% — 2ax? — 2bx? + abx
V/(x) = (4x® — 2ax? — 2bx? + abx) = 12x% — 4ax — 4bx + ab

12x% — 4ax — 4bx +ab=12x> —x-4(a+b) +ab=0

a =12 by =—4(a+D) c1 =ab

_4@+b)+/(—4(a+b))2—4-12-ab _

M2 = 2-12
_ 4a+4b + /162 + 32ab + 16b2 — 48ab
- o -
_ 4a+4b+ V1642 + 16b% — 16ab
_ 4da+4b+4va%+b> —ab
= S =
_a+b+ a2 +b?—ab
B 6
a+b++va2+b2—ab
X1 =
6
a+b—+a2+b2—ab
Xy = 6

Iz izkudenj vem, da je najvecja prostornina x,.

Preverimo, ali dobljeno deluje. Vidimo, da zapisa za splosen a in
b nista prav lepa, zato bi bilo $e najbolje, ¢e privzamemo, da je a
= b =15 cm. Tako je:

_a+b+Va*+b?>—ab

X1 6
15+154+ V152 + 152 —15-15
X1 = 6
15+15+15
X =—"

6
x1=7,5cm

_a+b—+a>+b>—ab

X2
. 15+ 15— v152+152 —15-15
Y =
6
o 15+15—15
2= 6
Xy =2,5cm
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Ugotovitve

Nalogo sem resil na ve¢ na¢inov; vsak je primeren za dolo¢eno
starostno stopnjo oziroma razred/letnik osnovne/srednje $ole
(gimnazije). Znanja, ki so pri vseh teh potrebna, sem zbral vspod-
nji preglednici. Dolo¢il sem nivoje znanja in dodal, za katero sta-
rost (razred, letnik) je na¢in primeren.

Preglednica 4: Naloga za vse starosti

Nivo Znanje

prvi nivo (tudi mlajsi otroci) ocenjevanje prostornine

drugi nivo (5., 6. razred) izdelovanje Skatlic in

tehatanje sladkorja

tretji nivo (konec 6. razreda,
7.razred)

raCunanje prostornine Skatlic

Cetrti nivo (8., 9. razred) izraCun prostornine splosno

peti nivo (9. razred, 1. letnik) graf funkcije

Sesti nivo (2. letnik) kvadratna enacba

sedmi nivo (4. letnik) odvod

Za reSevanje naloge na visjih nivojih ni nujno potrebno samo
znanje tega nivoja, ampak velikokrat tudi znanje nizjih. (Pri vis-
jem nivoju je treba prostornino izra¢unati splo$no in uporabiti
kvadratno enacbo.) Za vsako strategijo sem opisal pozitivne in
negativne strani tega nivoja.

Ocenjevanje

Ocenjevanje je prav gotovo ena zelo pomembnih zmoZnosti
za vsakega cloveka. Tako je ta nacin za mlajse (in tudi starejse)
zagotovo primeren, saj na ta nacin razvijajo svojo prostorsko
predstavljivost in obcutek — ta je izredno pomemben. A z ocen-
jevanjem ne moremo priti niti do pribliznih ugotovitev, kaj Sele
natancnih, kar je njegova negativna plat.

Izdelovanje Skatlic in tehtanje

Nacin, pri katerem je $katlice treba izdelati in nato stehtati slad-
kor v njih, je za uence zelo atraktiven. Ce smo pri izdelavi $kat-
lic in tehtanju natan¢ni, dobimo dokaj to¢ne rezultate, a prav
to¢nih nikakor ni mo¢ najti. Posotopek je tudi zelo zamuden.

Racunanje volumna skatlic

Rac¢unanje volumna za posamezen x je primerno za ucence 6. (in
tudi 7.) razreda, saj se navezuje na njihovo u¢no snov. Tu lahko
brez pomislekov dolo¢imo, katera od obravnavanih $katlic ima
najve¢jo prostornino. A vseh moznih $katlic pa¢ ne moremo
preveriti, saj jih je neskon¢no mnogo. Kljub temu da poznamo
natan¢ne prostornine za vsa ustrezna naravna $tevila, postopek
poizku$anja ni matemati¢no korekten, a je u¢encem osnovne
$ole blizu.
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Splosni zapis volumna in uporaba tehnologije
za izris grafa

V 8. in 9. razredu lahko prostornino $katlice zapiSemo splo$no.
V 9. razredu pa se prvi¢ sre¢amo s funkcijami in grafi funkcij.
Ce se znajdemo, uporabimo tehnologijo, naredimo graf in od-
¢itamo iskani x. Toda ne moremo biti prepric¢ani, da je resitev
tocna, saj jo zgolj od¢itamo. Resitev je zanimiva, a matemati¢no
$e nepopolna.

Zakljucek

Odvod in posplositve

Le z odvodom lahko nalogo re$imo matemati¢no korektno, a
marsikateremu ucencu oziroma dijaku ta predstavlja nekaj zah-
tevnega in se zgrozi ob pogledu na komplicirane matemati¢ne
zapise. Zato ta resitev u¢encem in dijakom naceloma ni tako bli-
zu, a je edina matemati¢no pravilna.

Posplo$evanje je del matematike, zato je nadgradnja s posplo-
$itvijo zelo zanimiva, a seveda nekaterim ucencem in dijakom
nedostopna in mogoce suhoparna.

V raziskovalni nalogi sem prikazal raziskovanje oziroma reevanje istega problema na ve¢ nacinov, ki so pri-
merni za razli¢ne starostne stopnje; od 5. razreda osnovne $ole, do Cetrtega letnika gimnazjije. Zanimivo je, da
lahko vsako pridobljeno znanje pomaga pri reSevanju naloge, a za popolno resitev je potreben odvod.
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Onesnazevanje oceanov in uciteljeva vlioga
pri tem po STEM korakih

Medpredmetna povezava med matematiko (MAT) in tehniko in tehnologijo (TIT)

Igor Pangréic
Osnovna Sola Frana Metelka Skocjan

lzvlecek

Tezava, ki se jo v globalnem smislu vsako leto intenzivneje raziskuje in ki ima z vsakim dnem ve¢ji vpliv na
nase zivljenjsko okolje, je onesnazevanje. Dejstva kazejo, da vsako leto na svetu proizvedemo ve¢ plasti¢ne
embalaze, plocevink itd. Kot posledica nepravilnega razvrs¢anja odpadkov in ozave$¢anja pomena o tem se v
morjih in na kopnem zbira na milijone kosov plastike in drugih smeti. Prispevek govori o tem, kako ozavestiti
osnovnosolce o zbiranju, recikliranju in ponovni uporabi odpadne embalaze. Opisane so ure tehniskega dne,
ki so potekale po korakih STEM priprave oz. 6E MODELU »Engineering Design Cycle«. U¢enci so s pomocjo
programa za delo s preglednicami racunali s koli¢inami odpadkov za obdobje 10 dni v njihovem gospodinjst-
vu. Sledilo je ra¢unanje koli¢ine odpadkov v ob¢ini Skocjan. Za preprecevanje oz. zmanj$evanje uporabe plas-
tike smo izdelovali izdelke iz zbranih odpadkov, kot so $ah, posode za roze, peresnice in torbice ter plakate s
sporo¢ili za ozave$¢anje o nastalem stanju ter konkretnih ukrepih za zmanj$anje odpadkov doma.

Kljucne besede: STEM, preglednica, 1 m? odpadki, onesnazevanje

Ocean Pollution and teacher’s Role Based on STEM Steps

Crosscurricular Connection between Mathematics and Technics and Technology

Abstract

Pollution is a problem that has been researched globally more and more intensely over the recent years and
whose impact on our living environment is increasing every day. Evidence shows that global plastic produc-
tion is growing every year and, as a consequence of improper waste segregation and lack of awareness of its
importance, millions of tons of plastic waste are being accumulated in seas and oceans. The article introduces
ways of introducing primary school students to activities such as collecting, recycling and reusing waste pac-
kaging materials and describes the Technical Day classes performed based on STEM steps and 6E MODEL
»Engineering Design Cycle«. Students worked with a program using spreadsheets to calculate waste quantities
for the period of 10 days in their households. This was followed by a calculation of waste quantities in the mu-
nicipality of Skocjan for different time periods. In order to prevent or reduce the use of plastic packaging, we
created products from the collected waste, e.g. chess, flower pots, pencil cases, bags and posters, with messages
about the current situation and applicable measures to reduce waste at home.

Keywords: STEM, spreadsheet, 1 m?, waste, pollution

Projekt Erasmus + z naslovom »Minds on Hands on STEM  men Ze osve$canje otrok v osnovni Soli o razvr§¢anju odpadkov
Goes on, v katerega je vkljucena tudi nasa $ola, ima poudarek  doma.

na naravoslovinem podrodju, kar je tudi razlog nasega nacrtnega

medpredmetnega povezovanja. Ze v zaCetku tega $olskega leta ~ Ure tehniskega dne so potekale po korakih STEM priprave oz.
smo nacrtovali izvedbo tehniskih in naravoslovnih dni po STEM ~ 6E MODELU »Engineering Design Cycle«. Ko ucenci upora-
korakih. Z vodjo aktiva tehnike in tehnologije sva se zacela po-  bljajo Engineering Design Cycle, razvijajo ve&jo poglobljenost
globljeno pogovarjati o temi medpredmetnega povezovanja. Ker  razumevanja problema z uporabo konceptov, praks in odnosov.

je problem onesnazevanje planeta ena od problematik, s katero

se sooca ¢lovestvo po vsem svetu, sva ozavestila, da ima velik po-
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5. 1zbolj3aj

1.Vprasaj se

Proces

2.Razmisli -
predstavljaj si

oblikovanja
izdelka

Slika 1: Koraki STEM (diagram se nahaja na spletni strani [3]).

Kaj je STEM izobrazevanje?

Model integriranega poucevanja, pri katerem se nacrtno pove-
Zujejo :

+ SCIENCE - znanost,

« TECHNOLOGY - tehnologija,

« ENGINEERING - inZeniring,

o MATH - matematika.

STEM ucna ura temelji na raziskovanju in iskanju resitev zi-
vljenjskega problema in podpira projektno ucenje. Ucenec razu-
me povezavo z resni¢nim Zivljenjem. STEM ucna ura se lahko
raz8iri z nadaljnjo integracijo, z drugimi u¢nimi predmeti, kot so
jezik, druzbene vede, umetnost itd. Utitelj ustvari u¢no okolje,
ki je osredotoceno na ucence (ucitelj ni v sredis¢u) - od njih se
pric¢akuje ustvarjalnost. Uenci resujejo problem.

Znacilnosti STEM ucne ure:
1. Ure STEM se osredotocajo na probleme v realnem svetu.

2. Ure STEM vsebujejo proces inzenirskega oblikovanja po
osnovnih korakih. V tem procesu ucenci definirajo proble-
me, izvajajo raziskave, razvijajo ve¢ idej za resitve, razvijajo in
ustvarjajo prototip ter jih nato testirajo, ovrednotijo in pre-
oblikujejo. Uenci preizkusajo svoje ideje, ki temeljijo na raz-
iskavah z razli¢nimi pristopi. Uenci se ucijo tudi iz napak.

3. Pri urah STEM je delo ucencev prakti¢no, raziskovalno, so-
delovalno, u¢enci podajajo resitve problemov. V urah STEM
je pot do ucenja odprta, v okviru omejitev (npr. materiali, ki
so na voljo).

4. Delo ucencev je skupinsko oz. sodelovalno.

STEM uc¢ne ure vklju¢ujejo matemati¢ne in znanstvene vse-
bine. Sodelovanje z u¢itelji matematike in/ali naravoslovja.

6. Uctne ure STEM dovoljujejo ve¢ pravilnih odgovorov in pris-
topov — bogate moznosti za ustvarjalne resitve. Pri na¢rtovan-
ju in preizkusanju prototipov je mozno, da skupina ne resi
problema — neuspeh velja za pozitiven korak na poti k odkri-
vanju in oblikovanju resitev.

Od ucencev se pricakuje:

o re$evanje problemov (ve¢ moznih resitev),
» inovacije,

o izumi,

« logi¢no misljenje,

e samostojnost in

o skupinsko delo.

Zacelo se je tako, da so se ucenci 6. razredov skupaj z uditeljico
pri uri tehnike in tehnologije pogovarjali o svetovnih problemih,
ki so se dogajali med poc¢itnicami. U¢enci so povedali, da so sli-
$ali za tornade, tajfune, toco, zemeljske plazove, tanjsanje ozon-
skega plasca, poplave, da se iz Grcije Sirijo velike koli¢ine plastike
proti nasi obali, da hrvaski u¢enci med po¢itnicami pobirajo te
odpadke ... Eden od u¢encev je omenil, da je slisal, da je poginil
kit na Tajskem, ker je pojedel 80 plasti¢nih vreck, ki so tehtale do
8 kg, ter da je Tajska ena najve¢jih porabnic plasti¢nih vreck na
svetu. Odgovori ucencev so bili izhodi$¢e za nadaljnjo razpravo.

Sledil je ogled posnetka o onesnaZenosti oceanov na Youtubu
[1], kjer strokovnjaki opozarjajo na to, kaj bo sledilo, ¢e ne bomo
bolj racionalno ravnali z odpadki, in predvsem opozarjajo, kaks-
no nevarnost predstavlja plastika, ki se zelo pocasi razkraja, v
oceanih. Posnetek si je izbrala uciteljica tehnike in tehnologije z
namenom velike sporo¢ilne vrednosti.

Avtorji posnetka so strokovnjaki ekipe »Bright Side«. Na You-
tube kanalu imajo preko 23,5 milijona sledilcev po celotnem
svetu. Videoposnetek je bil motivacijsko sredstvo za ucence ter
hkrati seznanitev s svetovnim problemom.

Govori o tem, da letno zavrzemo okoli 2 milijona plasticnih
vreck na minuto. Letno se uporablja in odlaga okoli 500 milijard
plasti¢nih skodelic. Na svetu so, kot posledica prekomerne koli-
¢ine plasti¢nih odpadkov, nastali trije veliki »smetarski« otoki:
v osrednjem severnem Tihem oceanu, v Indijskem oceanu in v
Atlantskem oceanu. Plasti¢ni predmeti v oceanu ubijajo Zivali ali
se zataknejo v njihovem telesu. Ljudje moramo najti na¢in, kako
odstraniti smeti, ki so Ze v oceanu. Druga moznost je zmanjati
onesnazevanje ali ga popolnoma ustaviti.
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Slika 3: Deset stvari, ki jih lahko naredis za morje brez odpadkov.
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Na medsebojni hospitaciji, ki sem jo izvedel septembra 2018,
smo se dogovorili, da bodo uéenci zbirali podatke o $tevilu ko-
sov posameznih odpadkov v njihovem gospodinjstvu. Ucenci so
sami predlagali, kaj bi lahko zbirali. U¢enci so skupaj z uciteljico
oblikovali tabelo. V pripravljeno tabelo v zvezku so u¢enci dogo-
vorjenih deset dni zapisovali podatke.
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Slika 4: Primer u¢encevega zapisa za spremljanje Stevila odpadkov.

Tabelo so izpolnjevali individualno, s pomocjo starsev. Dogo-
vorili smo se, da bomo zbrane podatke obdelali na tehniskem
dnevu v tednu otroka. Tehniski dan je potekal v racunalniski
ucilnici. Vloga obeh uciteljev pri tem je bila, da ucence ozaves-
tiva o tem, kako pomembno je lo¢evati odpadke in kaksna je nji-
hova vloga pri tem. Ta dan so ucenci prinesli zapisane podatke
ter najprej na karo papir narisali stolp¢ni prikaz. Stolp¢ni pri-
kaz je prikazoval $tevilo kosov posameznih odpadkov v dese-
tih dneh. Ucenci pri risanju niso imeli teZav, saj smo ponovili,
kako narediti stolp¢ni grafikon, kako morajo biti oznacene osi,
kaj prikazujemo na posamezni osi ter da mora prikaz vsebova-
ti naslov in legendo. Sledilo je prepisovanje podatkov, ki so jih
imeli zapisane v preglednicah, v vnaprej pripravljeno pregledni-
co v programu za delo s preglednicami. U¢encem sem vnaprej
pripravil preglednico, da bi ve¢ ¢asa namenili pogovoru. Ker je
bila to njihova tretja ura pri delu s preglednicami, smo najprej
ponovili, kako vnesemo posamicen podatek v celico in kako se
premikamo med celicami po stolpcu in vrsticah. Nato so ucenci
zaceli z vna$anjem svojih podatkov in tukaj niso imeli ve¢jih te-
zav. Ker je po STEM korakih v ospredju ucenec, so boljsi u¢enci
demonstrirali posamicen izracun ostalim, sam pa sem nudil po-
moc¢ ucencem s posebnimi potrebami in tistim, ki se jim je pri
posameznem koraku ustavilo. Ko je bila preglednica izpolnjena,
je ucenec demonstriral, kako sestejemo Stevilo vseh kosov po-
sameznega odpadka po stolpcih. Uporabil je obrazec za vsoto.
Naslednji u¢enec je pokazal, kako izratunamo povprecje posa-
meznega odpadka ter opozoril ostale v razredu, da morajo biti
pozorni na to, kateri podatki so oznaceni in da ne smejo zraven
oznaciti podatka iz obrazca za samodejno vsoto. Nato sta $e dva
ucenca prikazala, kako uporabimo obrazec za prikaz najmanjse
oz. najvedje vrednosti ter zopet opozorila, da ne smemo oznaciti
celic, v katerih je izra¢unana samodejna vsota ter povprecje ko-
sov posameznih odpadkov. Uéenci so nato predlagali, da bodo
$tevilo kosov za en mesec izracunali tako, da bodo podatek iz
celice, kjer je izratunana samodejna vsota za 10 dni, mnozili s 3.
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Zbiranje odpadkov po posameznem gospodinjstvu (zapisuj Stevilo kosov)

Zap. st. Dan/ Vrecke Plastenke
datum (prozorne, (od vode,

plasticne od soka,
hrane) mleka...)

Embalaza Plocevinke Casopisi, Reklame
(od jogurtov, (od piva, revije

skute, kisle pasje hrane,

smetane, pastete,

sladoleda ...)

konzerve...)

Sestevek vseh kosov
(obrazec za vsoto)

Povprecje
(obrazec za povpre¢je)

Najmanjsa vrednost (min.)

Najvecja vrednost (maks.)

Zbrani kosi na mesec
(sestevek vseh kosov - 3)

Zbrani kosi na leto (zbrani
kosi na mesec - 12)

Slika 5: Zbiranje odpadkov po posameznem gospodinjstvu (zapisano Stevilo kosov posazmnega odpadka).

Nato so ucenci predlagali, da bi lahko na podoben nacin, kot
smo prej izracunali $tevilo kosov posameznega odpadka na
mesec, izraCunali $tevilo kosov posameznega odpadka na leto.
Sklenili smo, da celico, v kateri imajo izra¢unano vrednost za en
mesec, pomnozimo s $tevilom 12 ter tako dobimo podatek za
$tevilo kosov posameznega odpadka za celo leto.

Ucenci so z uporabo racunalniskega programa tudi risali pri-
kaze.

Ko je bila preglednica izpolnjena, smo se z ucenci pogovarjali
o dobljenih rezultatih. Podatke so ucenci primerjali med seboj.
Po pregledu vseh podatkov smo ugotovili, da je v gospodinjstvih
najve¢ plasti¢ne embalaze in plocevink ter manj ¢asopisa in re-
klam, ¢eprav tudi teh ni zanemarljivo malo. Naredili smo tudi
skupen zbirnik in analizirali stanje. Izracunali smo tudi povprec-
je za posamezen odpadek v gospodinjstvih ucencev. Nato pa se
je razvila debata o tem, ali bi lahko izracunali stevilo odpadkov v
ob¢ini Skocjan. Eden od ucencev je predlagal, da bi bilo to mo-

goce, Ce bi poznali Stevilo gospodinjstev. Ta podatek sem prido-
bil od ob¢ine Skocjan, ko sem pisal samo pripravo. Z uporabo
povprecja za posamezen odpadek v gospodinjstvih ucencev, smo
izra¢unali priblizno koli¢ino odpadkov za celotno obéino. Uéen-
ci so pri tem ugotavljali, da so $tevilke, ¢eprav ob¢ina Skocjan
ne sodi med vecje obcine po velikosti, zelo velike. To smo po-
Celi z namenom ozavestiti ucence, da je treba odpadke locevati.
Nekatere odpadke lahko ponovno uporabimo oziroma iz njih
izdelamo nov izdelek. Izdelek iz plastike lahko nadomestimo z
izdelkom iz drugega materiala. Prisli smo do ugotovitve, da se
vse za¢ne doma in da mi sveta ne bomo spremenili. Lahko pa
pripomoremo k temu tako, da doma za¢nemo z bolj racional-
no uporabo plasti¢ne embalaze ter pripomoremo, da se ¢im ve¢
stvari reciklira in ponovno uporabi.

Nadaljnje delo je potekalo v treh skupinah. U¢enci so v prvi sku-
pini izdelali kubi¢ni meter (iz papirja ter plastenk). S $tetjem po-
sami¢nih plastenk so ocenili $tevilo plastenk v enem kubi¢nem
metru ter izraCunali, koliko plastenk tvori 1 m®. Ucenci, ki so
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izdelovali kubi¢ni meter iz papirja, so prestevali Stevilo kosov v
kubi¢nem metru. Nato smo odsli nazaj v ra¢unalni$ko ucilnico.
Najprej smo na tablo napisali rezultate obeh kubi¢nih metrov;
papirja in plastenk. Stevilo plastenk v enem kubi¢nem metru je
bilo 432, $tevilo kosov ¢asopisa in revij pa 12.800. Razvila se je
debata, kako bi izracunali, koliko kubikov posameznega odpad-
ka je v enem letu. To smo izracunali tako, da smo delil letni seste-
vek v ob¢ini Skocjan s $tevilom kosov v 1 m’ in tako dobil letni
izracun zbranih kosov v kubi¢nih metrih.

Ucenci so imeli nekaj teZav pri izdelavi kubi¢nega metra papirja
in enako pri izgradnji kubi¢nega metra iz plastenk. Papir jim je
veckrat padal na tla in enako se je dogajalo s plastenkami. Ucenci
so se v skupini zelo povezali ter si med seboj pomagali. Povedali
s0, da jim je taksen nacin dela prijeten in bi ga Zeleli ponoviti.

Slika 7: Izdelava kubi¢nega metra iz plastenk.
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V drugi skupini so izdelovali plakate s sporo¢ili za ozave$¢anje o
nastalem stanju ter konkretnih ukrepih za zmanj$anje odpadkov
doma. Podatke so ucenci ¢rpali iz podatkov, ki so jih izvedeli pri
pouku, v pomo¢ pa jim je bila tudi tablica. Plakati so bili razstav-
ljeni po $oli in kasneje smo si jih skupaj ogledali ter se o njih
pogovorili.
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Slika 9: Zmanjsajmo porabo plastike, da ohranimo Zivljenja v oceanu.

V tretji skupini so prinesene odpadke predelali v nove izdelke. V
ucilnicah tehnike in ra¢unalniski ucilnici so posadili roze v pri-
neseno embalazo. Izdelali so torbice in namizno igro $ah. Nas-
tale so tudi peresnice in torbice iz odpadnega usnja in tekstila.
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Slika 11: Na novo nastale torbice iz odpadnega blaga.

Na Solskem hodniku smo mentorji ob pomo¢i u¢encev pripravili
razstavo, ki so si jo lahko ogledali vsi u¢enci in zaposleni na nasi
Slika 10: Na novo nastali izdelki iz odpadne plasti¢ne embalaze. $oli. Odzivi so bili odli¢ni.

Zakljucek

Ocenjujem, da so bile dejavnosti uspesno izvedene, saj so bili uéenci ob koncu zelo zadovoljni, kar so zapisali
tudi na evalvacijskem vprasalniku. Dejavnosti so potekale v tednu otroka. Medpredmetno smo povezali nara-
voslovje, matematiko, angles¢ino, tehniko in tehnologijo ter likovno umetnost. Z dejavnostmi bomo glede na
problematiko nadaljevali tudi v prihodnje. Najbolj uc¢inkovito je bilo, da so ucenci dobili vpogled, koliko smeti
proizvedemo, kaj se dejansko dogaja s smetmi ter ozavestili, zakaj je lo¢evanje potrebno. V prihodnje bi morda
dlje ¢asa belezili koli¢ino smeti in poiskali nove ideje za ponovno uporabo posameznih plastik.
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Uporaba zepnega racunala pri preiskovanju
stevilskih vzorcev

Mag. Sonja Rajh
Zavod RS za Solstvo

lzvleCek

Premisljena uporaba numeri¢nega zepnega racunala pripomore k boljSemu razumevanju matemati¢nih vse-
bin, pomaga pri reSevanju problemov, u¢ence motivira, spodbuja njihovo ustvarjalnost in vedozZeljnost, pove-
¢a njihovo samozavest in samozaupanje v lastno matemati¢no znanje ter pozitivno vpliva na njihov odnos do
matematike.

V tem prispevku, ki je nadaljevanje prispevka Z Zepnim racunalom usvajamo nove vsebine pri pouku ma-
tematike v osnovni Soli, objavljenim v prejsnji Stevilki revije, so predstavljeni primeri aktivnosti, pri katerih
ucenci uporabijo numeri¢no racunalo za preiskovanje razli¢nih zakonitosti v $tevilskih vzorcih.

Kljucne besede: preiskovanje, stevilski vzorci, numeri¢no racunalo, pouk matematike

Use of Calculator in Researching Numerical Patterns

Abstract

A deliberate use of a calculator contributes to a better understanding of mathematical contents, facilitates
problem solving, motivates students, encourages their creativity and curiosity, improves their self-esteem and
confidence in their mathematical skills, and positively affects their approach to mathematics.

The article is a continuation of the article entitled Learning New Content in Primary School Mathematics
Class Using a Calculator, published in the previous issue of the magazine, and describes examples of activities
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where students use a calculator to study the laws behind various numerical patterns.

Keywords: research, numerical patterns, numeric calculator, mathematics class

Uvod

V razli¢nih virih pogosto zasledimo naloge s $tevilskimi izrazi,
pri katerih ucenci preiskujejo, katero ra¢unsko operacijo upora-
biti, da bo veljala enakost (npr. 78 | |95 [ ] 123 = 11763), ali
katero $tevilo oziroma Stevko vstaviti v Stevilski izraz, da dobi-
jo dano vrednost (4 |- [ |1 = 3408), ali pa v izraz postavijo
oklepaje, da s tem dolocijo vrstni red racunskih operacij (Glejte
nalogo iz NPZ, ki je na Sliki 1).

Ucenci lahko preiskujejo, kaj se zgodi z vsoto/razliko/zmnoz-
kom/koli¢nikom/kvadratom ... dveh/treh ... Stevil, ¢e enega od
¢lenov mnozijo/delijo z danim s$tevilom ali pa mu poljubno ste-
vilo pristejejo/odstejejo.

Pri takih in podobnih primerih si lahko ucenci pri ra¢unanju po-
magajo tudi z numeri¢nimi racunali. S sistemati¢nim poskusa-
njem vstavljajo posamezni znak v izraz, ki je zapisan na zaslonu
racunala, ter nato racunajo ustrezno vrednost $tevilskega izraza.
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Ob tem se naucijo, da ni treba ponovno vpisovati celotnega izra-
za v racunalo, ¢e smo se pri tipkanju zmotili, ampak se s smer-
nim kazalcem premaknemo na mesto v izrazu, ki ga zelimo spre-
meniti, briSemo znak in vpiSemo novega, ter nato izracunamo
vrednost spremenjenega izraza. Podobno strategijo resevanja
ucenci usvojijo tudi pri preiskovanju vzorcev $tevil, ki so opisani
v nadaljevanju.

Delovni list s Stevilskimi vzorci za spodbujanje
uporabe numeri¢nega racunala pri pouku
matematike v osnovni Soli

Na delovnem listu Stevilski vzorci (Priloga) je zbranih 10 pri-
merov razli¢nih preiskovalnih dejavnosti s Stevilskimi vzorci.
Seveda ni misljeno, da bi ucenci vse primere resili hkrati. U¢i-
telj jih glede na njihov namen ucenja razporedi v pouk mate-
matike.
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IZ RAZREDA

a) Vdanem izrazu postavi oklepaje tako, da bo vrednost
izraza manjsa od 43. Vrednost izraza z oklepaji tudi
izraCunaj.
4+6-7-3=

b) V danem izrazu postavi oklepaje tako, da bo vrednost
izraza vecja od 43. Vrednost izraza z oklepaiji tudi
izracunaj.
4+6-7-3=

¢) Vdanem izrazu postavi oklepaje tako, da bo vrednost
izraza enaka 0.

7+43.7-7-7=

Slika 1: Naloga iz NPZ, ki so jo u¢enci reSevali leta 2010 v 6. razredu in
nato ponovno leta 2013 v 9. razredu.
Vir: RIC

Pri prvih stirih primerih je na dnu strani v pravokotniku z zeleno
barvo zapisan namig za ucence, ¢e nikakor ne ugotovijo pravila v
vzorcu in ne najdejo posplositve. Predlagamo, da ta namig ucitelj
izreze iz u¢nega lista in ga u¢encem ponudi le, ¢e ga potrebujejo.

V5., 6.,7.in 8. primeru ima ucenec na voljo ve¢ $tevilskih vzor-
cev. Predlagamo, da uditelj ponudi le enega od njih, ali pa si uce-
nec za preiskovanje sam izbere primer vzorca, ki ga je pritegnil.
V teh primerih smo namenoma zbrali ve¢ vzorcev, ker smo Zeleli
uciteljem ponuditi ve¢ji nabor primerov.

Pred prvim primerom §tevilskih vzorcev je na delovnem listu za
udenca zapisano: »Z Zepnim ra¢unalom lahko ra¢unas vrednosti
podobnih izrazov tudi tako, da ne briSe§ celotnega izraza, ko si
izracunal njegovo vrednost. V zapisanem izrazu samo spremi-
nja$ ali briSes/vstavlja§ nova Stevila.« Predlagamo, da ucitelj z
uporabo demonstracijskega pripomocka za delo z numeri¢nimi
racunali (emulatorja) vsem ucencem hkrati pokaze, kako lahko
to storijo, ali pa vsakemu posebej to ponazori na njegovem nu-
meri¢nem racunalu. (Slike 2—4).

L B,

(1+243+4)2=

el

188.

weuH W

Slika 3: Znotraj oklepaja zapisemo, naj pristeje Se 5.

C1+2+3+4+3502=

w

229,

Slika 4: Izracunana vrednost dopolnjenega Stevilskega izraza.

Predvidevamo, da ucenci uporabljajo numeri¢no ra¢unalo, kate-
rega zaslon prikazuje 10 $tevk. Predlagamo, da ucenci za preisko-
vanje vzorca $tevil, ki imajo ve¢ kot 10 Stevk, uporabljajo katero
od aplikacij za racunanje na racunalniku (Slika 5).

5 + 7=

0,7142857142857143

4 + T=

0,5714285714285714

6 + 7=

0,8571428571428571

2 1+ T=
0,2857142857142857

3 + 7=

0,4285714285714286

1 = T=

Slika 5: Uporaba aplikacije Kalkula-
0,1428571428571429

tor na rac¢unalniku.

Delovni list Stevilski vzorci lahko uporabljamo v razli¢nih razre-
dih osnovne $ole. Odvisno od matemati¢nega predznanja ucen-
cev (npr. ali Ze poznajo potence, korene, racionalna Stevila).

Namen in cilj tega delovnega lista je, da u¢enci opazujejo in pre-
poznajo pravilo v $tevilskem vzorcu, pravilo ubesedijo, vzorec
nadaljujejo, znajo poiskati posplositve ter ubesediti ugotovitve v
korektnem matemati¢nem jeziku. Prira¢unanju vrednosti $tevils-
kih izrazov si pomagajo z numeri¢nim rac¢unalom, saj v teh pri-
merih spretnosti racunanja ne smejo biti v ospredju, ¢e se Zelijo
ucenci osredotociti na viSje miselne procese.
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Stevilski vzorci

Z zepnim racunalom lahko racunas vrednosti podobnih Stevilskih izrazov tudi tako, da ne brises celotnega izraza, ko si
izraCunal njegovo vrednost. V zapisanem izrazu samo spreminjas ali brise$/vstavljas nova Stevila.

Uporabi pri svojem Zepnem racunalu.

1. primer

Z uporabo Zepnega racunala izra¢unaj vrednosti naslednjih Stevilskih izrazov.

1= 2=

PB+23= (1+2)=
P+2+33= (1+2+3)=
P+23433+4= (1+2+3+4y=
P+23+33+4+5= (1+2+3+4+5)=

Nadaljuj oba vzorca. Zapisi naslednjih pet primerov obeh Stevilskih vzorcev.

Kaj ugotovis? Zapisi vse ugotovitve.

Oblikuj splo3ni algebrski zapis.

Namig
Primerjaj vrednosti izrazov v levem in desnem stolpcu.
Ali velja:
1TP+23+33=(1+2+3)?
1P+ 22+ 3P+ A L5+ 62+ 72+ 8+ P+ 102+ 11°=(1+2+3+4+5+6+7+8+ 9+ 10+ 11)?

Zapisi manjkajoce eksponente potenc v sploSnem algebrskem zapisu:

1D+2D+3E+...+nD (1 +2+3+...+n)D
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2. primer

Z uporabo zepnega racunala izracunaj vrednosti naslednjih stevilskih izrazov.

0*+13= 1=

13+23= 2+3+4=

22+33= 5+6+7+8+9=

334 43= 10+114+124+13+14+15+16=

Nadaljuj vzorca. Zapisi naslednje tri primere obeh Stevilskih vzorcev.

Kaj ugotovis? Zapisi vse ugotovitve.

Namigi

- Koliko zaporednih naravnih Stevil seStejes v vsaki posamezni vrstici desnega vzorca?
Ali je Stevilo teh seStevancev desnega stolpca v povezavi z osnovami potenc levega stolpca?

« Opazuj zadnji seStevanec desnega vzorca. V kaksni povezavi je z osnovo druge potence levega vzorca?

« Primerjaj vrednosti izrazov v levem in desnem stolpcu.
Ali velja enakost:
22+3¥=5+6+7+8+9
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3. primer

Z uporabo zepnega racunala izracunaj vrednosti naslednjih stevilskih izrazov.

1= 12=
14+43= 2=
1+345= 32=
143+5+7= 4=
1+3+5+7+9= 52=

Nadaljuj oba vzorca. Zapisi naslednjih pet primerov obeh stevilskih vzorcev.

Kaj ugotovis? Zapisi vse ugotovitve.

Oblikuj splosni algebrski zapis.

K

Namigi

+ Koliko sestevancev je v levem vzorcu? Katera Stevila sestevas?

« Katero stevilo kvadrira$ v desnem stolpcu?

« Ali opazis kaksno povezavo med Stevilom seStevancev levega vzorca in osnovo potence desnega vzorca?
+ Alivlevem vzorcu seStevamo vsa zaporedna naravna Stevila?

« Ali sta vrednosti izrazov v levem in desnem stolpcu enaki?

Pomo¢

Izberi vsaj pet naravnih Stevil.
Vstavi jih v enakost:
1+3+...+2n-1)=n?

Primerjaj z zgornjimi izraCuni.
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4, primer

Z uporabo zepnega racunala izracunaj vrednosti naslednjih stevilskih izrazov.

1= 13=
3+5= 2=
7+9+11= 3B =
13+15+17+19= 4=
21+234+25+27+29= 53 =
314+33+35+37+39+41= 6°=
43+45+47+49+51+53+55= 73 =

Nadaljuj oba vzorca. Zapisi naslednje tri primere obeh Stevilskih vzorcev.

Kaj ugotovis? Zapisi vse ugotovitve.

Namigi

+ Koliko sestevancev je v levem vzorcu? Katera Stevila seStevas?

« Kateri vzorec opazi$ v desnem stolpcu?

+ Ali opazis kaksno povezavo med Stevilom seStevancev levega vzorca in osnovo potence desnega vzorca?
+ Alivlevem vzorcu seStevamo vsa zaporedna naravna Stevila?

« Ali sta vrednosti izrazov v levem in desnem stolpcu enaki?
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5. primer

Z uporabo zepnega racunala izracunaj vrednosti naslednjih stevilskih izrazov.

Opazuj Stevilske vzorce in zapisi vse ugotovitve. Utemelji svoje ugotovitve.

1-8+1=
12-8+2 = 9:947=
123-8+3 = 989+ 6 =
12348+ 4 = 9879 45 =
12345-8+5 = 98769 + 4 =
1234568 + 6 = 987659 + 3 =
1234567 -8 +7 = 9876549 + 2 =
123456788 + 8 = 98765439 + 1 =
123456789 -8 +9 = 987654329 + 0 =
1-9= 1-9+2=
12-9= 12:9+3 =
123-9 = 123-9+4 =
1234-9 = 12349 +5 =
12345-9 = 12345-9+ 6 =
1234569 = 1234569 + 7 =
1234567 -9 = 1234567 -9 + 8 =
123456789 = 123456789+ 9 =
123456789 -9 = 123456789 -9 + 10 =
1-12345679 9 = 999999 -1 =
2123456799 = 999999 - 2 =
3-12345679 -9 = 999999 - 3 =
4123456799 = 999999 - 4 =
5-12345679 -9 = 999999 - 5 =
6123456799 = 999999 - 6 =
7-12345679 -9 = 999999 - 7 =
8123456799 = 999999 - 8 =
9-12345679-9 = 999999 - 9 =

999999 - 10 =
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6. primer

Preiskuj Stevilske vzorce. Zapisi vse ugotovitve.

Napovej in zapisi Se nekaj nadaljnjih primerov posameznega vzorca. Nato vrednosti preveri z Zepnim racunalom.

1-1= 9.9 =
11-11 = 9999 =
111-111 = 999 - 999 =
1111-1111 = 9999 - 9999 =
1111111111 = 99999 - 99999 =
7 " = 72 =
77 -99 = 672 =
777 - 999 = 6672 =
7777 - 9999 = 66672 =
77777 - 99999 = 666672 =

V16 = 1

V1156 = v
V111556 = 12237
V11115556 = 1

ViT3=
Vi+3+5=

Vrednost Stevilskih izrazov lahko izraunas tudi z uporabo aplikacij za racunanje na racunalniku. Tam lahko zapisuje$ Stevila, ki
imajo vec kot 10 Stevk.

Uporabi eno od aplikacij za racunanje na rac¢unalniku in zapisi $e nekaj nadaljevanj stevilskih vzorcev.

Se sam poisci zanimiv $tevilski vzorec.
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7. primer

Preiskuj naslednje Stevilske vzorce. Napovej in zapisi $e naslednjih Sest primerov izbranih vzorcev. Nato preveri vrednosti z
Zepnim racunalom ali eno od aplikacij za racunanje na rac¢unalniku.

Zapisi vse ugotovitve.

987654321-9 -1 = 102 -10'+1 =

987654321-9 -2 = 104 —10%+1 =

9876543219 -3 = 10°—-103+1 =
108 —10%+1 =

63-12 = 7-77 =

63-123 = 7777 =

63-1234 = 77777 =

63-12345 =

158737 = 37-3 =

15873 -14 = 37-6 =

15873 -21 = 37-9 =

15873 -28 = 37-12 =

799 =

79-18 =

7927 =

79-36 =
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8. primer

Z uporabo ene od aplikacij za racunanje na rac¢unalniku (ki izpisuje ve¢ kot 10 Stevk), izracunaj naslednje koli¢nike. Opazuj
nastali Stevilski vzorec. Zapisi ugotovitve.

1:7=

u A OO N W
~
1]

1=
1=
11 =
1=
1=
1=
1=
1=
10:11=

O 00 N OO0 1 »h W N

Razisci Se koli¢nike z deliteljem 13 (oziroma 18, 19, 23, 3,6,9 ...).
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9. primer

Z uporabo zepnega racunala preveri, da velja:
1:2.3.441=5
3:4.5-6+1=19?

PoisCi nekaj podobnih primerov.

10. primer
Oglej si zapisana primera. Kaj imata skupnega?
212-122=441-144 =297

312-132=961-169 =792

Zapisi e sam nekaj podobnih primerov. Preiskuj. Zapisi ugotovitve.
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IZ RAZREDA

Ploscinsko enaka kolobarja in se kaj

dr. Marko Razpet

Del ravnine med dvema kroznicama, od katerih je manjsa v celo-
ti v ve&ji, je kroZni kolobar, v nadaljevanju kar kolobar. Ce imata
obe kroznici isto sredi$ce, govorimo o koncentri¢nem kolobarju,
sicer pa o ekscentricnem kolobarju. Ce je polmer manjse krozni-
ce r,, velje pa r,, je plod¢ina kolobarja v obeh primerih enaka
p=mnri—mnri=n(r;-r?).

Slika 1: Stikajoca se koncentri¢na kolobarja.

Denimo, da kroZnicama s polmeroma r, in r, s sredid¢em v
tocki S pridruzimo Se kroznico s polmerom r,, prav tako s sre-
discem v S (Slika 1). Pri tem velja relacija r, < r, < r,. Zanima
nas, kdaj je plo$¢ina kolobarja med prvima dvema kroznicama
enaka ploscini kolobarja med zadnjima dvema. To se pravi, da
nas zanima, kdaj je 7(r3 — r7) = 7(r§ — r3) oziroma po krajsa-
nju s 7, kdaj je 75 — r{ = r3 — r3. Zadnji razliki oznac¢imo z d,
kar pomeni, da sta tedaj plosc¢ini kolobarjev enaki 7d. Kvadrati
vseh treh polmerov morajo zato sestavljati aritmeti¢no zaporedje
1,73, 73 z razliko d. To zaporedje lahko zapidemo tudi v obliki
r5 —d, 73,75 + d. Polmeri kroznic pri izbranem r, in d so potem-

takem r;, = m> To,T3 = \/W

Naloga bi bila lahko s tem kon¢ana, ¢e nas ne bi zanimalo, ali
se nemara ne da poiskati takih pozitivnih racionalnih Stevil
T Ty 1y in takega naravnega stevila d, da bo vsak od obeh
kolobarjev imel plo$¢ino 7d. To pomeni, da moramo poiskati
pozitivna racionalna Stevila r, r,, r, in naravno Stevilo d, za
katera veljata enacbi

ra—d=r? ri+d=r (1)
Po navadi d kar izberemo in is¢emo r, ,, r,. Naloga, resiti sis-
tem (1), je stara zZe okoli 1000 let. Z njim so se ukvarjali arabski
matematiki in Leonardo iz Pise (1170-1250), bolj znan kot Fi-
bonacci. Leonardo je nalogo resil za d = 5: r, = 31/12, r, = 41/12,
r, = 49/12. V resnici je reditev nesteto. Nalogo resijo na primer
tudi

249563579992463717493803519

" T T5354229862821602092291248
_— 249850594047271558364480641
> 5354229862821602092291248
, 250137278774864229623059201
3 =

5354229862821602092291248

kar dobimo s teorijo elipti¢nih krivulj, s katerimi so povezani
problemi kongruentnih Stevil.

Naravno $tevilo d, za katero obstajajo pozitivna racionalna $tevila
r,,1,, 1, kiresijo sistem (1), imenujemo kongruentno stevilo. Stevi-
lo 5 je kongruentno. Pierre de Fermat (1601-1665) je dokazal, da
$tevilo 1 ni kongruentno. Posledi¢no niso kongruentni kvadrati
naravnih Stevil. Ce bi namre¢ d = n? bilo kongruentno Stevilo za
naravno $tevilo # > 1, bi sistem 73 —n? = r?, r24-n? = r3imel re-
Sitev v pozitivnih racionalnih stevilih r, r,, .. Potem bi lahko za-
pisali (r,/n)* = 1= (r /n)*, (r,/n)* + 1 = (r,/n)* kar bi pomenilo, da
zapozitivnaracionalnastevilar] = r/n,ry = ro/n, 1y = r3/n
veljata zvezi ¥ — 1 = %, r2 + 1 = r{. To pa pomeni, da je 1
kongruentno stevilo, kar je protislovno z omenjeno Fermatovo
ugotovitvijo. Kvadrati naravnih $tevil torej niso kongruentna
$tevila.

Stevilo 4 ni kongruentno, prav tako ne 2 in 3. Stevilo 5 je najmanj-
$e kongruentno Stevilo. Med 1 in 35 so naslednja kongruent-
na $tevila: 5, 6, 7, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 24, 28, 29, 30, 31, 34.

Podobno tudi dokazemo, da je $tevilo d = k’d , kjer je k > 1 na-
ravno Stevilo, d, pa naravno $tevilo brez kvadratnega faktorja,
kongruentno, kakor hitro je d, kongruentno. Kongruentno Ste-
vilo brez kvadratnega faktorja imenujemo primitivno kongruent-
no stevilo. Stevilo 5 je primitivno kongruentno Stevilo, $tevilo
20 =45 je kongruentno, toda ne primitivno kongruentno.

Ugotavljanje, ali je dano $tevilo d brez kvadratnega faktorja kon-
gruentno, je trd oreh tudi za najvecje matematike. Znani kriteriji
kongruentnosti so prezapleteni, da bi jih tukaj sploh omenjali.
Razumljiva pot do kongruentnih stevil vodi prek pitagorejskih
trikotnikov. To so pravokotni trikotniki s celostevilskimi stra-
nicami g, b, ¢. Pri tem sta a, b kateti, ¢ pa hipotenuza, tako da
velja a®> + b*= ¢ Dovolj se je omejiti na primitivne pitagorejske
trikotnike, pri katerih a, b, ¢ nimajo skupnih faktorjev. Vedno
lahko predpostavimo, da je a < b < c. Seveda velja e relacija
b - a < c<a+b.Zlahkoto preverimo enakosti

ct=2ab=(b-a)%, +2ab=(a+b)> (2)
Sistem (2) primerjamo s sistemom (1) in takoj ugotovimo, da

je d = 2ab kongruentno $tevilo, ¢e vzamemo r, = b - a, 1, = ¢,
r,=a+b.
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Za najenostavnejsi pitagorejski trikotnik s stranicami a = 3,
b=4,c=5jer =1,r,=57r,=7,d=24.Kerjed=24=4-6,iz
52-24=1%,5+24="7"

po deljenju s 4 = 22 dobimo

(5/2)* = 6= (1/2)% (5/2)* + 6 = (7/2).

Stevilo 6 je zato primitivno kongruentno.

Za pitagorejski trikotnik s stranicami a = 5, b = 12, ¢ = 13 dobi-
mor =7,r,=13,r,=17,d = 120. Ker je d = 120 = 4 - 30, je 30
primitivno kongruentno $tevilo in velja:

(13/2)* =30 = (7/2)% (13/2)* + 30 = (17/2).

Tako bi lahko nadaljevali s pitagorejskimi trikotniki in nagli nova
kongruentna Stevila. Ta pot je sicer preprosta, toda neu¢inkovita
in zamudna. Traja lahko dolgo ¢asa, preden ugotovimo, ¢e ima-
mo sreco, ali je $tevilo d kongruentno ali ne. Zato matematiki na
vse kriplje iS¢ejo metode, ki bi odgovorile na to vprasanje in nam
obenem dale racionalna $tevila Tyl

Ce enacbi v (2) delimo s 4, dobimo:
(c/2)? —ab/2 = (b/2 — al2)? (c/2)®> + ab/2 = (a/2 + b/2)%..  (3)

Enacbi veljata za vsak pravokoten trikotnik. Izraz ab/2 je plos-
¢ina pravokotnega trikotnika s stranicami a, b, c. Zato se je
smiselno vprasati po pravokotnem trikotniku z racionalnimi
stranicami g, b, ¢ (a < b < ¢), katerega plos¢ina ab/2 je narav-
no $tevilo .

Ce vpeljemo
r,=bl2-al2,r,=c/2,r,=al2+b/2,d=n
v (3), dobimo

2 — 2 .2 — 2
5 —N=71), ry+n=r;,

Viri

kar pa je ravno sistem enacb (1). To pa pomeni, da obstaja pravo-
koten trikotnik z racionalnimi stranicami in plos¢ino n takrat in
samo takrat, ko je n kongruentno $tevilo. Iz znanih r , 7, r, takoj
izracunamo stranice:a=r,—r,b=r +r,c=2r,

Zan =5 dobimo na primer iz r, = 31/12, r, = 41/12, r, = 49/12
stranice a = 3/2, b = 20/3, ¢ = 41/6. Seveda pa to ni edina resitev.

\/ﬁ

T3

r1

Slika 2: Geometrijska predstavitev.

Povezavo med r,, 1,, r,inn lahko predstavimo tudi geometrijsko
(slika 2).

[1]]. H. Coates. (2005). Congruent Number Problem, Pure and Applied Mathematics Quarterly, 1, §t. 1, str. 14-27.
[2] G. Kramarz. (1986). All Congruent Numbers Less than 2000, Mathematische Annalen, 273, str. 337-340.
[3] I Vidav. (1986). O kongruentnih $tevilih, Obzornik za matematiko in fiziko, 33, §t. 1, str. 1-8.
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Clanek v dveh delih prinasa podroben prikaz Zivljenja in dela skrivnostnega indijskega matemati¢nega genija
S. A. Ramanujana, ki vse od leta 1920 dalje navdusuje mlade Indijce za matematiko. Prvi del se osredotoci
na njegovo mladost v Indiji, zaklju¢i pa z vsebino znamenitih pisem med njim in angleskim matematikom
G. H. Hardyjem. Clanek obelezuje njegovo minulo 130. obletnico rojstva in prihajajoco 100. obletnico smrti,
uciteljem pa ponudi zgodbo, da z njo lahko navdusijo tudi slovensko mladino za uéenje in raziskovanje ma-
tematike.

Kljucne besede: S. A. Ramanujan, G. H. Hardy, biografije

Srinivasa Aiyangar Ramanujan (1887-1920) - Part 1
Abstract

The main focus of this two-part article is a detailed account of the life and work of S. A. Ramanujan. Ever
since 1920, this mysterious Indian mathematical genius has inspired young Indians to study mathematics. The
first section examines his early years in India and concludes with the content of the celebrated letters between
Ramanujan and the English mathematician G. H. Hardy. The article marks the recent 130th anniversary of
Ramanujan’s birth and the forthcoming centennial of his death. In addition, it provides a wealth of infor-
mation for Slovenian teachers, who can use it to inspire future generations of students to learn and research
mathematics.

Keywords: S. A. Ramamujan, G. H. Hardy, Biographies

Bil je svojeglav in Zivahen otrok, vzkipljivega znacaja, ki se je zelo
razburil, ¢e ni bilo vse po njegovem. Stroga mati ga je zacitila
pred moznimi otro$kimi prepiri tako, da mu je preprecevala dru-

Ramanujanova mladost

V Juzni Indiji' se je v revni brahmanski in s hindujsko tradicijo

prezeti druzini trgovca s sariji K. Srinivasa Iyengarja, na domu
svoje matere Komalattammal v vasici Erode, 22. decembra 1887
rodil Srinivasa Aiyangar Ramanujan. Bil je zelo zaZelen otrok,
za katerega je matemati¢no in pevsko nadarjena, izobrazena, od-
lo¢na in poboZna mati trdila, da je po druzinski prerokbi boZzji
otrok, skozi katerega bo spregovorila druzinska boginja Nama-
giri iz templja Namakkal. Spregovoril je Sele s tremi leti in zelo
hitro usvojil tamil§¢ino, katere zapleteno abecedo sestavlja 12 so-
glasnikov, 18 samoglasnikov in njihovih 216 kombinacij. Se bolj
pa je izstopal z izjemno matemati¢no nadarjenostjo. Rad je imel
$tevila in je z njimi Ze v rosni mladosti spretno racunal. Od prve-
ga leta starosti dalje je z manj$imi presledki 20 let bival v Kum-
bakonamu, Zivahnem mestu trgovcev, rokodelcev in templjev, ki
je imelo takrat okoli 53000 prebivalcev.

zenje z vrstniki. Doma mu je tako vedenje dopuscala, ker ga je
zaradi nadarjenosti obéudovala, morda pa tudi zato, ker sta Ra-
manujanu do njegovega Sestega leta po nekaj mesecih Zivljenja
umrla majhna bratca in sestrica. Brata, ki sta preZivela, je dobil
kot desetletnik in sedemnajstletnik, torej v ¢asu, ko je bil Ze pos-
teno vpet v Solanje.

S petimi leti je zacel obiskovati bliznjo dveletno osnovno $olo
pial, kjer so ucencem urili spomin s prepevanjem, recitiranjem
in prepisovanjem verzov iz hindujskih svetih knjig Ved. S sedmi-
mi leti, ko je pred tem prve osnovnosolske korake poskusal nare-
diti po ve¢ $olah po Juzni Indjiji, je $olanje nadaljeval na osnovni
$oli Kangeyan v Kumbakonamu blizu svojega doma, ki danes ne
obstaja ve¢. Ko so pri matematiki prvi¢ obravnavali deljenje, je

1 Danes je to v zvezni drzavi Tamil Nadu z glavnim mestom Chennai. Takrat se je drZava imenovala Tanyor, glavno mesto Madras, britanska kolonija Indija pa Britanska vladavina
(British Raj; raj pomeni pravilo). To preimenovanje nekdanje kolonije Indije je storila kraljica Viktorija po svojem kronanju za cesarico Velike Britanije in Indije leta 1857. British Raj

je prenehal obstajati z osamosvojitvijo Indije leta 1947.
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takoj ugotovil, da uliteljeva razlaga, e Stevilo delis s samim seboj,
dobis vedno 1, ni popolna, ker velja le za Stevila, razli¢na od ni¢.
Sosolcem je takoj nazorno razlozil, da deljenje z 0 ni dovoljeno,
ker bi v tem primeru dobili ¢udne rezultate. Sosolce, svojega uci-
telja in Stevilne prijatelje je o¢aral z izjemno hitrim ra¢unanjem,
saj je brez tezav mnozil in razcepljal ve¢mestna $tevila na pra-
faktorje. Njegov osnovnosolski ucitelj je o njem dejal [7, str. 27]:

Ramanujan si zasluZi vec, kot obsega najvisja ocena, je
izven moznosti meritve z obicajnimi merili ocenjevanja.
100-odstotno znanje je zanj preslaba ocena.

Slika 1: Ramanujanova otroska soba v Kumbakonamu

Vecino svojega prostega Casa je zaradi materine stroge vzgoje
prezivel doma na vrtu ali v sobi (Slika 1), kjer se je v osami zaba-
val tako, da je na prenosni tablici iz skrila (Slika 2) preverjal svo-
je enacbe in razne matemati¢ne igrice, kot so magi¢ni kvadrati.
Svoja odkritja je skozi okno navduseno razlagal vrstnikom.

Slika 2: B. C. Berndt? z Ramanujanovo tablico

Rezultate je Ramanujan zacel zapisovati v angle$¢ini na liste, ki
so bili osnova za slavne belezke® (ang. Notebooks), glej sliki 3 in
4. Pogosto je zahajal tudi v hlad bliznjega svetisca, tam sanjaril,
spal na pescenih tleh in po njih ra¢unal.

Slika 3: Originalne belezke, danes shranjene v knjiznici Univerze v
Madrasu.

Novembra leta 1897 je kot najboljsi v drzavi Tanyor pri vseh
predmetih (angle$¢ini, tamil$¢ini, aritmetiki in geografiji) opra-
vil izpite in se naslednje leto samo s polovi¢no Solnino vpisal na
Mestno visoko $olo v Kumbakonamu, oddaljeno komaj 20 mi-
nut hoda od doma. S svojo neverjetno matemati¢no zmoznostjo
si je tudi tu pridobil ob¢udovanje prijateljev, ¢eprav ti pogosto
niso razumeli njegovih razlag. Slovel je tudi kot izjemen pripo-
vedovalec zgodb in $al, ki se jim je tudi sam preSerno smejal.
Rad je pomagal. Tako je kot srednjesolec univerzitetnim Stu-
dentom, ki jih je sreceval na poti do Sole, reSeval matematicne
naloge. Znana je zgodba, da je resitev x = 9, y = 4 sistema enacb
Vx +y =7,y +x = 11dobil zgolj z beznim pogledom. S tem si
je leta 1902 pridobil velikega ob¢udovalca in prijatelja Rajagopa-
lacharija, ki mu je osem let kasneje, ko je bil Ramanujan v hudi
eksisten¢ni krizi, pomagal.

Slika 4: Druga izdaja faksimil vseh treh belezk v dveh knjigah.

2 Bruce Carl Berndt (1939-) je ameriski matematik, ki deluje na podrocju analiti¢ne teorije Stevil. Zasluzen je za ohranitev in razlago Ramanujanovih neobjavljenih zapisov, o cemer
je v soavtorstvu napisal in uredil ve¢ knjig. Leta 1996 je prejel Steelovo nagrado za pisanje v matematiki, ki jo podeljuje Amerisko matemati¢no drustvo, ter leta 2012 ¢astni doktorat
Univerze SASTRA v Kumbakonamu.

3 Ramanujan je zapustil tri zvezke (Slika 3), v katere je v obdobju 1903-1914 belezil svoja odkritja. Najobsirnejsa in najpomembnejsa je Druga belezka, ki vsebuje 21 urejenih poglavij
(252/355 str.), preostalo pa je neurejeno. Nastala je s prepisovanjem starejSe Prve belezke, ki vsebuje 16 poglavij (134/214 str.). Tretja belezka ima samo 33 strani neurejenega materiala.
B. C. Berndt je s sodelavci v letih 1985-1998 belezke opremil s komentarji in dokazi. Rezultat tega dela je pet knjig (2301 str.), vse izdane pri zalozbi Springer. Ve¢ o zgodovini in
vsebini belezk lahko bralec poisc¢e v [2], nekaj od tega pa bo bomo omenili v drugem delu.
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Posebno vlogo sta v Ramanujanovi mladosti odigrali dve ma-
temati¢ni knjigi: Loneyeva Trigonometrija v ravnini* in Carrov
Synopsis®.

Prvo je dobil v roke kot dvanajstletnik od starejsih $tudentov.
Knjiga ga je navdusila in $e preden jo je prebral do konca, je sa-
mostojno odkril, da se funkciji sinus in kosinus lahko izrazita
tudi z neskon¢nimi vrstami. Ko pa je pozneje v drugem delu Lo-
neyeve knjige prebral, da je to izpeljavo poldrugo stoletje pred
njim odkril Ze Leonhard Euler (1707-1783), je to spoznanje ob-
¢util kot nekaj sramotnega in je zato svoj zapis skril na domacem
podstresju. To kaze na njegovo izjemno obcutljivost in notranjo
nemo¢ premagati oseben, ¢eprav samo dozdeven poraz.

Drugo, zanj usodnej$o knjigo, je dobil pri petnajstih letih od
$tudentov, ki so si jo izposodili v knjiznici Drzavnega kolidza v
Kumbakonamu. V knjigi je zbranih in sistemati¢no urejenih 4417
matemati¢nih formul, ki pa so v ve¢ini opremljene brez posebne
razlage, z redkimi zgledi uporabe in skoraj nobenim dokazom.
Formule, ki so pokrivale vsa bistvena spoznanja matematike 19.
stoletja iz algebre, trigonometrije, diferencialnega in integralnega
racuna ter analitine geometrije, je v sklopu zasebnega tutorstva
za pripravo $tudentov na izjemno zahteven izpit Tripos® na Cam-
bridgeu ve¢ desetletij zapisoval matemati¢ni entuziast George
Shoobridge Carr (1837-1914), ki pa mu ni uspelo v akademskih
krogih in se je prezivljal z intruiranjem matematike. Opomniti
moramo, da to nista edini knjigi, ki ju je Ramanujan poznal pred
odhodom v Anglijo leta 1914, glej [5].

Ramanujana, ki je Ze poznal precejSen del klasicne matematike,
so formule v Synopsisu takoj ocarale. Lotil se je njihovega prever-
janja, po Carrovem zgledu pa je zacel tudi sam v Prvo belezko do-
dajati vse ve¢ lastnih formul, ki jih je najverjetneje zaradi predra-
gega papirja preverjal v pesku ali na tablici. Po njej je neprestano
pisal, brisal pa s svojim desnim komolcem tako, da je nadlaket
zvil k sebi in komolec uporabil za radirko. Kanigel v [7, str. 92]
opisuje, kako mu je pozneje, v sre¢cnem Ramanujanovem letu leta
1912, njegov prijatelj dejal:

Pravijo, da si genij.
Ramanujan mu je odgovoril:

Kaksen genij. Poglej moj komolec. Ta ti govori mojo zgodbo.
Moj komolec dela genija iz mene.

To je dragocena Ramanujanova izjava o nacinu njegovega dela.
Vsem, ki so prej ali pozneje drezali vanj s vprasanjema Kako de-
las? in Kako razmisljas?, je odgovarjal, da on samo zapisuje for-
mule, govorico bogov, ki mu jih priepetava boginja Namagiri.

Zaklju¢imo razdelek z Ramanujanovim najbolj znanim prispev-
kom s tega obdobja, magicnimi kvadrati, katerih vsebina sestavlja
prvo poglavje v obeh belezkah in je izrazito starejsa od preostale-
ga rokopisa. Sledimo [3].

Magi¢ni kvadrat dimenzije n x n je sestavljen iz n? razli¢nih na-
ravnih $tevil, zloZenih v n vrstic in n stolpcev tako, da so vsote
po vrsticah, stolpcih in obeh diagonalah enake nekemu Stevilu,
ki ga imenujemo magicno stevilo. Prva magi¢na kvadrata, ki ju
je zapisal, sta

6| 1] 8 151 |11

7153 in 519 |13

21914 717 3

Ramanujan je uvodoma podal nekaj preprostih lastnosti magic¢-
nih kvadratov dimenzije 3 x 3. Naj bosta m1 in m2 vsoti $tevil v
srednji vrstici in srednjem stolpcu ter c1 in c2 vsoti $tevil v prvi in
drugi diagonali. Potem velja 3z = mq +ma +c1 +c2 — S, kjer
je S vsota vseh Stevil v kvadratu, « pa Stevilo v sredini kvadrata.
Pri tem ni treba, da je kvadrat magicen. Ce pa je, slediz = r/3,
kjer je r magi¢no $tevilo. Opazimo, da zalevi kvadrat veljar = 15,
sredinsko Stevilo pa je 5, kar je v skladu s prej$njo ugotovitvi-
jo. Pozoren bralec lahko na zgornjih primerih opazi, da stevila
v sredinski vrstici in stolpcu ter obeh diagonalah tvorijo arit-
meti¢no zaporedje. Res! Naj bodo a,z,b ta Stevila. Potem je
a+r+b=r=3zinstema+b=2z.Slediz —a =0b— =z,
kar pomeni, da je zaporedje a, z, b aritmeti¢no. V nadaljevanju je
dodal nekaj moznih konstrukcij in dejanskih realizacij magi¢nih
kvadratov dimenzij 3 x 3, 4 x 4 in 5 x 5. Navedimo le primer
konstrukcije zan = 4:

A+P D+S C+Q B+R
C+R B+Q A+S D+P
B+S C+P D+R A+Q
D+Q A+R B+P C+S

kjer so A, B, C, D in P, @, R, S poljubna nenegativna cela $tevi-
la. Zapisal je poseben primerza A =1,B=3,C' =7,D =5in
P=0,Q=8R=1S5=9

1 |14|15| 4
8 11|10 5
1271619

1312 ] 3 |16

Kot zanimivost povejmo, da se zgornji magi¢ni kvadrat v permu-
tirani razli¢ici pojavi v znameniti Diirerjevi gravuri Melencolia
I. Ramanujan obravnava tudi konstrukcije ve¢jih magi¢nih kva-
dratov iz manjsih ter tako poda primera dimenzije 8 x 8, kjer
je eden sestavljen iz $tirih magi¢nih kvadratov dimenzije 4 x 4.

4 S.L. Loney, Plane trigonometry, 1st ed., Cambridge University Press, 1893.

5 Knjiga G. S. Carr, A synopsis of elementary results in pure mathematics containing propositions, formulae, and methods of analysis, with abridged demonstrations, London, E. Hodgson,
Cambridge, Macmillan and Bowes, je bila izdana v dveh delih vletih 1880 in 1886. Upraviceno lahko sklepamo, da prav zaradi Ramanujanove vpletenosti Synopsis in s tem tudi Carr

nista zatonila v pozabo.

6 Zelo zahteven izpit Mathematical Tripos je bil pogoj za diplomo BA. Nanj so se Studenti pripravljali tri leta. Najboljsi so dobili prestizen naziv Wrangler: prvi med njimi Senior Wran-
gler, drugi Second Wrangler itd. Reforme so leta 1909 med drugim teZavnost izpita nekoliko omilile in vrstni red Wranglerjev ni bil ve¢ javno dostopen. Tak se v precej$nji meri izvaja

$e danes.
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Ramanujanovo univerzitetno obdobje

Solanje na Mestni visoki $oli v Kumbakonamu je Ramanujan
koncal z drugim mestom na maturi, ki so jo opravljali na mad-
raski univerzi leta 1903, in si s tem pridobil $tipendijo za na-
daljnji univerzitetni $tudij. Januarja 1904 je tako nadaljeval studjj
na Drzavnem kolidzu v Kumbakonamu (Slika 5). Zaradi strogih
zahtev $tudija, pa tudi lepih zgradb, ki so bile obdane z vrtom, so
ga imenovali Indijski Cambridge’. Na njem bi moral Ramanujan
dobiti najprej diplomo FA (First Arts) in $ele nato bi lahko na-
daljeval $tudij same matematike. Vendar pri $tudiju, ki je poleg
matematike vkljuceval $e psihologijo, grsko in rimsko zgodovi-
no ter angleski jezik, ni bil uspesen. Vrtinec preverjanja enacb iz
Carrovega Synopsisa in izumljanja lastnih ga je vsega potegnil v
matematiko, vse ostale predmete $tudija pa je povsem zanemaril.
Tako konec leta 1905 na madraski univerzi ni opravil nobenega
izpita za diplomo FA, razen matematike. To, da $tudija ni kon-
¢al, je bil za doslej blestecega fanta velikanski poraz, ki ga je zelo
prizadel in za vselej zaznamoval. Izgubil je $tipendijo, izgubil je
zaupanje vase, zacel se je bati izpitov, predvsem pa se je sam pred
seboj pocutil osramocen navznoter Se bolj kot navzven. Pobegnil
je od doma v upanju, da bo dale¢ v mestu, kjer bo nepoznan,
nasel sluzbo in notranji mir. Toda starsi so ga s posredovanjem
policije po mesecu mrzli¢nega iskanja nasli v 1000 km oddalje-
nem mestu Vizagapatamu in ga pripeljali domov.

Slika 5: Drzavni kolidz v Kumbakonamu (danasnja podoba).

Naslednje leto je kot samopla¢nik nadaljeval studij v oddaljenem
Madrasu na kolidzu Pachaiyappa, imenovanem tudi Dragulj
vzgojnega sistema Juzne Indije, kjer so lahko $tudirali le Hin-
dujci. Toda tudi tu se je zapletlo. Najprej je moral $tudij zaradi
amebne grize po treh mesecih prekiniti. Povsem izérpan se je
vrnil domov. Ko se je bolezen umirila, se je vrnil v Madras, Zivel
pri prijateljih in se prezivljal z instrukcijami matematike. V maju
1907 si je na kolidzu Pachaiyappa (Slika 6) pridobil dovoljenje za
ponovno opravljanje izpitov za diplomo FA. Tudi tokrat je padel

pri angle$¢ini, sanskrtu, zgodovini in fiziologiji. Opravil je le iz-
pit iz matematike in Se tu je dosegel samo 85 tock od 150 moznih
in 45 potrebnih?®. S tem si je v Indiji za $tudij matematike, ki bi
sledil po opravljeni diplomi FA, dokon¢no zaprl vsa vrata.

Slika 6: KolidZ Pachaiyappa (danasnja podoba).

Tezki izgubljeni leti in zacetek poti iz bede

Tako se je Ramanujan leta 1908 ponovno znasel doma v Kum-
bakonamu. Odlo¢na mati in glava druzine mu je v Zelji, da bi
njen sin vsaj odrastel in se osamosvojil, Ze v tem letu zacela iskati
bodoco zeno. Hitro je poiskala primerno dekle in Ramanujana,
mozevemu nasprotovanju navkljub, Ze julija 1909 poro¢ila s ta-
krat desetletno Janaki Amal (1899-1994). S tem je po indijskih
zapovedih najvisje kaste brahmanov, ki jim je pripadala vsa dru-
zina, Ramanujana prisilila, da si je moral zaceti iskati sluzbo, da
bo ob polnoletnosti Zene lahko prevzel skrb za druzino in zazivel
skupaj z njo. Po poroki, na kateri sta se Zenin in nevesta prvi¢
videla za nekaj trenutkov, se je namre¢ njegova Zena do polnolet-
nosti morala vrniti k svojim starSem v uk za gospodinjska dela,
sam pa se je dve tezki in naporni leti brez sredstev, odvisen od
prijateljev in obcasnih instrukcij, potikal po Juzni Indiji in si na
ta nacin iskal sluzbo. Trkal je na vrata pomembnih indijskih moz
in jim kazal belezki, saj sta bili to njegovi edini spricevali. Ob
tem je Zel njihovo ob¢udovanje, ni pa si pridobil njihove pomo¢i,
saj naproseni, Ceprav so bili matematiki, niso razumeli napisanih
matemati¢nih trditev tudi zato, ker je v njih Ramanujan pogosto
uporabljal svoje nestandardne oznake.

Sre¢a se je Ramanujanu nasmehnila $ele leta 1910 ob Cetrtem
obisku matematika Derwana Ramashandra Raoa (1871-1936)
v mestu Tirukoilur, ki je opravljal sluzbo pobiralca davkov v
okrozju Neville. Da je Rao popustil in dal siroma$nemu Ra-
manujanu majhno drzavno podporo 25 rupij mesecno za dobo
enega leta, je bil zasluZen Ze omenjeni prijatelj Rajagopalachari.

7 Kolidz je bil leta 1854 namescen v dvorec nekdanjega tanjurskega maharadze. Od leta 1971 do 1880 so dvorec prenavljali in zgradili $e eno stavbo. V ¢asu Ramanujanovega $tudija
je na njem poucevalo samo 12 profesorjev. V tem obdobju je akademsko leto na indijskih univerzah potekalo od januarja do decembra, da so Anglezi lahko s svojimi druzinami

prezivljali bozi¢ne praznike v svoji deZeli.

8 Berndt in Reddi ugotavljata, zakaj se je Ramanujan tako slabo izkazal pri izpitu iz matematike. Najverjetneje je to posledica Ramanujanovega precej$njega nezanimanja za geome-
trijo. Dve tretjini izpita, ki je skupaj z maturitetnimi nalogami reproduciran v [6], so sestavljale naloge iz trigonometrije z nekaterimi bolj geometrijskimi nalogami in geometrije.

52



Matematika v 3oli, $t. 1., letnik 25, 2019

MATEMATIKA SKOZI ZGODOVINO

Ta mu je za zadnji obisk Raoa priskrbel tudi ugodno priporocilo
profesorja matematike Saldhana iz Bombaya, ki je iz dela Rama-
nujanovih zapisov v njem prepoznal izjemnega matematika.

Skromna $tipendija je Ramanujana osvobodila boja za prezivetje
in tako je v Madrasu zazivel. Zivel je skupaj s prijateljem, pouce-
val $tudente z Drzavne univerze, sam pa raziskoval matematiko
in pisal ¢lanke. Prvi Ramanujanov matemati¢ni ¢lanek Nekatere
lastnosti Bernoullijevih stevil’® je izSel leta 1911 na 16 straneh v Re-
viji indijskega matematicnega drustva, ki je $e danes osrednja pub-
likacija te ustanove. Ta $tevila je Ramanujan spoznal leta 1904, ko
je dobil v roke drugi del Carrovega Synopsisa, ni pa poznal na-
daljnjih $tudij drugih matematikov o njih. Genezo ¢lanka lahko
najdemo v petem poglavju Druge belezke.

Ob ta clanek se je Ze vletu 1912 obregnil angleski matematik Hill.
Temeljit komentar nanj, ki je nastal po Ramanujanovi smrti, pa
najdemo v [8, Dodatek I] in ni preve¢ entuziasti¢en: Clanek je
zanimiv kot primerek Ramanujanovega zgodnjega nacina pisan-
ja, toda kljuéne ugotovitve so dobro znane in dokazi nepopolni.
Wagstaff ga je v [9] podrobno analiziral. Res je, da je bila ve¢ina
trditev Ze znana, prav tako se je na nekaterih mestih Ramanujan
preprosto zmotil. Toda Bernoullijeva $tevila se pojavijo na $tevil-
nih matemati¢nih podro¢jih, zato so mnoge njihove lastnosti ze
pred Ramanujanom veckrat na novo odkrili. Prav tako so Rama-
nujanovi dokazi, ¢eprav nepopolni, zelo originalni in nekatere so
pozneje celo popravili.

Bernoullijeva stevila By, se obi¢ajno definirajo s poten¢no vrsto
oo

SR
x _ 1 o
e 1 = n

ki konvergira za |z| < 2w Prvi Stirje cleni so By = 1,
By = —1/2,B, = 1/6in B3 = 0. Izkaze se,dazak € Nvelja
Bsky1 = 0.Bernoullijeva stevila zan > 2 zado$cajo zvezi

nz_:l (Z) By = 0.

k=0

To je v bistvu rekurzivna zveza, saj nam poznavanje prvih n — 1
$tevil omogoca izra¢un $tevila B, 1, uporabi pa se lahko tudi za
samo definicijo Stevil. Pomembna posledica je B, € Q.

Ramanujanov ¢lanek se po vsebini deli na del z rekurzivnimi for-
mulami in del s $tevilskimi lastnostmi. V prvem delu je izpeljal
razne rekurzivne formule, med drugim tudi zgornjo, z namenom
lazjega racunanja Bernoullijevih $tevil, ki jih je izra¢unal po vrsti
do By. Pozneje se je izkazalo, da je bila samo enacba

"L (6n+2 6n + 1
> ( >B6kB6n+26k =-
k=0

6k 3

zares nova. V drugem delu je podal nepopoln dokaz pomembne

trditve )
BQn + Z ; € Za

p—1|2n

kjer so p prastevila. To je von Staudt-Clausenov izrek (1840), za
katerega se zdi, da ga ne Ramanujan ne uredni$tvo revije nista
poznala. Popravljen dokaz lahko najdemo v [9]. Ta izrek ima
za posledico pomembno trditev, da je imenovalec okraj$anega
ulomka $tevila B2, enak produktu tistih prastevil p, za katera
velja p—1 | 2n. To nam med drugim zagotavlja, da je imenova-
lec $tevila B, vedno deljiv s 6, kar je Ramanujan v ¢lanku ne-
posredno izpostavil. V nadaljevanju je navedel $e razne izreke
s kongruencami za Stevce in imenovalce Bernoullijevih $tevil.
Omenimo le J. C. Adamsov izrek (1878): Ce obstaja tak r € N,
da za prastevilo p velja p" | 2nin p — 1 1 2n, potem p" deli Stevec
Stevila Boy,. Ramanujan je trdil, da je kvocient $tevca in najvecje-
ga takega delitelja prastevilo, toda to ni res. Vzemimo

854513  11-131-593
138 = 2-3-23

22 —

Prastevilo 11 ustreza pogojem iz izreka, toda
854513/11 = 131 - 593 ni prastevilo. To ni edina napaka. Trdil
je tudi, da je Stevec okrajsanega ulomka By, /(2n) vedno praste-
vilo. Protiprimera sta npr. B22/22 in Bag/20.

Od leta 1912 dalje je Ramanujan v Journal of the Indian Mathe-
matical Society objavil kar enajst od skupno 37 ¢lankov. Pri tem
nismo $teli njegovih matemati¢nih vprasanj, ki jih je zastavljal v
tej reviji v tem obdobju in na katera je potem ve¢inoma odgo-
varjal sam. S tem je postal prepoznaven ne samo med indijskimi
matematiki, pa¢ pa so se zanj zaceli zanimati odli¢ni angleski ma-
tematiki, ki so takrat v Indiji zasedali pomembne drzavne sluzbe
in so pozneje zelo vplivali na nadaljnji potek Ramanujanovega
zivljenja.

Prva ocena Ramanujanovega dela

Kljub temu, da je Ramanujan kon¢no vsaj malo svobodno za-
dihal, je $e naprej iskal ustrezno sluzbo. Delo, ki ga je opravljal
samo nekaj tednov na Glavnem ra¢unovodskem uradu v Madra-
su, mu ni ustrezalo. Ko je izvedel za moznost zaposlitve v velikem
pristaniskem podjetju Port Side v Madrasu, je 9. februarja 1912
napisal pro$njo in ji prilozil priporocilo angleskega matematika
E. W. Middlemasta', v katerem je slednji izpostavil Ramanuja-
novo neverjetno zmoznost racunanja. Dobil je sluzbo v podjetju,
ki ga je vodil zelo ugledni Irec Sir Francis Spring"! (Slika 7), nje-
gov neposredni $ef pa je bil matematik S. Narayana'? (Slika 8).
Oba sta v Ramanujanu hitro prepoznala genialnega matematika,

9 S. Ramanujan, Some properties of Bernoulli's numbers, J. Indian Math. Soc. 3 (1911), 219-234.
10 Edgar William Middlemast, Deseti Wrangler, je bil takrat profesor matematike na Pokrajinskem kolidzu okroZij Bengalije, Bombaya in Madrasa. Leta 1915 je bil izvoljen za tretjega

predsednika Indijskega matemati¢nega drustva.

11 Konstruktor, politik in donator Sir Francis Spring (1849-1933) je bil za svoje $tevilne zasluge pri razvoju Juzne indijske Zeleznice, gradnji mosta ¢ez reko Gadavi in §iritvi madraskega
pristanis¢a leta 1911 imenovan za Viteza indijskega imperija. Od leta 1912 dalje je bil tudi »skriti« mecen Ramanujanu.

12 S. Narayana Aiyar (1874-1937) je na kolidzu Svetega Jozefa v Trichinopolu po diplomi nadaljeval kariero kot profesor matematike vse do odhoda k Springu, kjer je bil najprej Sef
vseh uradnikov; leta 1912 pa je napredoval v glavnega ra¢unovodjo druzbe. S tem je dosegel najvisje mesto kakega Indijca v druzbi Port Trust v Madrasu. Do svojih podrejenih je
bil vedno spostljiv in ljubezniv. Vlada mu je dodelila naziv Rao Badahur, namenjen le najvisjim uradnikom. Vse od ustanovitve Indijskega kluba, ki je pozneje prerasel v Indijsko
matemati¢no drustvo, je v njem zasedal pomembno mesto. Kljub vsem uspehom je ostal skromen, indijski tradiciji zvest brahman, vedno odet v indijska oblacila in turban. Nikoli
ni pozabil, da je iz8el iz zelo revne intelektualne druzine. Po upokojitvi leta 1934 je ustanovil poseben koncern za pomo¢ revnim.
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Aiyar pa se mu je zelo posvetil in ga vzel v zas¢ito. Po sluzbenem
Casu sta veliko vecerov pozno v noc¢ resevala zapletene matema-
tine probleme v starej$i moski hisi v predmestju Madrasa, Tri-
plicanu, blizu njune sluzbe.

Po treh mesecih stalne sluzbe naj bi Ramanujan kon¢no zazivel
sre¢no druzinsko Zivljenje z Zeno Janaki, ki je vsa leta od po-
roke dalje Zivela pri tas¢i v Kumbakonamu ali pa pri starsih v
Rajendramu. Preselil se je v majhno hiso svoje babice na cesti
Saiva Muthiah Mudali, v dokaj neurejeno madrasko predmestje
zelo blizu njegove sluzbe. Toda z Zeno se je v hio priselila tudi
Ramanujanova oblastna mati, ki je svoji snahi, skladno z indij-
sko tradicijo, da je sinova Zena le njena in sinova suznja, strogo
odmerjala ¢as, ki ga je Janaki smela preziveti z mozem le, ko mu
je stregla pri umivanju in obrokih, spati pa je morala pri njej. V
¢asu njene odsotnosti je ta strogi nadzor nad Janakinim Zivljen-
jem prevzela Ramanujanova babica.

Vsebina Middlemastovega priporocilnega pisma Ramanujanu,
ki se je $irila od ust do ust vplivnih ljudi, je vznemirila indijsko
politi¢no in intelektualno javnost. Vplivnezi so priceli raziskova-
ti, kaj neki se skriva v Ramanujanu, da je brez formalne izobraz-
be dosegel preboj v sam indijski matemati¢ni vrh. Pri tem jih ni
vodila samo vedozeljnost, ampak predvsem bojazen, da jih ne bo
neko¢ obsodila zgodovina, e se izkaze, da je Ramanujan zares
¢udezni genij in bodo tudi zdaj ponovno odpovedali pri pomoci
Ramanujanu in nadaljevali z dosedanjim nerazumevanjem nje-
gove genialnosti. Med njimi je zazivelo intenzivno dopisovanje
in poizvedovanje.

Slika 7: Sir Francis Spring

Omenimo le dopisovanje, ki ga je sprozil Ramachandra Rao pre-
ko svojega nekdanjega profesorja Griffitha. Sledimo [4]. Griffith
je pridobil mnenje angleskega matematika M. J. M. Hilla" tako,
da mu je v Anglijo poslal v oceno nekaj Ramanujanovih odkritij
iz belezk in njegov ze izdan prvi ¢lanek. S tem je prislo Ramanu-
janovo delo prvi¢ v neodvisno strokovno presojo zunaj Indije.
Hill je v prvem pismu 3. decembra 1912 poslana dela pohvalil.
Obregnil se je le ob kon¢ne rezultate

1
1+42434+...= ——
+2+4+3+ 13
P+2243+...=0,

1
P+ 4334+ = .
+2°+3° + 510

V zvezi s tem je posiljatelja opozoril [4, str. 16]:

[...] Ee zeli svojo teorijo o neskonénih vrstah objaviti, mora
delo Se zelo precistiti, jasno napisati in poskrbeti, da v njem
ne bo napak. Predvsem pa v njem ne sme uporabljati sim-
bolov [...], ki jih predhodno ni obrazloZil [...]

V branje je Ramanujanu svetoval Se Bromwichevo knjigo'. V
drugem pismu 7. decembra 1912 je podrobneje komentiral Ra-
manujanov clanek. V zvezi z divergentnimi vrstami je zapisal
(4, str. 18]:

Ko sem bil sam $tudent v Cambridgeu, 1876-79, mi teh reci
nismo dobro razumeli, ceprav je bila takrat ta moderna
teorija Ze postavliena na Evrsto osnovo. Stevilni takratni
slavni in vzviSeni matematiki so se tudi najprej obregali ob
to teorijo, ker je e niso razumeli in so se nad njo zgraZali.
Zato se mi ne zdi nic presenetljivega, da je gospod Ramanu-
jan, ki je vse to naredil sam, dobil napacen rezultat. Upam,
da ga to ne bo prizadelo in mu vzelo poguma.

O vseh izsledkih tega dopisovanja je Griffith porocal tudi Sprin-
gu, ki je skupaj z Aiyarjem vseskozi verjel v Ramanujanove spo-
sobnosti.

Slika 8: S. Narayana Aiyar

Verjetno se je bralec vprasal, od kod kon¢ni izracuni zgornjih
vrst, saj Ze bezen pogled razkriva, da vrste oditno divergirajo.
Odgovor se skriva v teoriji ene izmed najslavnejsih matemati¢nih
funkcij, Riemannovi funkciji zeta. Ramanujan se je z njo podrob-
neje ukvarjal v petem poglavju Druge belezke, sicer pa tudi skozi
celotno kariero, saj je funkcija neposredno povezana s prastevili
in je klju¢nega pomena za analiti¢no teorijo Stevil. Riemannova

13 Micaich John Muller Hill (1856-1929), FRS (The Fellow of the Royal Society - pomen tega visokega naziva bomo pojasnili kasneje), je leta 1876 pridobil diplomo MA na Univerzite-
tnem kolidzu v Londonu, leta 1891 pa $e naziv ScD na Univerzi v Cambridgeu. Cisto matematiko je pouceval sprva na Univerzi v Birmihghamu, potem na Univerzitetnem kolidzu

v Londonu in kariero zakljucil kot Astor profesor na Univerzi v Londonu.

14 T.J. Ta. Bromwich, An introduction to the theory of infinite series, Macmillan and co., London, 1908.
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funkcija zeta je za R{s} > 1definirana kot {(s) = > _;n~"
Ta neskon¢na vrsta za ${s} < 1 divergira, zato je na tem ob-
modju ne smemo uporabiti. Izkaze pa se, da lahko s sredstvi
kompleksne analize ¢-funkcijo analiti¢no razsirimo na C \ {1},
pri cemer ima v tocki s = 1 enostaven pol. S pomocjo teorije
ostankov lahko za n € N izratunamo ((1—2n) = —Bs,/(2n)
in ((—2n) = 0, glej npr. [1]. Ce pa vseeno zlorabimo oznake s
tem, da na teh vrednostih uporabimo vrsto iz definicije, dobimo

DT = i ) R =0,
k=1 n k=1

v klasiénem smislu nesmiselna rezultata. Od tod sledijo Rama-
nujanove vrste iz pisma.

Kritika je Ramanujana vznemirila, prav tako je vznejevoljila nje-
gove prijatelje in ob¢udovalce. Ti so Ramanujana opogumili, da
je $e sam poslal v oceno svoje delo H. V. Bakerju®. Ker je ostal
brez odgovora, je poskusil $e pri Bakerjevem kolegu, starej$em
profesorju E. W. Hobsonu's. Po molku tudi z njegove strani mu
je njegov nekdanji profesor P. V. Seshu Iyer z Drzavnega kolidza
v Kumbakonamu, ki je takrat pouceval na enem izmed kolidzev
madraske univerze, svetoval, naj se obrne $e na mlajsega pro-
fesorja G. H. Hardyja. Posredoval mu je tudi njegovo knjizico
Orders of infinity".

Oris Hardyjevega zivljenja do leta 1913

Godfrey Harold Hardy (1877-1947) (Slika 10) je bil v tistem
¢asu najbolj znan angleski matematik in eden izmed vodilnih
raziskovalcev na svetu s podro¢ja teorije Stevil. Bil je strokovnjak
tudi za matemati¢no analizo, izjemni mojster strogega dokazo-
vanja, neizprosni kritik in strog ocenjevalec vsega okrog sebe,
$armantni sogovorec, odli¢en predavatelj in zagovornik ¢iste in
stroge matematike, ki jo je uvedel v anglesko matematiko in jo
Stel za lepo, ter strasten ljubitelj kriketa. Vse Zivljenje je veljal za
lepega ¢loveka, ceprav sam ni bil tega mnenja in v svojem okolju
ni prenesel ogledal. Zivljenje je prezivel kot ateist, ki je trdil, da
je v ve¢nem sporu z bogom, o katerem je govoril, da je njegov
najvedji nasprotnik.

Odrascal je v ambiciozni, prosvetljeni uciteljski druzini, kjer so
intelektualne vrline in umetnost visoko cenili. Takrat je bilo to
znacilno le za aristokracijo. Imel je dve leti mlajso sestro, ki je
svoje Zivljenje prav tako posvetila intelektualnemu delu. Delezen
je bil skrbne viktorijanske vzgoje ob prijaznem, razumevajo¢em
ocetu in strogi, odlo¢ni ter hudo pobozni in ambiciozni materi.
Ta je od svojega fantica veliko pri¢akovala, saj je Ze pri dveh le-
tih poznal $tevila do milijon in jih kmalu znal razcepljati. Po za-
kljuc¢ku idili¢nega osnovnosolskega $olanja v rodni vasici Cran-
leigh na JV delu Londona je kljub temu, da niso bili bogati, pri
dvanajstih letih nadaljeval $olanje na najbolj prestizni javni $oli
v Angliji z ve¢stoletno tradicijo, v strogem Winchestru, ki je spre-
jela samo zelo nadarjene decke, ¢e so opravili zahteven sprejemni

izpit. Od 120 vpisanih so jih sprejeli dvanajst in Hardy je med
njimi dosegel prvo mesto. Tega je obdrzal skozi vse svoje $olanje.

Po izjemno uspesnem zakljucku $olanja v Winchestru je leta
1896 nadaljeval Studij matematike na kolidzu Trinity v Cambrid-
geu (Slika 9), ceprav je imel $e veliko drugih darov. Bil je izvrsten
igralec in poznavalec kriketa ter Ze od dijaskih let mojster peresa.
Po malem se je vse Zivljenje ukvarjal z novinarstvom in v zrelej-
$ih letih tudi s filozofijo. Izjemen dar za pisanje je ohranil in s
pridom uporabljal vse Zivljenje.

Matematiki je posvetil Zivljenje ne samo zato, ker se je Ze kot di-
jak zavedal, da bo v njej najhitreje in najlazje izstopal iz Se tako
dobre skupine drugih, ampak tudi zato, ker ga je pri 14 letih
ocarala knjiga A Fellow of Trinity avtorice Frances Marshall, ki
jo je izdala pod psevdonimom Alan St. Aubin. V tem povprec-
nem delu je bil opisan izjemno naporen $tudij na Trinityju. Ta
je prinesel tistim, ki jim je uspelo ostati kot profesorji na njem,
neizmerno zado$¢enje in slavo. Postati najboljsi med najboljsimi
je bil Hardyjev cilj, ki ga je tudi dosegel, ¢eprav je bil samo Cetrti
Wrangler na Triposu.

-

Slika 9: Trinity College, veliko dvoris¢e

Hardyjeva mentorja pri doktoratu (1903) sta bila A. E. H. Love
(1863-1940) in E. T. Whittaker (1873-1956). Love ga je uvedel
v francosko in nemsko matematiko. Jordanova knjiga Cours
d'analyse de I'Ecole Polytechnique je Hardyju ze leta 1896 spreme-
nila pogled na matematiko in s tem tudi njegovo Zzivljenje. Sam je
zapisal [7, str. 111]:

Moja vdanost matematiki je res najbolj ekstravagantna in
fanati¢na. Verjamem, da jo ljubim, in vem, da bi bil ne-
srecen brez nje [...] Raziskovanje v matematiki mi pomeni
neprekinjeno sreco mojega zivljenja.

Od leta 1898 je bil ¢lan tajne bratovs¢ine Cambridge Apostles,
ki $e vedno deluje vse od ustanovitve leta 1820. V Hardyjevem
¢asu so bile med njenimi ¢lani izjemne osebnosti, kot so pesnik
Tennyson, filozof Whitehead, fizik J. C. Maxwell in Hardyjev dol-
goletni prijatelj, logik in filozof Bertrand Russell (1872-1970).

15 Henry Frederick Baker (1866-1956), Senior Wrangler in profesor na Univerzi v Cambridgeu, se je ukvarjal z algebrai¢no geometrijo, o kateri je napisal $est temeljnih del, pa tudi s

funkcijami theta in astronomijo.
16 Ernest William Hobson (1856-1933), Senior Wrangler in FRS.

17 G. H. Hardy, Orders of infinity. The »Infinitdrcalciil« of Paul du Bois-Reymond, Cambridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics 12, Cambridge University Press, Cam-

bridge, 1910.
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Slika 10: Hardy (levo) in Littlewood okrog leta 1924

Ze vletu 1899, ko je Hardy konéal z drugim delom izpita Tripos,
je postal ¢lan Trinityja. Takrat je tudi pricel z objavljanjem mate-
mati¢nih prispevkov, sprva v obliki vpra$anj za ¢asopis Educatio-
nal Times. Prvo knjigo The integration of functions of a single va-
riable, ki je izsla leta 1905 v sklopu Cambridge Tracts, je napisal,
da bi posodobil teoreticno matematiko v Angliji. Vendar se je to
zgodilo $ele s prelomnim u¢benikom A course of pure mathema-
tics, ki je iz$el leta 1908 in ga je napisal po vzoru Jordanove Cours
d'analyse. Ucbenik je do leta 1952 dozivel 10 izdaj in je tako Se
v dvajsetem stoletju mo¢no vplival na poucevanje matematike.

Za obdobje 1906-1919 je bil Hardy nastavljen za predavatelja
matematike. Ze na zacetku je dobil nalogo modernizirati izpit
Tripos. Tega je preprosto ukinil, ¢eprav so ga pozneje v milejsi
obliki uvedli nazaj. Zaradi nadpovpre¢nih dosezkov je bil kmalu
izvoljen za FRS"™ (1910), stiri leta kasneje pa so mu podelili ¢ast-
ni naziv Cayley Lecturer in Mathematics.

Hardy je rad sodeloval z drugimi matematiki. Pravil je, da ima
vsak avtor skupnega ¢lanka veliko ve¢ kot pol zasluge zanj. Leta
1912 je izdal 9 ¢lankov. Prvi med njimi, Some Problems of Dio-
phantine Approximation, ki je nastal v sodelovanju z J. E. Lit-
tlewoodom" (Slika 10), je izSel v sklopu petega mednarodnega
kongresa matematikov v Cambridgeu. Njuno ve¢ kot 30-letno
sodelovanje, katerega bera je blizu 100 ¢lankov, je kmalu preraslo
v legendo®.

Potem pa je prislo leto 1913, ko je v Hardyjevo Zivljenje vstopil
Ramanujan.

Zacetek znamenite naveze Ramanujan-Hardy

Hardy je po smrti Ramanujana na vprasanje o poznanstvu z njim
odgovoril:

Dolgujem mu vec kot komurkoli na svetu, z eno izjemo, in
moje druzabnistvo z njim je edini romanticni pripetljaj v
mojem zivljenju.

Kanigel v [7, str. 370] ponuja Littlewooda za izjemo. Kot bomo v
nadaljevanju videli, malce tragi¢en prizvok v drugem delu stavka
ni nakljudje.

Pismo, ki ga je 16. januarja 1913 Ramanujan poslal Hardyju, vel-
ja za najslavnejse pismo v zgodovini matematike in je zaznamo-
valo Ramanujanovo nadaljnjo Zivljenjsko pot. Citljivo napisano
pismo, ki je izrazalo samozavest pisca, je s prilogami vred obse-
galo 12 strani in se je pricelo takole [4, str. 21]:

Dragi gospod,

dovolite, da se vam predstavim. Sem usluzbenec racuno-
vodskega oddelka Velike pristaniske druzbe iz Madrasa z
letnim zasluzkom samo 20 rupij. Imam okoli 23 let. Ni-
mam univerzitetne izobrazbe, sem pa naredil obicajne Sols-
ke tecaje. Ves svoj prosti cas varcno uporabim za samostoj-
ne matematicne raziskave. Naredil sem posebno raziskavo
o divergentnih vrstah na splosno in rezultati, ki sem jih do-
bil, so »presenetljivic.

V pismu in prilogah je Ramanujan zapisal okoli 50 formul s po-
drodja teorije $tevil, integralov, neskon¢nih vrst, transformacij
vrst in integralov, priblizne integracije in sumacije, neskon¢nih
veriznih ulomkov ter divergentnih vrst.

Citirajmo le odlomek s podroéja teorije $tevil [4, str. 22-23]:

Nasel sem funkcijo, ki natancno izraza Stevilo prastevil,
manjsih od z, »natancno« v smislu, da je razlika med funk-
cijo in dejanskim Stevilom prastevil v splosnem 0 ali pa
majhna koncna vrednost, tudi ko gre x proti neskoncnosti.
To funkcijo sem dobil v obliki neskoncne vrste in jo izrazil
na dva nacina [...] Prav tako sem nasel izraz, kako najti de-
jansko Stevilo prastevil v obliki Az + B, ki je vedno manjse
od danega Stevila ne glede, kako je to veliko.

Ramanujan je $e omenil, da mu je poslal samo del¢ek svojih re-
zultatov, ne pa tudi raziskav, s katerimi se trenutno ukvarja.

Pismo je udarilo v sr¢iko Hardyjeve samozaverovanosti in pono-
sa. Izjavo, da mu Ramanujan ne bo dodal raziskav, s katerimi se
trenutno $e ukvarja, je Hardy vzel za neprijazno, vzbudila pa mu
je tudi radovednost. Priloga desetih strani, popisanih z ena¢bami
in izreki brez dokazov, ki naj bi jih Hardy kar mimogrede preve-

18 FRSje kratica za The Fellow of Royal Society (Clan Kraljevega drustva). To ¢astno imenovanje so tedaj podelili samo izjemnim strokovnjakom, ki so s svojimi deli bistveno prispevali
k razvoju ali uveljavitvi svoje stroke. Clanstvo ni pomenilo samo izjemno ¢ast in velik ugled, ampak je &lanu prinaalo v prvih $estih letih po izvolitvi tudi visoko finanéno podporo.
Od leta 1987 dalje so v to visoko druzbo sprejeli tudi nekatere ¢lane britanske kraljeve druzZine.

19 John Ederson Littlewood (1885-1977), Senior Wrangler (1905), je deloval v analiti¢ni teoriji $tevil, diferencialnih enacbah in algebrai¢ni geometriji. Leta 1908 je bil izvoljen za ¢lana
Trinityja. Tri leta je deloval na Univerzi v Manchestru, preostanek kariere do upokojitve leta 1950, pa na Cambridgeu. Leta 1916 je postal FRS. Pozneje je prejel ve¢ odmevnih mate-
mati¢nih nagrad. Hardy ga je opisal kot izrednega matematika, ki nima konkurence v svojih miselnih sposobnostih, uvidih, razumevanju, re$evanju problemov in znanju.

20 Znana je anekdota, da je nemski matematik Edmund Landau obiskal Anglijo z edinim namenom prepricati se, da je Littlewood le plod Hardyjeve domisljije, ki mu pomaga zakrivati
Hardyjeve napake. Prav tako je odmevna anekdota danskega matematika Haralda Bohra, ki je svojim kolegom na srecanju leta 1947 dejal: Dandanes so samo trije veliki angleski

matematiki: Hardy, Littlewood in Hardy-Littlewood.
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ril, je bila nenavadna in skrivnostna. Se bolj pa Ramanujanova
prosnja, da naj Hardy zato, ker je on reven, kar sam poskrbi, da
bodo te njegove matemati¢ne ugotovitve tudi objavljene. Pismo
je zakljucila fraza zahvale in hvaleznosti [4, str. 22]:

Ostajam, dragi gospod, resnicno Vas,
S. Ramanujan

Dodal je tudi ze natisnjeni ¢lanek o Bernoullijevih stevilih.

Pismo je Hardyja vznemirilo in zmedlo. Ni se mogel odlo¢iti, ali
gre za veliko potegav§¢ino nekoga, ki v Indiji pozna Tripos, ali pa
je vse skupaj morda vseeno delo ekscentri¢nega genija. Po razre-
Sitev zagate se je napotil k Littlewoodu. Skupaj sta $e istega dne
in pozno v no¢ pregledovala in razreSevala nastalo uganko. Lit-
tlewood je bil do Hardyjeve domneve, da je vsebina pisma lahko
prevara, zadrzan. Bolj je verjel, da gre za zelo izvirno in smelo
delo.

Skupno branje, $tudij nekaterih formul iz prilog, ki bodo obrav-
navane v drugem delu ¢lanka, in razpravljanje pozno v no¢ je
oba matematika privedlo do spoznanja, da poslano gradivo, ki
ga sicer ne znata v celoti pojasniti, ni potegavscina, ampak delo
samosvojega najodli¢nejSega matematika z izjemno domisljijo
in obseznim, toda neurejenim znanjem. Hardy se je takoj odlo-
¢il, da mora tega genija pripeljati k sebi na Cambridge. Ne da bi
Ramanujanu najprej odgovoril na njegovo pismo in mu v njem
sporo¢il to svojo namero, je kar zacel pripravljati teren za njegov
prihod in s tem naredil veliko napako. Ramanujanovo pismo je
kazal vse naokrog, zato so se na Cambridgeu zacele pojavljati go-
vorice. Pri tem se profesorja Baker in Hobson nista izdala, da sta
podobno pismo prejela od istega avtorja pred tem tudi onadva.

V nasprotju s to gorecnostjo, pripeljati Ramanujana v Angli-

jo, pa mu je Hardy odgovoril z dolgim in neprijaznim pismom

8. februarja 1913. Dodal je, da so poslani zapisi nejasni, brez do-

kazov, zato je zelo tezko preveriti njihovo pravilnost. Vse poslano

gradivo je razvrstil v tri kategorije:

« v prvo je dal izreke, ki so bili Ze poznani ali so se tem bolj ali
manj priblizali;

o vdrugo je dal nove in zanimive izreke, toda bolj zaradi skriv-
nostnega znacaja kot pomembnosti;

o v tretjo, za Hardyja najpomembnej$o skupino, pa izreke, za
katere je menil, da bi utegnili biti zelo pomembni, ¢e bi bili
dokazani.

Napisal je, da dokaze izrekov iz tretje skupine Zzeli videti, saj bo

Sele takrat lahko zacel razmisljati o njihovi objavi. Izrazil je tudi

zanimanje za Ramanujanovo delo v povezavi s prastevili in z nes-

kon¢nimi vrstami. Ni¢ pa ni omenil:

+ daje imel ob branju poslanega gradiva sam tezave, ker je Ra-
manujan uporabljal nestandardne simbole, ki jih ni nikjer
pojasnil;

o da ne more dati ocene o pravilnosti njegovih trditev brez
Ramanujanovih dokazov, ker zapisane trditve sam ne zmore
dokazati;

+ dasion sam zelo zeli, da bi spoznal njegov nacin dela;

o da gatudi zelo zanima, kaj raziskuje zdaj.

Pismu je dodal $e tri Littlewoodove opombe.

Medtem ko je Ramanujan $e nestrpno ¢akal Hardyjev odgovor
na svoje pismo, je od indijskih veljakov izvedel, da ga Hardy po

drugih kanalih izjemno hvali in mu Ze pripravlja pot v Anglijo.
To ga je zelo zacudilo, ob neprijazni vsebini prispelega Hardyje-
vega odgovora pa se je zato pocutil prevaranega. Iz pisma, brez
povabila za Anglijo, je vela predvsem Hardyjeva zahteva, naj mu
¢im prej poslje rigorozne dokaze svojih trditev, nastete so bile
njegove napake, ki sta jih z Littlewoodom nasla v poslanem gra-
divu.

Potrt, a ne »uklonjen« Ramanujan je tako v odgovoru Hardyju
dne 27.2.1913 na Sestih straneh deloval prepricljivo, samozavest-
no in na nekaterih mestih celo vzviseno. Zacel je z uvodom, da je
vesel, da je Hardy s simpatijo sprejel njegovo delo. Potem je zatr-
dil, da za svojimi izreki stoji, da so pravilni, ¢etudi se morda zdj,
da temeljijo na $ibki osnovi. Vse, kar je sledilo v pismu, pa je bilo
napisano spet zelo originalno in podobno kot v prvem pismu.
Bralec lahko uvidi, da se Ramanujan ni niti malo potrudil, da bi
Hardyju ugajal, in da mu je preprosto vseeno, kaj si Hardy misli
o njem. Iz zapisa veje tudi Ramanujanovo presenecenje, da tako
priznan matematik ne uvidi pravilnosti zapisanega, ampak se
mu $tevilni njegovi izreki zdijo celo zahtevni. V bran pravilnos-
ti svojih trditev je navedel [4, str. 53]:

Vi zahtevate od mene dokaze tako kot drugi londonski pro-
fesorji. Ampak njim jih nisem dal. Sem pa odgovoril z nekaj
primeri, ki izhajajo iz moje teorije.

Navedel je primer neskon¢ne vsote po naravnih Stevilih, ki ga je
zapisal Ze v prvem pismu [4, str. 53]:

Ce je tudi Vas rezultat enak, potem je nekaj na moji teoriji.
Ce pa Vam dam svojo metodo, ki ima morda kako napako
v katerem koli koraku, pa se s temi koraki ne boste mogli
prepricati o pravilnosti racuna [...]

Svojo prizadetost je razkril $ele na koncu pisma [4, str. 54]:

Ze sedaj sem napol izstradan clovek. Da ohranim svoje moz-
gane, potrebujem hrano in zdaj j je to moja poglavitna skrb.

Vsakrsno naklonjeno pismo z Vase strani bi mi omogocilo,
da dobim ustrezno podporo s strani Univerze ali drZave |[...]
Lahko me ostro obsodite, ker mol¢im o metodah dokazov,
toda ne mislim, da bi te metode morale umreti z menoj.

V pismu je brez pojasnila navedel tri priblizne formule za stevilo

prastevil, npr.
2 i <logn)2k—l
71' k:l 2]6 — ]. |ng| '

Med poslanim je bilo tudi neko novo transformacijsko pravilo za
hipergeometrijske vrste, katerega dokaz pa je Hardy objavil $ele
leta 1923.

Toda tudi Hardy se ni vdal. Odgovor Hardyja na drugo Rama-
nujanovo pismo, ki ga je odposlal 26. marca 1913, je bil skrajno
zadrzan, strog in neprijazen. V njem mu je suhoparno nanizal
ve¢ njegovih napak, ki jih je prepoznal Littlewood. Dodal je $e
vec¢ Littlewoodovih natan¢nih opomb in ga spet grajal, ker mu ni
poslal dokazov. Pri tem se je skliceval tudi na podobna mnenja
nekaterih svojih kolegov. Hardy je tudi trdil, da ima Ramanujan
Ze tri njegove dolge odgovore, kar pa ni bilo res. Hardyjevi osor-
nosti je morda botrovalo tudi to, da je marca 1913 izvedel, da
Ramanujan zavraca pot v Anglijo.
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Vsebina in nadin povedanega je Ramanujanu jasno pokazala, da
Hardyja mineva potrpljenje kljub temu, da mu je Littlewood ob
branju drugega Ramanujanovega pisma zatrdil [7, str. 205]:

Verjamem, da je Ramanujan najmanj Jacobi.

Ramanujan, ki je medtem dozivel priznanje v Indiji tudi na ra-
¢un svojega dopisovanja s Hardyjem, je v bolj spravljivem tonu
odgovoril 17. aprila 1913. To razberemo iz naslednjega citata
[4, str. 81]:

Malo me je prizadelo vase pisanje, ki je nastalo pod vpli-
vom gospoda Littlewooda. Niti malo se ne bojim, da moje

Fotografije

Slika 1: Ramanujanova otroska soba v Kumbakonamu

metode ne bi bile uporabne tudi za druge. Nasprotno, v
zadnjih osmih letih nisem naletel na nikogar, ki bi mi jih
oporekal. Kot sem pisal v svojem zadnjem pismu, sem v
vas nasel simpaticnega prijatelja in pripravijen sem vam,
povsem brez omejitve, izroliti tisto malo, kar imam.

Kljub svoji uklonitvi pa je Hardyju vseeno oporekel, da od njega
ni prejel treh, ampak samo dve pismi. Izrazil je tudi zacudenje,
da ga Hardy nikoli ni vprasal ni¢ osebnega, da pa je morda to
storil v pismu, ki ga ni prejel. Pohvalil se je, da mu je medtem
lokalna univerza dodelila $olnino 60 funtov letno za dobo dveh
let. Zdaj se bo potrudil in poslal tako zazelene dokaze o razpo-
reditvi prastevil.

https://valuevar.wordpress.com/2012/01/01/four-squares-jacobi-ramanujan/

Pravice proste.

Slika 2: B. C. Berndt z Ramanujanovo tablico
https://faculty.math.illinois.edu/~berndt/
Z dovoljenjem B. C. Berndta.

Slika 3: Originalne belezke, danes shranjene v knjiznici Univerze v Madrasu
https://www.thehindu.com/sci-tech/science/3-notebooks-of-Ramanujan-being-microfilmed/article15713504.ece

Vir: The Hindu, pravice proste.

Slika 4: Druga izdaja faksimil vseh treh belezk v dveh knjigah, foto Aleksander Simonic.

Slika 5: Drzavni kolidZ v Kumbakonamu

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kumbakonam_College.jpg

Vir: WikimediaCommons, licenca CC BY.
Slika 6: Kolidz Pachaiyappa v Madrasu

Slika 7: Sir Francis Spring
https://en.wikipedia.org/wiki/Francis_Spring
Vir: Wikipedija, pravice proste.

Slika 8: S. Narayana Aiyar
https://www.arunachala.org/newsletters/2013/mar-apr
Vir: ArunachalaAshrama, pravice proste.

Slika 9: Trinity College, veliko dvorisce

https://commons.wikimedia.org/wiki/File: Trinity_College_-_Great_Court_02.jpg

Vir: WikimediaCommons, licenca CC BY-SA.

Slika10: Hardy in Littlewood leta 1924
http://trinitycollegechapel.com/about/memorials/brasses/hardy/
Vir: TrinityCollegeChapel, pravice proste.
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Univerza v Ljubljani, Fakulteta za elektrotehniko

Drzavno Srec¢anje mladih raziskovalcev
Slovenije organizira Zveza za tehni¢no
kulturo Slovenije. Namen srecanja je
¢im zgodnej$e uvajanje mladih v zna-
nost, popularizacija znanosti in tehnike
odkrivanja nadarjenih ucencev in dija-
kov na posameznih podro¢jih in njiho-
vo spodbujanje k poglabljanju znanja in
raziskovalne dejavnosti.

Na to drzavno srecanje prispejo naloge,
ki se bile izbrane na regijskih srecanjih.
Vse prispele naloge z regijskih srecanj
dobijo na drzavnem izboru eno od priz-
nanj.

V letu 2018 je potekalo Ze 52. drzavno
sre¢anje v Murski Soboti. Organizator
je dobil v pregled 18 nalog, ki so prisle v
kon¢ni izbor za priznanja, od teh jih je
$est dolocil za bronasto priznanje.

Ostale naloge so bile predstavljene
pred drzavno komisijo. Komisijo so
sestavljali izr. prof. dr. Dominik Ben-
kovi¢, dr. Borut Jurci¢ Zlobec, izr. prof.
dr. Marko Jakovac in doc. dr. Janja Je-
rebic.

Komisija je izbrala osem nalog za sre-
brno priznanje, stiri naloge pa so dobile
zlato priznanje.

Odlocili smo se, da bomo vsako leto ob-
javili recenzijo nalog, ki so dosegle zla-
ta priznanja. Po eni strani, da povemo
$irsi javnosti, kaj delajo nasi mladi raz-
iskovalci, po drugi strani pa, da spod-
budimo druge, da bi jim sledili. Morda
bomo z opisom dela najboljsih dali ka-
k$no idejo tudi drugim in jih spodbu-
dili, da $e oni zapisejo svoje misli, ki so
se jim ob tem porodile. Seveda imajo tu
mentorji pomembno vlogo in enako vel-
ja seveda tudi zanje.

S prejetim zlatim priznanjem so mladi
raziskovalci dobili pohvalo za svoje do-

Dr. Borut Jurci¢ Zlobec

sezke. Na tem mestu pa jim Zelimo spo-
rociti, kaj bi lahko popravili, izboljsali,
da bi bili $e bolj uspesni.

Pojdimo k nalogam. Teme nalog, ki so
bile predstavljene, so bile predvsem al-
gebrske (devet nalog), potem geometrijs-
ke (pet nalog), tri iz teorije iger oziroma
kombinatorike in ena ¢isto statisti¢na.

Nagrajene so bile §tiri raziskovalne nalo-
ge, dve osnovnoSolski in dve srednjesols-
ki: sledi kratek opis, najprej za osnovno-
Solski, nato pa za srednjesolski nalogi.

Avtor: Aljaz Gornik
Mentorica: Vesna Harej
Osnovna $ola Dravlje, Ljubljana

Slika 1: Napoleonovi trikotniki

Avtor: Jaka Slapar

Mentorja: Katarina Kunaver in
Tadej Starci¢

Osnovna $ola Riharda Jakopica,
Ljubljana

Avtorja: Rok Jurin¢ic¢ in
Patrik Mikuz

Mentor: Alojz Grahor
Skofijska gimnazija Vipava

Avtorica: Eva Kuhar
Mentorici: Metka Horvat in
Ivana Vogrinci¢

Gimnazija Murska Sobota
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Ce nad vsako stranico poljubne-
ga trikotnika nacrtamo enako-
stranicne trikotnike, potem tvo-
rijo sredis¢a ocrtanih krogov teh
treh trikotnikov oglis¢a enako-
strani¢nega trikotnika. Trikotnike
nad stranicami nac¢rtamo na dva
nacina tako, da nacrtani trikotniki
ne prekrivajo osnovnega, oziro-
ma tako, da ti prekrivajo osnovni
trikotnik. Tako dobimo veliki in
mali Napoleonov trikotnik. Ocrta-
ni krogi teh trikotnikov se sekajo
v eni tocki. TeziS¢a osnovnega
trikotnika in obeh Napoleonovih
trikotnikov sovpadajo.

V nalogi so bile dokazane gornje trditve
z izkljuéno geometrijskimi sredstvi. Vsi
dokazi so bili izpeljani korektno, nekateri
na precej originalen nacin, ki kaze, da se
je kandidat resno poglobil v temo. Pri tem
je nalogo opremi s slikami konstrukcij,
narejenih s programom GeoGebra. Pri
tem je pokazal, da to programsko orodje

dodobra obvlada.

Poleg dokazov gornjih trditev najdemo v
nalogi $e izracunani plos¢ini obeh trikot-
nikov in dokaz, da je razlika plo$¢in med
velikim in malim Napoleonovim trikotni-
kom enaka plo$¢ini osnovnega trikotnika.

Naj navedemo nekaj stavkov, ki jih je av-
tor zapisal v povzetku.

Glavna tema moje raziskovalne naloge je
bila preucevanje Napoleonovih trikotni-
kov. Med samim raziskovanjem sem spo-
znal ogromno novih pojmov in povezave
med njimi, kot na primer Eulerjeva premi-
ca, Eulerjeva kroZnica, tetivni Stirikotniki,
potrebna pa je bila tudi razsiritev znanja o

podobnosti in znamenitih tockah trikotni-
kov. Srecal sem se s sStevilnimi novimi poj-
mi, ki sem jih razresil po svojih najboljsih
moceh ter hkrati razsiril svoje osnovnosols-
ko znanje matematike. Menim, da mi je
raziskovalna naloga dobro uspela, vendar
je precej kompleksna in bolj primerna za
srednjesolsko raven.

V nalogi se je avtor ukvarjal s posplose-
nimi $ahovnicami in postavitvijo trdnjav
tako, da se medsebojno ne ogrozajo.

Za dano obliko $ahovnice ga je zanima-
lo, na koliko nacinov lahko postavi nanjo
dano $tevilo trdnjav, ne da bi se medse-
bojno ogrozale.

Ce oznatimo dano $ahovnico z B in te-
vilo trdnjav s k, potem bomo oznacili
$tevilo vseh moznih takih postavitev z

n=p,(B).

Definiral je trdnjavski polimom za dano
$ahovnico B, R,(x) =p (B) + p,(B)x + ... +
+p (B)x", kjer je n najvecje mozno Stevilo
trdnjav, ki jih lahko postavimo na Sahov-
nico tako, da se medsebojno ne ogrozajo.
Na sliki 2 je primer take $ahovnice s tremi
trdnjavami (slika je vzeta iz naloge).

Trdnjavski polinom te $ahovnice je
1 +8x + 16x° + 6x°.

Avtor je v nalogi pokazal, da trdnjavske
polinome za kvadratne in pravokotne $a-
hovnice lahko dolo¢imo s pomocjo kom-
binatorike.

Za splo$ne $ahovnice je izpeljal naslednjo
rekurzivno zvezo za trdnjavske polinome.

Naj bo B $ahovnica in (i, j) poljubno polje
na $ahovnici. Ce sta B'in B" zaporedoma
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Sika 2: Sahovnica a tremi trdnjavami
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Sahovnici, ki ju dobimo, Ce iz B izbrise-
mo i-ti stolpec in j-to vrstico, potem velja
Ry(x) =x Ry(x) + R (x).

V povzetku je avtor napisal med drugim
tudi tele vrstice:

Predstavil sem nacin, kako lahko vsaki pos-
ploseni Sahovnici priredimo neko drugo
Sahovnico, tako da bo trdnjavski polinom
prirejene Sahovnice enak polinomu lovcev
prvotne Sahovnice. Napisal sem tudi prog-
ram v Mathematici, ki mi izracuna poli-
nom lovcev. Raziskovanje trdnjavskih po-
linomov in kombinatorike je bilo res zani-
mivo. Pri izdelavi naloge sem se res veliko
naucil. Ker pa mi je matematika zelo blizu,
mi ni bilo prevec tezko. Naucil sem se tudi
veliko o delovanju programa Mathematica
in 0 osnovnih ukazih v zapisu algoritmov.
Seveda pa se da Se veliko izboljsati.

Iz Skofijske gimnazije prihajajo ze kar ne-
kaj let naloge, ki so med najbolj$imi in se
odlikujejo tudi po izbrudenem jeziku, kar
ni nujno pravilo, tudi ne med najboljsimi
nalogami. Zato bom prepustil besedo av-
torjema in zapisal to, kar sta onadva zapi-
sala v povzetku.

Pitagorejska peterica je peterica Stevil (g,
b, ¢, d, e), ki ustrezajo enacbi a’ + b* + ¢? +
+d? = ¢’ Kadar so §tevila g, b, ¢, d in e na-
ravna $tevila, imenujemo peterico narav-
na pitagorejska peterica (na primer (24,
887,1520,512,1833)),¢epasoa, b, ¢, dine
cela $tevila, jo imenujemo cela pitagorejs-
ka peterica (na primer (-2, 10, -11, 20,
25)). V prvem delu raziskovalne naloge
smo odkrili ve¢ razli¢nih parametrizacij
naravnih pitagorejskih peteric. Pri kre-
iranju nekaterih izmed njih smo uporabili
analogijo s parametrizacijo pitagorejskih
trojic in Cetveric. S pomocjo izbire pa-
rametrov dobimo pitagorejsko peterico,
zato parametrizaciji pravimo tudi genera-
tor pitagorejske peterice. Odkrili smo tudi
generator, ki generira vse pitagorejske pe-
terice in to tudi dokazali.

V drugem delu raziskovalne naloge smo v
mnozici celih pitagorejskih peteric defini-
rali mnoZenje s predpisom:

(a,bc,;de) (pgnst)=(ap-bg-cr-
—-ds,aq+bp +cs—dr,ar-bs+cp+dg
as+ br - cq + dp, et).
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Dokazali smo, da obstaja enota za mnoze-
nje ter da je mnoZenje asociativno, ni pa
komutativno. V mnozici nenicelnih ra-
cionalnih pitagorejskih peteric obstaja k
vsakemu elementu inverzni element, tako
da je mnozica nenicelnih racionalnih pi-
tagorejskih peteric nekomutativna grupa.
Raziskovali smo tudi razstavljanje pitago-
rejskih peteric. Dokazali smo trditev, da
v mnozici celih pitagorejskih peteric ne
velja izrek o enoli¢nem razcepu na neraz-
cepne pitagorejske peterice, kjer je neraz-
cepna tista pitagorejska peterica, ki je ne
moremo zapisati kot produkt dveh pita-
gorejskih peteric. Izrek velja tudi v pod-
mnozici naravnih pitagorejskih peteric. V
nalogi smo si zastavili §tiri cilje, in sicer
odkriti ¢im ve¢ parametrizacij (genera-
torjev) pitagorejskih peteric, odkriti para-
metrizacijo, ki opise vse pitagorejske pete-
rice, v mnozici celih pitagorejskih peteric
definirati mnozZenje in preveriti ter doka-
zati, ali velja izrek o enoli¢nem razcepu na
nerazcepne pitagorejske peterice. Opisali
smo osem parametrizacij (generatorjev)
pitagorejskih peteric. Odkrili in dokazali
smo tudi generator, s katerim generira-
mo vse pitagorejske peterice. V mnozici
celih pitagorejskih peteric smo definirali
mnozenje pitagorejskih peteric. Dokazali
smo, da obstaja enota za mnozenje, da je
mnozZenje asociativno in da ni komuta-
tivno. Kot povezavo povejmo, da je mno-
zZenje pitagorejskih trojic komutativno in
asociativno. Zastavili smo si tudi problem
razstavljanja in dokazali, da niti v mnozici
celih pitagorejskih peteric niti v mnozici
naravnih pitagorejskih peteric ne velja
izrek o enolicnem razcepu na nerazce-
pne pitagorejske peterice. V nam dostop-
nih virih smo zasledili zelo malo omemb
in ¢lankov o pitagorejskih petericah in $e
tisti so bili na visokem znanstvenem nivo-
ju, ki ga nismo razumeli. O pitagorejskih
trojicah in Cetvericah pa je ve¢ znanega.
Tako smo nekaj lastnosti dobili iz idej o
pitagorejskih trojicah in Cetvericah, nekaj
pa je plod naSega lastnega ustvarjanja.
Nadaljnje raziskovanje pitagorejskih pete-
ric bi se lahko usmerilo v iskanje pogojev,
kdaj so pitagorejske peterice nerazcepne.
Zanimivo bi bilo raziskati, kako so pitago-
rejske peterice razporejene znotraj Stiri-
razseznega vektorskega prostora. Predvi-
devamo pa, da bi bilo zelo tezko ugotoviti,
saj je pitagorejskih peteric zelo veliko. Z
doloceno hipotenuzo dobimo zelo veliko
Stevilo pitagorejskih peteric. Izdelati bi
bilo treba seveda ra¢unalnisko simulacijo.
Ker so pitagorejske trojice razporejene po

parabolah, bi bilo zanimivo videti, ali so
mogoce tudi pitagorejske peterice razpo-
rejene samo na dolocenih predelih.

Kaksne so znalilnosti fraktala? Nekaj
pove ze sama beseda fraktal, ki izvira iz
latinske besede fractus, ta pa pomeni
zlomiti. Na zacetku so tako poimenovali
zvezno in nikjer odvedljivo krivuljo. To je
krivulja, ki ji v nobeni tocki ne moremo
poloziti tangente, v vsaki tocki je prelom-
ljena.

Sodobna definicija fraktala vsebuje dva
osnovna pojma: sebipodobnost in fraktalno
dimenzijo. Biti sebi podoben pomeni, da so
drobni deli podobni celoti, so pomanjsana
kopija celote. Zaradi sebipodobnosti odli-
kuje fraktal posebna lastnost, da lahko s
sorazmerno preprostim opisom sestavimo
izjemno zapletene in Cudovite strukture.
Morda je to razlog, da v naravi najdemo
mnogo primerov sebipodobnosti.

Fraktalna dimenzija ni celo $tevilo, am-
pak zavzame realne vrednosti.

Dimenzijo sebipodobnega objekta izracu-
namo iz $tevila delov, na katere razpade
sebipodobni objekt pri dani skréitvi. Vze-
mimo daljico. Ta razpade na dve daljici
polovi¢ne dolzine, kvadrat razpade na $ti-
ri kvadrate s polovi¢no stranico, medtem

Slika 3: Trikotnik Sierpinskega

ko kocka razpade na 8 kock s polovi¢nim
robom. To lahko zapiSemo z ena¢bami
2''=2,2>=4in 2 = 8. Stevilo 2 je faktor
skr¢itve, medtem ko je eksponent dimen-
zija objekta.

Na sliki 3 je prikazano nastajanje fraktala,
ki se imenuje trikotnik Sierpinskega. Na
vsakem koraku iz ¢rnih trikotnikov izre-
zemo trikotnik, katerega stranica je polo-
vica stranice ¢rnega trikotnika. To nadal-
jujemo v nedogled, kon¢ni lik je trikotnik
Sierpinskega. Koliko je njegova fraktalna
dimenzija? Ce stranice razpolovimo, raz-
pade trikotnik na tri dele, ki so identi¢-
ni originalu, le za faktor 2 zmanjsani. Za
fraktalno dimenzijo trikotnika Sierpins-
kega velja 2" = 3, ki pa ni ve¢ celo $tevilo.

Avtorica je v povzetku med drugim zapi-
sala:

O fraktalih smo med raziskovanjem veli-
ko odkrili. Najprej smo spoznali ze znane
fraktale, kot so Kochova krivulja, Kochova
snezinka, Trikotnik Sierpinskega in Can-
torjeva mnoZica. Izracunali smo njihove
fraktalne dimenzije, obsege in ploscine.

Avtorja Maja Krizni¢, Lenart ZeZlina,
mentor Alojz Grahor Skofijska gimnazija
Vipava
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Naj na koncu omenim $e nalogo, ki sicer
ni posegla po najvisjem priznanju, bila pa
je zanimiva in po dolgem ¢asu povzrocila
na koncu Zivahno razpravo.

Avtorja pravita:

V raziskovalni nalogi smo se poglobili v tri
srednjesolske ucbenike za matematiko in v
njih poiskali neskladja, ki smo jih v nalogi
tudi predstavili. Pri tem smo se skusali vZi-
veti v vlogo dijaka, ki se uci po ucbeniku in
reSuje naloge. Vprasali smo se tudi, kako
bi bilo z vrednotenjem dijakovih izdelkov v
primeru uporabe drugega ucbenika.

Neskladja smo opisali in napisali pobude
za poenotenje. Nekatera neskladja smo v
nalogi poenostavili, saj so se posamezni
problemi izkazali za globlje, kot smo sprva
predvidevali. Ko smo se poglabljali v posa-
mezni problem, smo naleteli tudi na mate-
mati¢na ozadja, ki presegajo nase znanje.
Nalogo bi lahko Se razsirili in se pri dolo-
Ceni temi zadrzali Se veliko vec Casa, iskali

izvore samih pojmov ter povezave med tu-
jimi ucbeniki in slovenskimi univerzitetni-
mi ucbeniki za matematiko.

Zavedamo se, da najverjetneje nismo nas-
li vseh neskladij v in med obravnavanimi
ucbeniki. Menimo, da bi bil potreben bolj
strokovni pogled na omenjena in druga
neskladja. Nasa temeljna pobuda je, da
bi bilo treba ugotovijena (in Se morebitna
druga neskladja) v slovenskih gimnazijskih
ucbenikih odpraviti s poenotenjem.

Zavedamo se tudi dejstva, da so na gim-
nazijskem nivoju potrebne dolocene po-
enostavitve in da dijake same podrobnosti
v definicijah in konceptih v veliki vecini ne
pritegnejo niti ne zanimajo. Za dijaka je
poglavitno, da zna nalogo resiti po doloce-
nem postopku (ki je Zal velikokrat samo ru-
tinski in brez razumevanja), da bo naloga
¢im bolje ovrednotena v Soli pri ocenjevan-
ju in na maturi. Zaradi same matematic-
ne korektnosti pa se nam zdi, da bi morala
biti teorija, ki presega nivo gimnazijskega

znanja, v ucbenikih podana v posebnih
okvirckih vsaj z opombo, da »le-ta presega
nivo gimnazijskega znanja« in z namigom,
kje bo radovedni dijak nasel odgovor.

V nalogi se nismo ukvarjali z vzroki, ki so
pripeljali do neskladij. Verjamemo, da ima-
jo avtorji svoje razloge za poenostavitve
ali svoje resitve. Cilj je bil le ugotoviti, ali
neskladja so, jih evidentirati in predlagati
pobude za poenotenje. Z vidika dijakov in
koncnega preverjanja znanja na maturi pa
razlike vsekakor niso dobre. Matematika je
eksaktna veda in dijaki pri¢akujemo dosle-
dnost. Kot sta nam povedala visokosolska
matematika dr. Banic in dr. Milutinovic, s
katerima smo se prosto (ne v smislu razis-
kave) pogovarjali, na nivoju univerzitetne
matematike ni neskladij.

Nas konéni predlog je, da bi slovenski ma-
tematiki napisali slovenski matematicni
terminoloski slovar. Menimo, da bi bil to
dober pripomocek avtorjem ucbenikov,
uciteljem in dijakom.

1Z ZALOZBE ZAVODA RS ZA SOLSTVO
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V Muzeju novej$e zgodovine Slovenije
smo 14. februarja 2019 Ze dvajseti¢ pode-
lili priznanja Blaza Kumerdeja za izjemne
dosezke pri razvoju in uvajanju novosti v
vzgojno-izobrazevalno prakso v partners-
kem sodelovanju z Zavodom Republike
Slovenije za $olstvo.

Za leto 2018 so jih prejeli:

o uciteljici Barbara Oder in

o Tatjana Kerin,

« Biotehniski center Naklo -
Srednja $ola in gimnazija,

+ Gimnazija Franca Miklosica
Ljutomer,

« Gimnazija Nova Gorica ter

o skupina za razvijanje in uvajanje
posodobitev pouka na Osnovni $oli
Janka Glazerja Ruse.

S priznanji Zelimo predstaviti visoke stro-
kovne dosezke posameznikov in ustanov
pri delu z mladimi, poudariti njihovo
ustvarjalnost in inovativnost ter se jim
zahvaliti za prvovrstno sodelovanje z Za-
vodom.

Nagrajenka Tatjana Kerin je uciteljica
matematike na Osnovni Soli Leskovec pri
Krskem, ki je pomembno vplivala k dvigu
kakovosti pouka matematike v Sloveniji.
Pri svojem delu sledi visokim strokovnim
standardom poucevanja, odnosa do dela
in uéencev, svoje strokovno znanje pa ves
¢as nadgrajuje in poglablja ter kontinu-
irano skrbi za svoj profesionalni razvoj.

Ob tem svoje izku$nje uspesno deli in
predstavlja drugim uciteljem ter jih nav-
dusuje za spremembe in sodobne pristope
k ucenju in poucevanju matematike. Ima
izvrstno sposobnost reflektiranja lastne
pedagoske prakse, v katero ves ¢as vna-
$a izboljSave na podro¢ju oblik in metod
dela z ucenci in s tem pri uéencih razvija
pozitiven odnos do matematike.

Od leta 2015 do 2018 je kot aktivna ¢lani-
ca razvojne skupine za matematiko v raz-
vojni nalogi Formativno spremljanje po-
membno prispevala k razvijanju, preds-
tavljanju in Sirjenju ideje formativne-
ga spremljanja med ucitelji matematike.
Gradiva, ki jih je v skupini pripravljala, so
bila vkljuc¢ena tudi v priro¢nik Formativ-
no spremljanje pri matematiki. Z izdelki
ucencev, ki jih je skrbno zbirala vec let, je
prikazala njihov napredek in svoj stro-
kovni razvoj. Kot soavtorica priro¢nika je
pomembno vplivala na to, da se ideja for-
mativnega spremljanja razra¢a med udi-
telji matematike in s tem dviguje kakovost
pouka matematike. Svoje delo na pod-
ro¢ju formativnega spremljanja od leta
2018 nadgrajuje v novi razvojni skupini
uditeljev matematike, ki se poglobljeno
ukvarjazdelom napodroc¢jumeril za vred-
notenje znanja ucencev, izkazanega na
razli¢ne nacine. S svojo energijo v skupini
ustvarja vzdusje zaupanja in podpore ter
soustvarja vzpodbudno okolje za strokov-
ni razvoj vseh ¢lanov v skupini. V razvojni

Od leve proti desni: direktor Zavoda RS za Solstvo dr. Vinko Logaj, minister za izobrazevanje,
znanost in $port dr. Jernej Pikalo, svetovalec na ZRSS, Tomaz Kranjc in nagrajenka Tatjana Kerin.

nalogi Formativno spremljanje v podporo
vsakemu ucencu in razvoju vkljuéujoce
$ole vodi Solski razvojni tim na Osnovni
$oli Leskovec pri Krskem, kjer svoje znan-
je in izku$nje deli s svojimi sodelavci.

Kot vecletna vodja Studijskega sredisca za
matematiko na Osnovni $oli Leskovec pri
Krskem je vestno in strokovno izpolnje-
vala svoje naloge, pri ¢emer je presegala
pric¢akovanja z vidika strokovnih prispev-
kov in idej, ki jih je prenasala uciteljem
v svojem srediS¢u. Matematiko uspesno
povezuje tudi z drugimi podrodji in na ta
nadin prispeva k razvijanju pozitivnega
odnosa do matematike. U¢ence vzpodbu-
ja h kreativnosti in povezovanju z umet-
nostjo, kar je opaziti na stenah ucilnic in
hodnikov na $oli.

Svoje izku$nje pri spreminjanju lastne
pedagoske prakse in tudi izkus$nje z uva-
janjem ucenja s preiskovanjem je predsta-
vila na Stevilnih strokovnih srecanjih za
razli¢ne ciljne skupine: kolegom v svojem
aktivu in na Soli, na $tudijskih srecanjih,
ravnateljem v Obmo¢ni enoti Novo mes-
to Zavoda RS za Solstvo, Solskim kolek-
tivom, na konferencah za ucitelje mate-
matike KUPM. Njeni strokovni prispev-
ki so objavljeni v zbornikih omenjenih
konferenc, na 2. mednarodni konferenci
KUPM pa so svoje izdelke predstavili tudi
njeni ucenci.

Tatjana Kerin je v svojem nalrtu dela v
letu 2015 zapisala: »Zelim, da bi ucenci
vedeli in razumeli, kaj naj se ucijo, kako
naj se ucijo, in kon¢no, kaj bodo potem
znali. Zelim, da bodo prevzeli tudi ve¢jo
odgovornost za svoje ucenje, da bodo
lazje vrednotili svoj napredek, dosezke,
napredek vrstnika, dajali povratne infor-
macije in naértovali svoje ucenje.«

S svojim pedagoskim delom v sodelovan-
juz Zavodom RS za Solstvo je te svoje cilje
uspe$no udejanjila in pomembno prispe-
vala k dvigu kakovosti pouka matematike
v Sloveniji. Zato je Tatjana Kerin prejela
priznanje Blaza Kumerdeja.

Zbrane je nagovoril minister za izobraze-
vanje, znanost in $port dr. Jernej Pikalo,
ki je v nagovoru poudaril, da je na$ Sols-
ki sistem, kot druzbeni podsistem, eden
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Nagrajenka Tatjana Kerin,
uciteljica matematike.

najboljsih na svetu. »Daje odli¢ne rezul-
tate in je obenem tako odprt, da lahko
sprejema veliko kritike. Na vseh nas je,
da le-to zapeljemo v primerne okvire in
se poskusamo od tega veliko nauciti,« je
povedal in dodal, da ga zato vedno znova
nadgrajujemo, kakovostno izbolj$ujemo,
kot so to poceli razsvetljenci. Izpostavil je,
»da danes Castimo tiste, ki ne le najbolje
sodelujejo z Zavodom, ampak dajejo naj-
boljsi del sebe v to, da izobrazijo druge
in jim kaZzejo pot«. »Predane uciteljice in
ucitelje, ki vidijo preko kalupov in so srce
$olstva,« je poudaril in dodal, da je Solski
sistem temelj, na katerem je utemeljena
nacija. Nas Solski sistem je dober, ker ga
stalno nadgrajujemo in hkrati redko re-
volucionarno spreminjamo, je dejal in ob
koncu cestital vsem nagrajenkam in na-
grajencem.

Nagrajenka Tatjana Kerin se je ob koncu
slovesne podelitve priznanj zahvalila v
imenu vseh prejemnikov priznanj in na-
govorila zbrane.

Dobitniki priznanja Blaza Kumerdeja za leto 2018.

64

Spostovane in spo$tovani, dovolite mi, da
vas najprej prav lepo pozdravim. Gospo-
da ministra, gospoda direktorja in ostale
predstavnike Zavoda za Solstvo, ravnatel-
je, ravnateljice, kolegice in kolege. Prijatel-
je, znance, sorodnike.

Hvala vam vsem, ker to svecanost delite
Z nami.

Biti u¢itelj ni samo poklic. Je strast. Je ve-
selje. In predvsem, je pot. Pot zmot in ved-
no novih stran poti v iskanju najboljsega
priblizka resnici. Z drugimi besedami, ni-
koli dokoncana pot.

V (Cast in veselje mi je, da sem danes v
druzbi tistih, ki smo bili na enem od del¢-
kov te poti $e posebej opazeni. Vsak zase
in vsak na svojem podroéju. Vsi pa kot
uspesni partnerji Zavoda za $olstvo, kjer
smo s skupnimi mo¢mi in ob pomembni
strokovni podpori posameznikov in Za-
voda kot celote razvijali in odstirali nove
poglede na svoje delo, se celovito razvijali
in si zastavljali vedno nova vprasanja in
izzive. Iskanja in reSevanja le-teh smo se
lotili s polno mero pedagoskega entuziaz-
ma, ki po mojem prepric¢anju je in mora
ostati najmocnej$e gonilo vsakega izmed
nas in v pedagoskih krogih nasploh. Poleg
znanja, seveda.

Zahvaljujem se vsem, ki ste v nasem delu
prepoznali dodano vrednost, nas na poti
spreminjanja podpirate, nam nudite stro-
kovno pomoc¢ in nam ne dovolite zaspati
na lovorikah dosedanjega dela. Pocasc¢eni
smo kot nagrajenci in hkrati $e vedno in
$e bolj motivirani za svoj nadaljnji profe-

sionalni razvoj. Naj nam bo to dana$nje
druzenje ne le v ponos ampak v vzpodbu-
do in navdih vsem nam zbranim in tistim
doma, ki smo na kakr$enkoli na¢in pove-
zani s pedagoskim poklicem.

Kolegice in kolegi. Utitelji moramo raz-
preti krila. Gojiti svoj pedagoski duh in ga
hraniti z vedno novimi znanji in hotenji na
poti do cilja. Kajti samo avtonomen, kom-
petenten, povezovalen, odprt, razmis-
ljujo¢ ... vsestransko izobrazen ucitelj, si
dovoli za ta cilj videti ne najprej predpisa-
nega u¢nega nacrta, temve¢ predvsem in
v prvi vrsti otroka. Ucence.

Sanje nasih ucencev se za¢nejo najveckrat
z uciteljem, ki verjame v njih, ki ¢uti top-
lo naklonjenost do svojih ucencev. Do-
ber ucitelj pove, pojasni, prikaze. Le Velik
ucitelj navdihuje. Prepricana sem, da je
slovenski uitelj, s svojo pridobljeno for-
malno izobrazbo, pripravljen postati vse
to in Se vec.

Pred nekaj leti me je pot lastnega profe-
sionalnega razvoja pripeljala pod okrilje
Zavoda za $olstvo, kjer sem se zacela po-
drobneje in bolj poglobljeno seznanjati s
formativnim spremljanjem. In ¢e ravno
temu raziskovanju nikoli ni konca, kajti
vedno se odpirajo novi zacetki, si upam
trditi, da sem postala druga¢na uitelji-
ca. Mirnejsa, svobodnejsa, bolj odprta in
zaradi presenetljivega odziva ucencev na
vse to, Se bolj navdihnjena za svoj poklic.

Spostovane in spoStovani.

Kljub velikemu navdusenju, ki ga je,
upam, Cutiti preko izre¢enih besed, pa
vendarle moramo ostati kriti¢ni, preudar-
ni, razmisljujoci in zahtevni posamezniki,
slediti svojemu plemenitemu poslanstvu,
da bi lahko s svojimi spoznanji in dejanji
bili zgled in navdih $olajo¢i se mladini. Da
bijih lazje razumeli. In da bi jim lahko nu-
dili ¢im ve¢, kar jim bo pomagalo odras-
ti v samostojne, odgovorne, ustvarjalne in
razmisljujoce ljudi. Hvala.

Foto: Andrej Novak
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