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MATEMATIKA

HAMILTONOVA NALOGA ZA GRAFE

Hamiltonova naloga za grafe, s katero se bomo seznanili v tem
sestavku, je ena izmed "klasiénih" nalog teorije grafov. Kakor
vrsta drugih podrocij teorije grafov in matematike nasploh, je
tudi ta naloga pognaia in &rpala svoje osnovne zamisli in spo-
znanja iz bogate zakladnice kratkocasne matematike. Poglejmo
si najprej tri kratkofasne naloge, ki predstavljajo nekakine
"korenine" Hamiltonove naloge:

NALOGA O POZRESNEM SAHOVSKEM KONJIEKU: V pariiki Biblioteki
hranijo pod Stevilko 10287 pergament iz XIV. stoletja, v kate-
rem je v latin3c¢ini zapisan najstarejsi znani primer naloge o

poirednem konjidku:

Na zgornjo polovico Sahovnice razmestimo vseh 32 Sahovskih fi-
gur. Pri tem enega od konjev postavimo v zgornji levi vogal.
Ali lahko ta konj v enointridesetih zaporednih skokih "poZre"
vse ostale figure?

Odgovor na zastavljeno vprasanje je pritrdilen. Eno izmed re-
Sitev prikazuje slika 1.
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0d tu je le korak do danadnje oblike naloge o poireSnem konji¢
ku - zastavljene za celo Sahovnico. V tej obliki se je naloga
raz§irila po Evropi nekje na zafetku XVIII. stoletja. Od tedaj
Ze ves cas priviaci ljubitelje kratkoZasnih nalog. Z njo se
je ubadala in prispevala svoj delez k njenemu reSevanju vrsta
znanih matematikov: A, de Moivre (1667-1754), L. Euler (1707-
1783), A.T. Vandermonde (1735-1796), K.F. Gauss (1777-1855),
H.E. Dudeney (1857-1930), J. Kirschak (1864-1933), ... pa tu-
di drugih, ki sta jih privlacila Sahovnica in "trenje ore-
hov": Coliini (18. stol.), Warnsdorf (prva polovica 19. stol.),
Jaeniseh (sredina 19. stol.), francoski general Parmentier,
Frost (druga polovica 19. stol.).

Naloga o poZre3nem konjic¢ku ne manjka v nobeni pregledni knji-
gi po zabavni matematiki [1,6,7,9,10] 7 Najdemo jo tudi v [13],
kjer jo je N. Wirth uporabil za ilustracijo metode drevesnega
prebora (backtracking).

Zaradi izredno velikega 3tevila moZnih skakljanj je nesistema-
tiéno iskanje reSitve ponavadi obsojeno na neuspeh. Posamezni,
bolj ali manj usped3ni nacini resSevanja naloge obigajno po
stavijo dodatna pravila, ki naj jim skakljanja zado3&ajo.

Nekaj red3itev je prikazanih na sliki 2: a) 4. de Moivre,

b) A. Pongraez, c-d) E. Falkner (druga polovica 19. stol.),
e-f) 7. Parmentier, 9) C. Collini, h) A.H. Frost, i-k) L. Eu-
ler, 1-p) A. Cretaine (sredina 19. stol.), r-s) A.T. Vandermon
de

ReSitve i-s imajo Se dodatno lepo lastnost, da so sklenjene -

s polja, na katerem konjicek svoje skaklanje konia, lahko skoci
na zacetno polje.

na kateremkoli polju 3ahovnice. Prvo znano sklenjeno reditev
zasledimo v Eulerjevem pismu (26. april 1757) Goldbachu.

Reditev naloge lahko podamo tudi tako, da na posamezno polje
sahovnice zapisemo zaporedno 3tevilko koraka (od 1 do 64). Ta-

* Stevila v oglatem oklepaju oznaiujejo literaturo, zbrano na koncu sestavka.
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Slika 2.2.

ko dobimo kvadratno tabelo 8 x 8. W. Baverlyju

s)

(1848, slika

3.a) in C.F. Jaenischu (1852, slika 3.b) je uspelo najti resdit
vi, za kateri pripadajoci tabeli predstavlijata magiéna kvadra-

o
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Slika 3
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ta s konstanto (1 + 2 + 3 + ... + 64)/8 = 260.

Nalogo o poZre3nem konjicku so posku3ali redevati tudi na "3a-
hovnicah" drugih oblik in velikosti. Tako na primer obstaja
sklenjena re3itev za kocko 4 x 4 x 4 , pri cemer enotne kocke
predstavijajo polja, pa tudi za "3ahovnico" na povrSini kocke
4 %4 x 4. Ve¢ trditev o obstoju re3itev na posameznih neobicaj-
nih Zahovnicah je postavil Ze Euler.

Za pravokotne Sahovnice velikosti p x ¢ , pri Cemer sta
g 23, se je izkazalo:

- naloga ni redljiva samo za naslednje Sahovnice:
3 x3,3x5:3x6 in 4% 4

- na Sahovnicah: 3 x 4,3 xn, n 27, 4 x5,4x6,4xT7,
4 x 8 din  (2n+1) x (2m+1) (ter morda Se katerih) ob-
stajajo le nesklenjene resitve.

1Y we

Ve o poZrednem konjicéku lahko bralec prebere v knjigi [1] 5

iz katere je povzeta tudi vecina povedanega.

POLIEDRI IN "POPOTOVANJE OKROG SVETA" [4]: V sestavku, ki ga
je Kraljevska drufba (Royal Sceiety) prejela 6. avgusta 1855,
je T.P. Kirkman(1806-1895) zastavil in posku3al red3iti nasled-
nji problem:

Al1i se lahko sprehodimo po robovih po]iedraf tako da gremo sko
zi vsako oglisce (natanko) enkrat, in nato sprehod konéamo v
zacetnem ogliscu?

No, izkazalo se je, da je v njegovi glavni trditvi napaka. Tako
je edini prispevek omenjenega sestavka zastavitev problema in
dokaz, da obstaja dovol]j obseien razred poliedrov, za katere
naloga ni redljiva.

Malo zatem, 7. oktobra 1856, je znani matematik in astronom
W.R. Hamilton (18B05-1865) objavil svo] "dvajseterski radun”
(Icosian Calculus) - primer nekomutativne operacije. ki mu je

"0 poliedrih je Presek ¥e pisal, na primer v Vlll.letniku, strani 134-142.
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Slika 4 prikazuje komplet za dvajsetersko igro (isosian game).



nadel predstavitev v sprehajanjih po mreZi dodekaedra (dvanaj-
sterec = pravilno telo z 12 (dodeka-) mejnimi peterokotniki in
20 (ikoza=-, gr. eikosi) oglid¢i). To predstavitev je tudi upo-
rabil kot osnovo za "Dvajsetersko igro" (lcosian Game, glej
sliko 4), ki zahteva od reSevalca, da po zemljevidu, ki ga se-
stavlja mreZa dodekaedra, obide 20 mest - vozli3ca mreZe, vsa-
kega po enkrat.

Iz vozlidéa, v katerega smo pridli, lahko nadaljujemo sprehod
po dodekaedrski mrezi le na levo (L) ali desno (D). Torej je
vsak sprehod mogofe popisati z zaporedjem Ljev in Djev. Zaradi
pravilnosti dodekaedra pri tem zacetna tocka in smer nista po-
membni. Stikanje takih zaporedij je asociativna operacija; ki
pa ni komutativna, saj LD # DL . Veljajo pa naslednje zveze:

DS ='L5 = 1

DL2D = LDL
LD2L = DLD
DL3p = L2
Lp3L = D2

Zahtevo igre lahko sedaj povemo takole: poisci zaporedje Ljev
in Djev dolZine 20, ki ima vrednost 1 in ne vsebuje nobenega
podzaporedja z vrednostjo 1. Z nazornim razmislekom je kaj
lahko sprevideti, da zaporedje, ki je re3itev, ne more vsebo-
vati podzaporedij rD?L, DL?D, (LD)3L, (DL)3D, D* in LY

Nastete zveze nam omogocajo, da "izracunamo" moZne resitve.
Poglejmo si primer:
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= L3pL3p = (L®D)2 = (LDL3p2)2 = (LDLDL3D3)? =
= LDLDLLLDDDLDLDLLLDDD

Dobljeni obhod je prikazan z debelej3o érto na sliki 5.

OMIZJE KRALJA ARTURJA: Se kot gimnazijec sem se, najbrZ ob ka-
kem od matematiénih tekmovanj, srecal z naslednjo nalogo:

Na dvoru kralja Arturja se je zbralo 2n vitezov. Za vsakega iz
med njih velja, da si ni (vzajemno) sovraZen z vel kot n-1 od
prisotnih vitezov. PokaZzi, da Merlin (svetovalec kralja Artur-
ja) lahko posede viteze okrog okrogle mize, tako da ne bo nih-
¢e sedel ob svojem sovraZniku!

Kasneje sem to nalogo zasledil tudi v nekaj zbirkah nalog za
srednjesolce [5, 11] .

Za vse tri opisane naloge lahko najdemo skupni imenovalec v te
oriji grafov. V nadaljevanju bomo uporabljali terminologijo iz
[3]; o teoriji grafov glej 3Se [12. ZJ. Vsaki nalogi lahko pri-
redimo graf, in sicer takole:

- Naloga o poZrednem konjidku : vsakemu polju Sahovnice ustre-
za tocka grafa. Tocki sta povezani natanko takrat, ko sta
ustrezni polji Sahovnice "povezani" s konjickovim skokom. Tako
dobimo, na primer, za 3ahovnico 4 x 4 graf, ki je prikazan
na sliki 6.

- poliedri in popotovanje okrog sveta: tocke so ogli3ca poli-
edra, povezave so robovi poliedra, graf (pravilneje slika gra-
fa) pa je kar mreZa poliedra.

- omizje kralja Arturja: vsakemu vitezu ustreza tocéka grafa.
Tocki sta povezani natanko takrat, ko si pripadajoca viteza
nista sovraina.

Ce prevedemo zahteve vseh treh nalog v besednjak teorije gra-
fov, sprevidimo, da vse zahtevajo isto:

V danem grafu dolodi, &e obstaja, pot (eikel), ki gre skozi
vaako todko grafa natanko enkrat.

1



Takim ciklom (potem) pravimo Hamiltonovi* eikli(poti).le v gra
fu obstaja Hamiltonov cikel (pot), pravimo, da je graf Hamilte

nov (3<ibko Hamiltonov).
Brez $kode za sploidnost lahko v nadaljevanju predpostavimo, da

so grafi, s katerimi imamo opravka, brez zank in med poljubni-
ma tockama vodi kveijemu ena (neusmerjena) povezava.

Osnovno vprasanje, ki si ga je teorija grafov zastavila v zvezi
s Hamiltonovimi grafi, je: Kako ugotoviti, ali je dani graf
(Sibko) Hamiltonov? Seveda je zaZeleno, da je pri tem "nacin
ugotavljanja" kar se da sploSen. Zato zastavimo Hamiltonove na

logo sa grafe takole:

Poi 331 potrebne in zadostne pogoje (postopek), ki za vsak dant

graf "udinkovito" odlodijo, ali je (&ibko) Hamiltonov ali ni!

Zal nam teoretiéni dosezki, sposojeni iz racunalnistva, o zah-
tevnosti postopkov (Karp, 1972) kaZejo na to, da najbrz (veci-
na strokovnjakov je v to prepricana, ceprav $e ni dokazano) ta
ki pogoji (postopek) za Hamiltonovo in njej podobne naloge ne
obstajajo.

teprav take "negativne" ugotovitve po svoje pokvarijo lepoto
in miren tek teorije, pa po drugi strani zagotavljajo "neizérp
nost" ustrezne problematike. V svojih prizadevanjih, da bi ug-
nali Hamiltonovo nalogo, so jo matematiki "grizli" z dveh stra
ni: zadostni pogoji za neobstoj (negativni pogoji) in zadostni
pogejti za obsteoj (pozitivni pogoji) Hamiltonove poti (cikla) v
danem grafu. Negativni pogoji niso negacija zadostnih pogojev za obstoj
(pozitivnih pogojev), ampak so negacija potrebnih pogojev za obstoj.

Do negativnih pogojev pridemo ponavadi tako, da pokaZemo, da
ima vsak (5ibko) Hamiltonov graf neko lastnost P. €e dani graf
nima lastnosti p, potem ni (3ibko) Hamiltonov.

Obicajno zadostuje Ze naslednja lastnost (3ibko) Hamiltonovih
grafov: ¢e iz danega Hamiltonovega grafa odstranimo k toék, da-
ni graf razpade na najveé k povezanih delov - kompoment; in na

* Eeprav bi bilo, kakor vemo, bolj poiteno, da bi mu rekli Kirkmanov
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najveé k+1 komponent, Ee je graf Sibko Hamiltonov. Iz te
lastnosti izhaja:

IZREK 1: Ce iz grafa ¢ odstranimo %k tock in tako dobimo graf
z veC kot k komponentami, potem graf ¢ ni Hamiltonov; e je
komponent vel kot %+1 , potem ni niti §ibko Hamiltonov.

Izrek 1 je pﬂsplbéitev ideje, s katero dokaZemo, da za Sahov-
nice z Tihim Stevilom polj ne cobstaja sklenjena reSitev naloge
o poZreidnem konjicku. Namrec: ¢e bi obstajala, bi, ker konji-
tek skate ...belo, €&rno, belo, €rno,... vsebovala enako 3tevi
1o belih kot ¢rnih polj. To pa pomeni, da ima Sahovnica sodo
Stevilo polj.

Z izrekom 1 pokaZemo tudi, da za Sahovnico 4 x 4 ne obstaja
za nalogo o poZrednem konjicku niti nesklenjena reditev. V ta
namen zadostuje, da odstranimo iz pripadajotega grafa (glej
sliko 6) toike 6, 7, 10 in 11. Dobimo 6 komponent.

Tudi pozitivnih pogojev je cel kup. VeZina jih temelji na spoz
nanju, da je graf (3ibko) Hamiltonov, ¢e je le dovolj moéno po
vezan (in ima morda 5e kako drugo lepo lastnost). Najznacilne]j
e za pozitivne pogoje je zaporedje pogojev, ki so sorodni tr-
ditvi iz naloge o omizju kralja Arturja. Prvi korak v tem zapo
redju je Diracov izrek (1952), med zadnjimi pa Chvdtalov izrek
(1971). Slednjega navajam brez dokaza. 3e prej pa povejmo, kaj
je to stopnja todke: to je Stevilo (razliénih) tock, ki so s
povezavo povezane z dano tocko. Stopnjo toike w oznacimo z
d(u) . Tako, pripravlijeni smo:

IZREK 2. Naj bo d4y = dz < da ... = dﬂ zaporedje stopenj tock
grafa ¢ na n 2 3 tockah. Ce je za vsako naravno Stevilo k, ta-
ko da je 1 <= k < n/2, velja

potem je graf ¢ Hamiltonov.

Nekaj nadaljnjih rezultatov o Hamiltonovi nalogi je pomesanih
5e med naslednjimi nalogami:



NALOGE

Pokazi, da naloga o poZrednem konjicku ni re3ljiva za Sahoy
mEcEs 3 ax-3.10 37 a0 BcrnE 38 o Gl

Poii¢i (nesklenjeno) resitev naloge o poZredSnem konjicku za

Zahovnice: 3 x 4, 4 x 5, 4 x 6 in 5 x 5 !

Poi&éi sklenjene reditve naloge o poZrednem konjiiku za 3a-

hovnico 6 x 6 , za "Sahovnici" na sliki 7 in za "Sahovni-

ci" (prostorsko in povr3insko) v (na) kocki 4 x 4 x 4 |

Na 3ahovnico postavimo na polja, ki vsebujejo &rno piko

(slika 8), €rne figure. Ali lahko postavimo na Sahovnico be

lega konja tako, da bo v 16 skokih "poZrl" vse &érne figure?

Ali velja v "Dvajseterski igri" zveza: DL = LD? ?

Doloéi vse reSitve "Dvajseterske igre", ki se zacenjajo z

DppL... oziroma LDPDDLL... !

Ali v grafih na sliki 9 obstaja Hamiltonov cikel (pot)? ce

pot (cikel) obstaja, jo (ga) narisil!

Iz Chvdtalovega izreka izpelji:

a) Orejev tarek (1960): Naj v grafu ¢ na n 2 3 toctkah za
vsak par tofk u in v, ki nista kraji3¢i skupne povezave,
velja:

dlu) + d(v) 2 n

potem je graf ¢ Hamiltonov.
b) Diracov izrek: Naj v grafu G na »n = 3 tockah za vsako

toéko u velja d(u) % n/2 , potem je graf ¢ Hamiltonov.
Iz pozitivnih pogojev za obstoj Hamiltonovih ciklov dobimo
obic¢ajno pozitivne pogoje za obstoj Hamiltonovih poti, tako
da grafu dodamo novo toéko, ki jo poveZemo z vsemi tockami
originalnega grafa. Izpelji pogoje za obstoj Hamiltonovih
poti, ki izhajajo iz Chvdtalovega, Orejevega in Diracovega
izreka!
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10.

n deklet in n fantov je pridlo na ples. lzkazalo se je, da
se vsako dekle pozna z vsaj polovico fantov, in da se wvsak

fant pozna vsaj s polovico deklet.

a)

b)

DokaZi, da lahko vsi skupaj zapleSejo kolo tako, da bo
vsako dekle med znanima fantoma in vsak fant med znanima
dekletoma!

Nasvet: V pripadajocem grafu lahko med seboj (vsakega z
vsakim) poveZemo s povezavami vse fante; ravno tako tudi
dekleta. Zakaj!?

Dokazi, da lahko vsi hkrati zaple3ejo tako, da bosta
vsak par sestavljala znanca!

Viadimir Batagelj

LITERATURA

(1]
@
Gl
(4]
(sl
(6]
g
(8]
5
Gl

ikt
[i3)

W. Ahrens, Matematische unterhaltungen und spiele. B.G. Teubner,
Leipzig, Berlin, 1. del 1910 / 2. del 1918

B. Andrésfai, Introductory graph theory. Akadémiai Kiad6, Budapest
1977

D. Bezek, V. Batagelj, Nekag o grafih in njthovi uporabi. Presek &
(1978/79) 1, 24-31

N.L. Biggs, E.K. Lloyd, R.J. Wilson, Graph theory 1736-1936‘ Claren-
don Press, Oxford 1976

C. Budurov, V. Florov, sbornik ot zadad? za matematideski olimpiadi.
Narodna prosveta, Sofija 1966

H.E. Dudeney, Amisemente in mathematics. Dover, New York 1970 (ruski
prevod v: Kenterberijskie golovolomki. Mir, Moskva 1979)

M. Gardner, Matematideskie dosugi. (Prevod iz angle3&ine) Mir, Mosk-
va 1972

M. Gardner, Matematideskie golovolomki © razvledenija. (Prevod iz
angles&ine) Mir, Moskva 1972

E.l. lgnatiev | V carstve smekalki. Nauka, Moskva 1978

2. Kosti¢, Med tgro in matematiko. DZS, Ljubljana 1963

D.0. 3kljarskij, N.N. Cencov, |.M. Jaglom, Izbranye zadadi i teovemy
elementarnoj matematiki. Nauka, Moskva 1976

J. Vrabec, Prikaz teorife grafov. Obzornik Mat. Fiz. 14 (1967) 58-71,
107-120

N. Wirth, Rafunalnidke programivanje. (Prevod iz angled€ine) DMFA
SRS, Ljubljana 1979





