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MATEMATIKA

HAMILTONaVA NALOGA ZA GRAFE

Hami ltono va nal oga za gr afe, s kater o se bom o se zn ani l i v tem
s e s tav ku , j e en a izme d "kla si t ni h" nalog teorije grafov. Kak or
vrs ta drug ih podro tij teo r i j e gr afo v in mat emati ke nas pl oh , je
t udi ta naloga pognal a i n tr pa la svoje osnovne zamisl i in spo­
znan j a iz bogate zakladni ce kr at kotasne matematike. Poglejmo
si najprej tri kratko tasne naloge, ki predstav ljajo neka kšne
"kor enine" Hamilton ove nalog e:

NALO GA O P02RE SNEM SAHOVSK EM KONJI č KU : V pari š ki Bibl iote ki
hra ni j o pod š te vi l ko 10287 pe rgament i z XIV. stolet ja , v ka t e­
rem j e v lat i nš ti ni za pisa n na j starejši z nani pr imer n a loge o

požrešnem konj i čku :

Na zgor nj o pol ov i co šahovni ce r a zmes t i mo vseh 32 š ahovski h fi­

gur . Pri tem enega od konj ev postav imo v zgornj i levi vog al.
Al i lahko ta konj v e noi nt r i de se t i h zaporednih skok ih "požre"

vse ostale figure?

Odgovor na zastavljeno vpr a šan je je pritrdilen . En o i zm ed re ­
š i tev pr ikazuje slika 1.

Sl i ka 1
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Od tu je l e korak do dan ašnje oblik e naloge o požrešnem konjiš
ku - zast a vl j e ne za ce l o šahovnico. V tej oblik i se je naloga

ra zširila po Evro pi nekje na za tet ku XVI I I. stolet j a. Od tedaj

že ves tas privla ti lj ubite l j e kr atk ot as ni h nalog . Z njo se
je ubadala in prispevala svo j delež k njenemu reševanju vrsta

znanih matema tikov : A. de Mo i vre (1667-17 54), L . Eu Ze r (1707­

17 83) , A . T . Va nde r monde (1 73 5- 1796 ), K. F. Gauss (1777-1 855),

H.E . Du d e n e y (1 857- 1930 ) , J . Kur schak (1 864- 1933) , .. . pa t u-
di d r ug i h, ki s t a jih privla t ila šahovni ca i n "trenje or e-

hov ": CoZZ i ni (18 . stoL), Warnsdorf ( pr va polov i ca 19. s t ol i ) ,

Jaenisch (sred ina 19. stol.), francos ki gen e r a l Par ment i e r ,

Fro s t (druga polovica 19 . stoL), .. .

Na lo ga o požrešnem konj i t ku ne man j ka v nobeni pr egl edn i knji -
-l<

gi po zab avni mate mati ki [1,6 ,7 ,9 ,10J. Najd emo j o tudi v [13J ,
kj e r jo j e N. Wi r t h uporabil za ilustracijo metode drevesnega
pr eb ora ( back t r a ck i ng ) .

Zarad i i zredno vel ikega štev il a mo žni h s ka kljan j je nesistema­
tit no is kan j e r e š i t ve ponavadi obso jeno na neuspeh . Posamezni,
bolj ali man j uspe šni načini re ševanja naloge običajno po
stavi jo dod atna pravila, ki naj jim s kak l j anj a zadoščajo.

Nekaj re šitev je pri kazanih na sliki 2: a) A . de Moivr e ,

b) A . Po n qr a c z , c-d) E . Fa Zkn er (drug a polovica 19. s t ol , },
e-f) T . Parment i er, g) C. Co ZZi ni , h) A .H . Fros t , i- k) L . Eu ­

Zel' , l-p) A . Cr etaine (sredina 19. stol.), r-s) A . T. Vande rmo?:!;

de .

Rešitve i-s imajo še dodatno lep o lastnost , da so s klenjene -
s polja, na ka t erem ko n j i č e k sv oje s kaklanje k on ča, la hko s ko či

na začet no polje.

na kateremkoli polju šahovni ce. Prvo znano s kle nj eno re šitev
zasled imo v Eule rj ev em pi s mu ( 26. april 1757) Goldb achu .

Reš itev naloge l ah ko poda mo tud i ta ko, da na pos amezno pol je

šahovnice zapišemo zapo r edno š t evi l ko kora ka (od 1 do 64). Ta-

* š tev l l a vog latem oklepaju označujejo 1lte ra tu ro , zb rano na koncu sestavka.
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ta s konstanta ( 1 + 2 + 3 + ... + 54) /8 = 250 .

Nalogo opožrešnem konjifku so poskušali reševati tudi na "ša­

hovnicah " drugih oblik in velikosti . Tako na primer obstaja

sk lenjena rešitev za kocko 4 x 4 x 4 , pri femer enotne kocke

pred stavljajo polja, pa tud i za " š a hovn i co" na površini kocke

4 x 4 x 4. Vef trditev o obstoju rešitev na posameznih ne ob t č eJ ­

nih šahovnicah j e postavi l že Eule r .

Za pra vokot ne šahavni ce vel ikosti p x q , pri femer sta

p,q ~ 3 , se je izkazalo :

- na loga ni rešljiva samo za nas lednje ša hovn i ce:

3 x3,3x5,3 x5 in 4 x4;
- na ša hovn icah : 3 x 4,3 x n , n ~ 7, 4 x 5 ,4 x 6, 4 x '],

4 x 8 in (2n+l) x (2m+l) (ter mord a še katerih) ob­

stajajo . l e nesklenjene rešitve.

Vef opožreš nem konjifku l a hko bralec prebere v knjigi [1)
iz katere j e povzeta tudi vefina povedanega .

PO LIE DR I I N "POPO TOVANJE OKROG SV ETA" [4J: Vses tavku, ki ga

je Kral jevska dru žba (Royal So ciety) preje la 5. avgusta 1855 ,

je T .P . Kirkman ( 18 0 5 - 18 9 5) zastavil i n poskuša l reš it i nas led­

nj i prob lem :

*Ali se la hko sp rehodimo po ro bovi h po liedra , tako da gremo sko

zi vsako og l išfe (nata nko) enkrat , in nato spre hod konfamo v

zafetnem oglišfu?

No, izkaza lo se je, da je v njegov i glavni t r di t vi napaka . Ta ko

je edini pr ispevek omenjenega sestavka zastavitev prob le ma in

dokaz, da obstaja dovo l j obsežen raz red po liedrov, za katere
na loga n i r e šl j i va .

Ma l o zatem , 7 . oktob ra 1855 , je znani ma t ema t i k in ast rono m
W.R . Hamilton ( 1805- 1865 ) objavil svo j "d v a js e t er s k i račun "

( Ic os i a n Calcul us ) - primer ne komutativne operacije , ki mu je

"o pol iedrih je Presek že pisal, na prime r v VIII. letn iku, st rani 134- 142.
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51 ika 4 prikazuje komplet za dvajsetersko igro (isosian game) .
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našel pre dstav itev v sprehajan jih po mreži dode kaedra (dva naj­

stere c = pravilno telo z 12 (dode ka-) mejnimi petero kotni ki in

20 (i koza -, gr . eikosi ) og li š či) . To predstavit ev je tudi upo­

r abil kot osnovo za "Dvajseters k o igro " ( I cos i a n Game, glej
s l i ko 4 ) , ki zahteva od r eš evalc a, da po zemljevidu , ki ga se­

stav lja mre ža dode kaed ra, ob ide 20 mest - vo zl i š ča mre že , vs a ­

kega po e nkrat.

Iz voz l išča , v kat e r ega smo pr i šli, la hko nadal jujemo s pr e hod

po dodekaedr s ki mrež i le na levo ( L) al i desno ( D) . Torej je
vs ak sprehod mog oče popisat i z zaporedj em Lj e v i n Dj e v . Zaradi

pr avil nosti dode kaed r a pr i t em z ač e t n a t o č k a i n s mer nista po­

me mbni. Sti ka nje ta ki h za por ed i j je asociat ivna opera ci ja ; ki
pa ni komut a ti vna, s aj LD I DL . Vel ja jo pa na s l ednj e zveze:

Ds = 'L s = 1

DL2D LDL

LD2L DLD

DL3D L2

LD3L D2

Zahtevo ig re lah ko s eda j povem o takole : poiš či zaporedje Lj e v

i n Dj e v dolž ine 20, ki ima vredn ost 1 in ne vs e buj e nobenega
pod za poredj a z vred nostj o 1. Z nazor ni m razmis l eko m j e kaj
l ahko s pr e vi deti , da zaporedj e, ki j e r e ši t ev, ne more vsebo­
vati podzap or ed i j LD2L , DL2D , ( LD ) 3L , ( DL ) 3D, D" i n L " .

Naš t e te z vez e nam om og o č ajo , da " i z r ač u n a m o" mo žne r ešitve.

Poglejmo s i primer :

10
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L3DL 3D = ( L3D) 2 = ( LDL3D2) 2

LDLDLLLDDDLDLDLLL DDD

Dobljeni obhod je prikazan z debelejšo črto na sliki 5.

OMIZJE KRALJA ARTURJA: Se kot gimnazlJec sem se, najbrž ob ka ­

kem od matematičnih tekm ovanj, srečal z naslednjo nalogo:

Na dvoru kralja Arturja se je zbralo 2n vitezov. Za vsakega iz
med njih velja, da si ni (vzajemno) sovražen z ve č kot n -lod
pr isotnih vitezov. Pokaž i, da Merli n (svetovalec kralja Artur­
ja) lahko posede viteze okrog okrogle mize, tako da ne bo ni h­
če sedel ob svojem s ovr ažn i ku !

Kasneje sem to nalogo zasledil tudi v ne kaj zbirkah nalog za

sred nje šol ce [5, 11) .

Za vse tri opisane naloge lahko najdemo skupni imenovalec v te

oriji grafov. V nadaljevanju bomo uporabljali term inologijo iz

[3]; o teoriji grafov glej še (12, 2J . Vsaki nal ogi lah ko pri­
redimo graf, in sicer ta kole:

- NaLoga o požre šn e m konjičku : vsakemu polju šahovnice ustre­
za točka grafa . Točki sta povezani natanko takrat, ko sta
ustrezni polji šahovnice "povezani" s konjičkovim skokom . Tako
dobimo, na primer, za šahovnico 4 x 4 graf, ki j e pri kazan
na sliki 6 .

- poLiedri in popotovanje okrog sveta : toč ke so ogliš ča poli­
edra, povezave so robovi poliedra, graf (pravilneje slika gra­
fa) pa je kar mreža poliedra.

- omizje kraLja Artu rja: vsakemu vitezu ustreza toč ka grafa.
Točki sta povezan i nata nko t akrat, ko si p r ipadajoča.viteza

nista s ovr ažna.

če prevedemo zahteve vs e h treh nalog v besednjak teo r ije gra­

fov, sprev idimo, da vse zahtevajo isto :

v dan em grafu do Loči, če ob sta ja , po t (oike LJ , ki gr e s k ozi

v sako točko grafa natanko e nkrat.

11



Takim ciklom (potem) pravimo Hami~tonovi * cik~i (poti ) . č e v gr~

fu obstaja Hamilt onov cikel (p ot), pravimo, da je graf Hami l t q

nov ( š i b k o Hami~ tonov ) .

Brez šk ode za splošnost lahko v nadaljevan ju predpostavimo, da
so grafi, s katerimi imamo opr avka , brez zank in med poljubni­

ma to čkama vodi kv ečjemu ena (neusmerjena) povezava.

Osnovno vpra šanje, ki si ga je teorija gr afov zastavila v zvezi
s Hamiltonovimi graf i, je: Kak o ugotoviti, ali je dani graf
(šib ko) Hamiltonov ? Seveda j e za želeno, da j e pri t em " n ač i n

ugotav lj anja" kar se da s pl oš en . Za t o zas tav imo HamiZ f onovo n a

Zago z a graf e ta kole:

Po i šči po t rebne in z ado stne p og o j e ( postopek) , ki za vs a k dan i

graf "u č i nk ov i to" odZočijo , a~i j e (ši b ko ) Hami ~ tonov aZi ni !

Zal nam teoretični dosežki, sposojeni iz računalništva, o zah­
tevnosti postopkov ( Karp, 1972) kažejo na to, da najbrž (veči­

na strokovnjakov je v to prepričana , čeprav še ni dokazano) t~

ki pogoji (postopek) za Hamiltonovo in njej podobne naloge ne
obstajajo .

č eprav ta ke "ne ga t i vne" ugotovitve po svoje pokvar i j o le poto

in mi ren tek teor ije, pa po drugi strani zagotavlj ajo "neizčrE

nost " ustre zne problemati ke. V svojih pri zadevan jih, da bi ug­
nal i Hamiltonovo nalogo, so j o matemat i ki "gr iz li" z dveh str~

ni: zado s t n i p ogoji za n e obstoj (negativni pogoji) in z adostn i

p og oj i za obstoj (pozitivni pogoji) Hamiltonove poti (ci kla) v

danem grafu. Negativni pogoji niso negacija zadostnih pogojev za obstoj
(pozitivnih pogojev) , ampa k so negacija potrebnih pogojev za obsto j.

Do negativnih pogojev pridemo ponavad i t a ko , da pokažemo , da

ima vsa k (šib ko) Hamilto nov graf nek o lastnost P . če da ni graf
nima lastnosti P , pot em ni ( šibk o) Hamiltonov.

Ob i čajno zad ostu je že naslednja l as t nos t (š i bko) Ham iltonov ih
grafov : če iz danega Hamiltonovega grafa odstranimo k toč k, da­

ni graf razpade na najve č k povezanih delov - k omp onen t ; in na

* čeprav bi b ilo, kakor vemo, bolj pošteno, da bi mu rekli Kirkmanov

12



najve č k+ 1 kompone nt , če j e graf šibko Hamiltonov. I z te

lastnosti izhaja:

IZREK 1: ~e iz grafa G odstranimo k točk in tako dobimo graf

z več kot k komponentami, potem graf G ni Hamiltonov; če je

komponent več kot k+ 1 , potem ni niti šibko Hamiltonov.

Izre k 1 je posplošitev ideje, s katero dokažemo , da za šahov­
nice z lihim številom pol j ne obstaja sklenjena rešitev naloge
o požrešnem konjičku. Namreč: če bi obstajala, bi, ker konji­
ček skače ... belo, črno, belo, črno, ... vsebovala enako števi

lo bel ih kot č r n i h polj. To pa pomeni, da ima šahovnica sodo
število polj.

Z izre kom 1 pokažemo tudi, da za šahovnico · 4 x 4 ne obstaja

za nalogo o požrešnem konjičku niti nesklenjena rešitev. V ta
namen zadostuje, da odstranimo iz pripadajočega grafa (glej
sliko 6) točke 6, 7, 10 in 11. Dobimo 6 komponent.

Tudi pozitivnih pogojev je ce l kup. Ve čina jih temelji na spo~

nanju, da je graf (šibko) Hamiltonov, če je le dovolj močno PQ
vezan (in ima morda še ka ko drugo lepo lastnost). Najznačilnej

še za pozitivne pogoje je zap oredje pogojev, ki so sorodni tr­
ditvi iz naloge o omizju kralja Arturja. Prvi korak v tem zapo
redju je Diracov izrek (1952), med zadnjimi pa Chvdt alov izrek

(1971). Slednjega navajam brez do ka ia. še prej pa povejmo, ka j
je to stopnja točke: to je število (različnih) toč k, ki so s
povezavo povezane z dano točko . Stopnjo točke u označimo z
d (u } . Tako, pripravljeni smo:

IZREK 2. Naj bo d 1 $ d 2 $ d 3 $ d n zaporedje stopenj točk

grafa G na n ~ 3 toč kah . ~e je za vsa ko naravno število k , ta­
ko da je 1 s k < n12, velja

potem je graf G Hamiltonov.

Nekaj nadaljnjih rezul tatov o Hamiltonovi nalogi je pomešan ih

še med nasled njimi nalogam i:

13



NALOGE

1. Pokaži, da naloga o požreš nem konjičku ni rešljiva za šahov

nice : 3 x 3, 3 x 5 in 3 x 6 !

2. Poišči (nesklenjeno) rešitev naloge o požrešnem konjičku za

š a hovni ce : 3 x 4, 4 x 5, 4 x 6 in 5 x 5 1
3. P o i š či sklenjene rešitve na loge o požrešnem konjičku za ša­

hovnico 6 x 6 , za "šahovnici" na sliki 7 in za "šahovni­

ci " (prostorsko in povr šinsko) v (na) kocki 4 x 4 x 4 !

4. Na šahovnico postavimo na polja, ki vsebujejo črno piko

(slika 8), črne figure. Ali lahko postavimo na šahovnico b~

lega konja .tako, da bo v 16 skokih "požrl" vse črne figure?

5. Ali velja v "Ovajseterski igri" zveza: DL = LD2 ?
6 . Določi vse rešitve "Dva j s e t e r s ke igre", ki se začenjajo z

DDDL . . . oz i roma LDDDLL . .. 1
7. Ali v grafih na slik i 9 obstaja Hamiltonov cikel (p~t)? c~

pot (cikel) obstaja, jo (ga) narišil

8. Iz Chvatalovega izreka izpelji:

a) Oreje v izre k (1960) : Naj v grafu G na n ~ 3 točkah za

vsak par točk u in v, ki nista krajišči skupne povezave,
velja:

d (u ) + d ( v )
>
= n

potem je graf G Hami ltonov .

b) Di r acov i z r~k: Naj v grafu G na n ~ 3 točkah za vsako

točko u velja d (u ) ~ n / 2 , potem je graf G-Hamiltonov.

9. Iz pozitivnih pogojev za obstoj Hamiltonovih ci klov dobimo
ob ičajno pozitivne pogoje za obstoj Hamiltonovih poti, tako

da grafu dodamo novo točko, ki jo povežemo z vsemi točkami

originalnega grafa. Izpelji pogoje za obstoj Hamiltonovih
poti, ki izhajajo iz Chvatalovega, Orejevega in Diracovega
izreka!

14
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10. n dek let in n fantov je pr i š l o na ples . Iz kazalo se j e , da
se vsak o de kle pozna z vsaj polovico fa ntov, in da se vsak
fant pozna vsaj s polovic o deklet.
a) Dokaži, da lahko vsi s kupaj zaple šejo kolo tako, da bo

vsako dekle med znanima fantoma in vsak fant med znanima
dekletoma!
Nasvet: V pripadajočem grafu lahko med sebo j ( vs ak ega z
vsakim) povežemo s povezavami vse fante; ravno tako tudi
dekleta. Zakaj! ?

b) Dokaž i, da lahko vsi hkrati zap lešejo ta ko, da bosta
vsak par sestavljala znanca!

VLadimir BatageLj
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