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A TEMATIGA

TEORIJA STEVIL IN VERJETNOSTNI RACUN

Teorija Stevil je veja matematike, ki prouZuje lastnosti naravnih Ztevil. Na
prvi pogled se zdi, da ne more imeti nobene zveze z verjetnostnim raunom,
ki dolofa verjetnosti raznim slu€ajnim dogodkom. Povezavo najdemo, e
nekatere trditve teorije Stevil izrazimo v jeziku verjetnostnega rafuna. Namen
tega &lanka je, da si ogledamo nekaj takih primerov.

Najprej si zastavimo vpraganje: Na slepo izberemo naravno Ztevilo n.
Kolikgna je verjetnost, da je liho? Pri tem seveda privzamemo, da ima vsako
naravno 3tevilo, naj bo majhno ali veliko, isto verjetnost, da ga izberemo.
Ker je polovica tevil lihih in polovica sodih, bo vsakdo takoj odgovoril, da
je iskana verjetnost % TeZava je v tem, da je naravnih 3tevil neskonZno.
Na loteriji Zrebajo 3tevilke iz neke konZne mnoZice ¥tevilk. Verjetnost, da
bo izbrana Ztevilka liha, izraunamo tako, da delimo Ztevilo lihih 3tevilk s
Stevilom vseh tevilk iz mnoZice Ztevilk, ki pridejo v podtev za Zrebanje.

Naj bo L lastnost, ki jo nekatera naravna %tevila imajo, druga ne. Lihost,
deljivost s 5, biti pradtevilo so primeri takih lastnosti. PoskuZajmo opredeliti
verjetnost, da ima na slepo izbrano naravno ¥tevilo lastnost L. V ta namen
vzemimo poljubno naravno $tevilo V in preitejmo, koliko je od 1 do N Ztevil
z lastnostjo L. Denimo, da jih je M. Potem je kvocient med ¥tevilom M
ugodnih moZnosti in $tevilom N vseh moZnosti enak verjetnosti vy, da ima
lastnost L Stevilo, ki ga na slepo izberemo izmed %tevil od 1 od N. Torej

Za razligne N je verjetnost vy tudi priisti lastnosti L v splofnem razliéna.
Vetajmo zdaj N &ez vse meje! Lahko se zgodi, da obstaja tako stevilo v, da
se v in vy razlikujeta za tako malo, kakor Zelimo, brz ko je NV dovolj velik.
V tem primeru pravimo, da zaporedje s Eleni vy konvergira proti v, ko gre
N Zez vse meje; Stevilo v pa imenujemo limita naega zaporedja. Z limito v
opredelimo verjetnost, da ima na slepo izbrano naravno Stevilo lastnost L, &e
ne postavimo nobene omejitve glede velikosti izbranega £tevila.

Oglejmo si zdaj nekaj zgledov:

1. Koliksna je verjetnost, da je na slepo izbrano naravno 3tevilo
deljivo z a3, kjer je a dano naravno 3tevilo?
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Izberimo poljuben N in ga delimo z a. Delitev se v sploinem ne izide,
tako da dobimo kvocient q in 3e ostanek o, ki je manj3i od delitelja a. Ce
smo prav delili, velja enakost

N=ga+o, 0<Lo<a (2)

Do N je q &tevil deljivih z a, namre¥ a,2a,...,qa. Naslednji veZkratnik
(g+1)aje ve&jiod N, ker je (g+1)a=ga+a>qga+o=N. Zato je v
nagem primeru M = q. Kvocient vy = -%"- = f zapi¥imo v obliki

qa N—o 1 o

N=Na""Na ~ 2 Na

Po enatbi (2) je namret ga = N — o. Ker je o < a, je Elen - na desni
manjsi od f;. Toda f; je tako majhno 3tevilo, kakor Zelimo, Ze je le N dovolj
velik. Zato se kvocient vy = % v nafem primeru pribliZuje vrednosti %, ko
gre N v neskonénost, to se pravi, da ima limito % Torej je verjetnost, da je
na slepo izbrano naravno 3tevilo deljivo z a, enaka %

Verjetnost, da na slepo izbrano naravno Etevilo ni deljivo z a, pa je seveda
enaka 1 — %

Navedena naloga je preprosta. ReZitev lahko takoj uganemo, &e pomisli-
mo, da je v zaporedju naravnih Stevil vsako a-to Stevilo deljivo z a. Oglejmo

si zdaj primer, pri katerem reZitve ne moremo kar tako uganiti.

Vv

2. Kolikina je verjetnost, da je na slepo izbrano naravno 3tevilo
prastevila?

Vemo, da je prastevil neskonéno. Odgovor na zastavljeno vpraZanje je
odvisen od tega, kako na gosto so med naravnimi $tevili posejana prastevila.
Naj bo spet N poljuben. Ponavadi ozna&imo s (/) Stevilo prastevil, ki so
manja ali enaka N. Tore] M = w(N). Iz teorije ¥tevil je znan izrek, da je
kvocient %’\ﬂ tako majhen, kakor Zelimo, €e je le N dovolj velik, to se pravi,
da konvergira proti ni&. Ceprav dokaz tega dejstva ni zelo zahteven, pa ga
vseeno tu ne moremo navesti. Ker je limita kvocienta % = 1%“—1 enaka nig,
je verjetnost, da izberemo pra3tevilo, enaka ni¢. To pomeni, da so prastevila
razmeroma redko posejana med naravnimi Stevili.

Dogodek, da je izbrano &tevilo pratevilo, ima verjetnost ni€. Kljub temu
to ni nemogo¥ dogodek, saj prastevila obstajajo in celo neskonéno jih je. Ce
je lastnost L taka, da se z njo odlikuje le kon&no mnogo naravnih 3tevil, je
seveda verjetnost, da ima po nakljugju izbrano Ztevilo to lastnost, enaka niZ.
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3. Naj bosta a in b dani naravni 3tevili. Kolikina je verjetnost, da
na slepo izbrano naravno 3tevilo ni deljivo niti z a niti z b?

Zgoraj smo ugotovili, da je verjetnost, da izbrano naravno 3tevilo ni
deljivo z a, enaka 1 — % Verjetnost, da ni deljivo z b, pa je 1 — %5

Zaznamujmo z V najmanjéi skupni veZkratnik Ztevil a in b. Spomnimo
se, da je vsako naravno &tevilo, ki je deljivo z a in z b, deljivo tudi z najmanjim
skupnim ve&kratnikom V. lzberimo si spet poljuben N in ga delimoz a, z b
in z V. Naj bo pri delitvi z a kvocient g in ostanek o, pri delitvi z b kvocient
q' in ostanek o, pri delitvi z V pa kvocient g” in ostanek o”. Potem veljajo
enatbe

N=ga4+o0, N=gb+o, N=q¢'V+o". 3)

Vsi ostanki so nenegativni in manj&i od ustreznega delitelja, torej o < a, o’ <
< b, o" < V.

Pregtejmo zdaj, koliko je do N £tevil, ki niso deljiva niti z a niti z b.
Najprej preértajmo v zaporedju 1,2,3,..., N tista Etevila, ki so deljiva z a.
Teh je g (glej dokazovanje pri prvi nalogi). Nato %e tista, ki so deljiva z
b. Ker je N = q'b+ o', je teh g’. Pri tem smo nekatera #tevila dvakrat
pre&rtali, namre¥ vsa, ki so deljiva z a in z b. Stevila deljiva z a in z b pa
so natanko tista, ki so deljiva z najmanjZim skupnim vetkratnikom V. Ker
je N = q"V 4 0", jih je q”, tako da smo g’ ¥tevil dvakrat preértali. Torej
g+ q' — q" Stevil med 1 in N smo vsaj enkrat preértali. Ta so tista, ki so
deljiva z a ali z b. Stevila, ki jih nismo pre&rtali, pa niso deljiva niti z a niti
z b. Le-teh je potemtakem

N—q-q'+4q"=M.
Izrakunajmo zdaj iz ena&b (3) kvociente g, ¢’ in q”.
lahko izrazimo takole:

Verjetnost vy = %

M I 1.1 t.a st e
e e f e S s e S B LTy 4
N r P VINaTE W @
Ker velja 0 < 0 < 2,0 < o/ < b,0 < 0" < V, so kvocienti %Qbi in -‘{;
nenegativni in vsi manj3i od 1. Zato je zadnji €len na desni v (4) po absolutni
vrednosti manj%i od 72? prvi 8tirje pa so neodvisni od N. Ko naraf€a N &ez
vse meje, postane zadnji &len tako majhen, kakor zelimo; gre torej proti ni&.
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Zato zaporedje vy konvergira, in sicer proti limiti

1 1 1
=1—-=-=——+4+— 5
d a BTV )
Limita v je verjetnost, da po naklju&ju izbrano naravno tevilo ni deljivo niti
z a niti z b. Pri tem pomeni V najmanjgi skupni veZkratnik Ztevil a in b.
Oglejmo si posebni primer, ko sta a in b tuji si $tevili. Tedaj je najmanjgi
skupni veZkratnik V kar produkt ab. Formula (5) se v tem primeru glasi

Sl 1.1
= a b ab
ZapiZemo jo lahko v obliki
1 1
v=01-2)1-7%) (6)

Na desni je prvi faktor 1 — % verjetnost, da izbrano %tevilo ni deljivo z a, drugi
1-— }—) pa verjetnost, da ni deljivo z b. Torej pri tujih si a in b izratunamo
verjetnost, da izbrano tevilo ni deljivo niti z a niti z b tako, da enostavno
pomnoZimo verjetnost, da ni deljivo z a, z verjetnostjo, da ni deljivo z b.

V verjetnostnem raunu velja pravilo o mnoZenju verjetnosti tedaj, kadar
so dogodki med seboj neodvisni. Ce igramo na primer na dve loteriji, je seveda
dogodek, da zadenemo glavni dobitek na prvi, neodvisen od dogodka, da ga
zadenemo na drugi. Zato je verjetnost, da zadenemo glavni dobitek na obeh
loterijah, enaka produktu vivg, kjer je vi verjetnost, da zadenemo glavni
dobitek na prvi loteriji, in v verjetnost, da ga zadenemo na drugi. Tudi
v zgornjem primeru smo mnofZili verjetnosti. Dogodek, da izbrano Ztevilo ni
deljivo z a, se vede potemtakem, kakor da je neodvisen od dogodka, da Stevilo
ni deljivo z b. To velja pri tujih si a in b.

Ce vzamemo namesto dveh tri naravna %tevila a, b in ¢, izratunamo na
podoben naéin verjetnost, da naklju€no izbrano naravno Stevilo ni deljivo niti
z a niti z b niti s ¢. RaZun je precej dolgovezen in formula za verjetnost
zapletena, zato je ne bomo navajali. Oglejmo si samo primer, ko so ¥tevila
a, b, ¢ paroma tuja. V tem primeru verjetnosti spet mnoZimo: Verjetnost
v, da izbrano 3tevilo ni deljivo niti z a niti z b niti s ¢, je enaka produktu
verjetnosti, da ni deljivo s posameznimi Stevili, torej

v= (1= )= £)X1-2).
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Za zgled vzemimo za a, b, c prva tri pradtevila 2, 3 in 5. Verjetnost, da
po naklju&ju izbrano naravno 3tevilo ni deljivo niti z 2 niti s 3 niti s 5, je enaka

1 1 1 4
V:(I—E)(l—i)(l—g)zﬁ.

Ce se spomnimo, kako smo opredelili verjetnost, lahko refemo, da Etiri pet-
najstine naravnih 3tevil ni deljivih niti z 2 niti s 3 niti s 5.

Pravilo, da pri dveh in treh tujih deliteljih verjetnosti mnoZimo, velja tudi
za poljubno kon&no mnoZico paroma tujih si Stevil a, b, ..., k. Verjetnost, da
nakljuZno izbrano naravno 3tevilo ni deljivo z nobenim Stevilom iz navedene
mnofZice, je enako produktu verjetnosti, da ni deljivo s posameznimi Ztevili te
mnofZice,

Oglejmo si na koncu %e dve zahtevnej3i nalogi. Preden navedemo prvo,
povejmo tole: Naravno Stevilo je brez kvadratnih deliteljev ali faktorjev, kadar
ni deljivo z nobenim kvadratom ve&jim od 1. Tako so npr. &tevila 6, 10, 15
brez kvadratnih faktorjev. Stevilo 6 ima delitelje 1, 2, 3, in 6; nobeden izmed
njih ni kvadrat, ve€ji od 1. Pa& pa imajo 8, 12 in 18 kvadratne faktorje.
Prvi dve Ztevili sta namre€ deljivi s 4 = 22, tretje pa z 9 = 32. Stevilo n
je brez kvadratnih faktorjev natanko takrat, kadar je produkt samih razli¢nih
praStevil (oziroma je prastevilo ali 1). Ce nastopa namreé v razcepitvi tevila
n na prafaktorje kakino prastevilo p vetkrat kot faktor, je n deljiv s p2, tore]
ima kvadratni faktor. Obratno je tudi res: Naj bo n deljiv s kvadratom k2,
kjer je naravno Stevilo k ve&je od 1. Ker je k deljiv vsaj z enim prastevilom p,
je potem n deljiv s p2 in v razcepitvi Stevila n nastopa prafaktor p najmanj
dvakrat.

Zdaj pa k nalogi!

4. KolikZna je verjetnost, da je na slepo izbrano naravno 3tevilo
brez kvadratnih deliteljev?

Pravkar smo ugotovili, da je naravno 3tevilo brez kvadratnih faktorjev
natanko takrat, kadar ni deljivo s kvadratom nobenega pratevila, torej kadar
ni deljivo niti z 22 niti s 32 niti s 52 itd. Verjetnost, da izbrano ¥tevilo n
ni deljivo z a, je 1 — %. Kvadrati med seboj razliénih pradtevil so paroma
tuja si Stevila. Zato dobimo verjetnost, da n ni deljiv niti z 22 niti s 32 itd.
tako, da pomnoZimo verjetnost, da ni deljiv z 22, z verjetnostjo, da ni deljiv
s 32, itd. Verjetnost v, da je izbrano %tevilo n brez kvadratnih faktorjev, se



269

potemtakem izraZa takole

v= (- )= 3= g) (7)

Na desni te€e produkt po vseh prastevilih. Toda, ojoj, prastevil je neskonéno
in je zato v tem produktu neskonéno faktorjev. Neskonéno faktorjev pa ne
moremo zmno#Ziti, niti z najhitrej¥im raunalnikom ne. KakZen pomen ima
potem izraz na desni v (7)?

PomnoZimo najprej prva dva faktorja, nato dobljeni produkt s tretjim
faktorjem, potem novi rezultat s €etrtim itd. Dobimo zaporedje delnih pro-
duktov

-3 (1= 3= 5). (1= 5)A= 30 - g o

Vsi faktorji so pozitivni in manjsi od 1. Zato so €leni v tem zaporedju delnih
produktov pozitivni in se manj3ajo. Vedno bolj se pribliZujejo nekemu &tevilu,
ki je spodnja meja tega zaporedja, in sicer najve&ja spodnja meja. To pomeni,
da zaporedje delnih produktov konvergira. Limito v imenujemo vrednost
neskon€nega produkta (7). Limita v, ki je v nafem primeru najve&ja spodnja
meja, je lahko pozitivna ali ni€. lzkaZe se, da je za produkt (7) pozitivna.
Limita v je verjetnost, da je na slepo izbrano naravno Stevilo brez kvadratnih
deliteljev, y

Kolik8na je vrednost produkta (7)7 lzraZunal jo je Ze Euler, in sicer
je ugotovil, da znaZa -1:—55 Tu ne moremo razlagati, kako je Euler priel do
rezultata. Povemo lahko samo to, da je njegova pot zelo zanimiva,

Odgovor na Zetrto vpraZanje se potemtakem glasi:

Verjetnost, da je na slepo izbrano naravno Stevilo brez kvadratnih
deliteljev, je ;6,-.

NaZe dokazovanje, da je iskana verjetnost enaka produktu (7), seveda
ni povsem neoporeéno, saj nismo dokazali pravila o mnoZenju verjetnosti
za primer, ko imamo neskonZno mnoZico paroma tujih si 3tevil. Vendar
v matematiki pogosto pridemo do kakZnega rezultata najprej po poti, ki
ni povsem zanesljiva, in potem, ko rezultat Ze poznamo, poskufamo najti
zanj neoporeéno utemeljitev. To v nasem primeru gre, le neoporeten dokaz,
da je iskana verjetnost ;6-: je dosti bolj zapleten. Povejmo, da je tudi
Euler izrafunal vrednost produkta (7) na na&in, ki z dana3njega stali¥¢a ni
neoporecen.
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V produktu (7) nastopajo kvadrati prastevil. Oglejmo si podoben pro-
dukt

(1= 301=3)01=5). ., ®)

ki tudi tefe po vseh pradtevilih. Faktor 1 — 1 pomeni verjetnost, da po
naklju&ju izbrano naravno %tevilo ni deljivo s p. Neskon&ni produkt (8) lahko
potem tolma&imo kot verjetnost, da izbrano Ztevilo ni deljivo z nobenim
prastevilom. Toda edino naravno &tevilo, ki ni deljivo z nobenim pra3tevilom,
je 1 in verjetnost, da v neskonéni mnoZici naravnih Ztevil izberemo ravno
Stevilo 1, je enaka ni€. Res se izkaZe, da je vrednost produkta (8) enaka ni&:
Zaporedni delni produkti postanejo séasoma poljubno majhni, konvergirajo
proti ni&.

Na koncu obravnavajmo Ze eno nalogo, ki pa je za spoznanje razliéna od
dosedanjih.

5. Na slepo izberemo dve naravni Stevili. Kolikina je verjetnost,
da sta si tuji?

Stevili m in n sta si tuji natanko tedaj, kadar ni pradtevila, ki bi delilo
obe. Ce si namre€ m in n nista tuja, imata kak skupni delitelj k, ki je ve&ji
od 1. Zato je k deljiv vsaj z enim pra&tevilom p in s tem p sta deljiva tudi
m in n. Ce pa, obratno, obstaja praitevilo p, ki deli m in n, potem si m in
n nista tuja.

Kadar na slepo izberemo dve naravni $tevili m in n, je dogodek, da je
tevilo m deljivo z a, neodvisen od dogodka, da je Stevilo n deljivo z a. Ker
je verjetnost obeh dogodkov % je verjetnost, da sta m in n oba deljiva z a,
enaka produktu obeh verjetnosti, torej % : % = 317. Verjetnost, da nista oba
deljiva z a, pa je potem 1 — ;15. Brez dokaza povejmo, da je verjetnost, da
m in n nista oba deljiva niti z a niti z b pri tujih si a in b, enaka produktu
verjetnosti, da nista oba deljiva z a in verjetnosti, da nista oba deljiva z b.
(To se pravi, da se dogodek, da m in n nista oba deljiva z a, vede, kakor da
je neodvisen od dogodka, da nista m in n oba deljiva z b.) To pravilo velja
tudi v primeru, ko imamo ve& paroma tujih si tevil.

Zgoraj smo ugotovili, da sta si m in n tuja natanko takrat, kadar ni
prastevila, s katerim bi bila oba deljiva. Pripadajo€a verjetnost v je zato
enaka produktu verjetnosti 1 — 51;, da nista oba deljiva z 2, z verjetnostjo
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1- -31!—, da nista oba deljiva s 3, itd. po vseh pradtevilih. Torej

v=(1—2i.2}(1-—§12-)(1—5l2)...

To je tudi verjetnost, da sta si na slepo izbrani naravni $tevili m in n
tuji. Produkt na desni je isti kakor v (7) in njegovo vrednost poznamo. Tako
smo ugotovili:

Verjetnost, da sta si na slepo izbrani naravni Stevili tuji, je ;6,-

Morda je prav, da se ob re¥itvah zadnjih dveh nalog nekoliko zamislimo.
Povejmo, zakaj.

Znani fizik Eugene Wigner pripoveduje v svojem &lanku Vloga mate-
matike v naravoslovju 1) zgodbo o statistiku, ki je pokazal svojemu nekdanje-
mu soSolcu separatni odtis svoje razprave o rasti populacije. So3olec je listal
po odtisu in kar ni mogel verjeti, da nastopajo pri teoreti&nem obravnavanju
rasti populacije tako zapletene matematiZne formule. Sprageval je o pomenu
raznih simbolov in znakov, med drugim tudi Erke w. Statistik je povedal, da
je w seveda razmerje med obsegom in premerom kroga. Na to mu je so¥olec
odvrnil: "Razmerje med obsegom in premerom kroga pa prav gotovo nima
nobene zveze z rastjo populacije!”

Ce bi nam kdo povedal, preden smo se seznanili z zadnjo nalogo in njeno
reditvijo, da je verjetnost, da sta na slepo izbrani naravni ¥tevili tuji, enaka
;6,-. bi tudi mi lahko podobno kakor statistikov soolec vzkliknili: “Kako je
to mogo&e? Saj tujost med naravnimi ¥tevili vendar nima nobene zveze z
razmerjem med obsegom in premerom kroga!"”

V &anku smo spoznali, da je to mogote. Stevilo  se res pogosto pojavlja
v matematiki in uporabi ter vEasih tam, kjer bi ga najmanj pritakovali.

Ivan Vidav

1) Prevod tega &lanka je iz3el v Easopisu Obzornik za matematiko in fiziko VIII (1961),
str. 145 - 154,





