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MATEMATIRA

MOBIUSOV TRAK

Samoumevno se nam zdi, da uporabljamo matematiko pri reSevanju Stevilnih
problemov z naravoslovnih in tehniénih podroéij. Prav tako nam je domaca
izjava $tevilnih umetnikov: O, matematika, z njo sem v sporu Ze od 3olskih
let!”” Redkeje pomislimo na moZnost, da matematiéna spoznanja lahko upora-
bijo tudi umetniki, na primer slikarji, kiparji, glasbeniki in celo pisatelji. Se
redkeje se primeri, da prideta do istega odkritja matematik in umetnik neodvi-
sno drug od drugega. Prav to se je dogodilo z M6biusovim trakom.

Svicarski kipar Max Bill je leta 1935 v prizadevanju, da ustvari dovrieno
umetnino, naredil kip z naslovom Enostanski trak (slika 1). Spoznanje, da je
njegovo "odkritje” le umetniSki prikaz matematikom Zze sto let znanega Mabi-
usovega traku, je umetnika moZno prizadelo. Za ve¢ kot 5tiri desetljetja je
opustil nadaljnja umetniska iskanja v tej smeri. Njegova vrnitev k proucevanju
Maobiusovega traku po letu 1979 je bila sicer uspe$na — ustvaril je veé¢ kipov ve-
like umetniske vrednosti — vendar ni mogel prikriti razogaranja: "'Ceprav nisem
iznaSel Mobiusovega traku, je bil 3tudij tega matematiénega fenomena zame ve-
likega pomena. V tej ploskvi sem nasel svoj filozofski pogled na simbol ne-
skonénosti.”

Kaj je pravzaprav Mobiusov trak?

To je zelo zanimiva ploskev, ki ima eno samo stran, njen rob pa je sklenje-
na krivulja. Tri leta pred smrtjo, leta 1865, jo je nadel nemski matematik in
astronom August Ferdinand Mobius. S proucevanjem njenih lastnosti se ukvar-
ja najmlajda veja geometrije — topologija. Topologija temelji na pojmu zvez-
nosti in gradi na abstraktnih matemati&nih pojmih. Ze po tem se razlikuje od
nazornih, starejsih vej geometrije.

Mabiusov trak dobimo, ¢e daljsi trak pravokotne oblike z ogliséi A, B, C
in D najprej zvijemo, nato zlepimo ogli§éi A in D ter B in C. Ce traku ne bi zvi-
li, preden ga zlepimo, in bi zlepili kar ogli3¢i A in B ter C in D, bi dobili krozni
obro¢ (slika 2).

Premislimo trditev, da ima Mobiusov trak le eno stran. To pomeni, da s
poljubne to¢ke Md&biusovega traku lahko pri vzdolZznem potovanju po njem
prispemo do tocke na "drugi strani” traku, ne da bi prestopili njegov rob. Zato
M@obiusovega traku ne moremo obarvati z dvema barvama, kar lahko naredimo

Slika 1. Enostranski trak M. Billa (1947/48) (glej prvo stran ovitka)
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s kroznim obroéem. Temu lahko obarvamo notranjost z eno barvo zunanjost
pa z drugo. Nasprotno pa Mobiusov trak lahko obarvamo le z eno barvo, in to
pri dvakratnem obhodu ¢opiéa (slika 3).

Maobiusov trak z matematicnega staliS¢éa nima debeline, zato njegovo
lastnost, da ima eno samo stran, bolje kot z barvanjem pojasnimo z vektorji, V
vsaki to¢ki Mdbiusovega traku si lahko predstavljamo dva nasprotno usmerjena
vektorja, ki sta pravokotna na trak in doloéata normali. Izberimo normalo v
neki tocki, ki lezi na sredini traku, in si mislimo, da se giblje po kroZnici, vzpo-
redni z robom. Ko naredi to¢ka en obhod in se vrne v zaéetno lego, ima norma-
la nasprotno smer. Sele po drugem obhodu ima normala v zaéetni toéki tudi
zacetno smer (slika 4). Tako ploskev, na kateri lahko najdemo zvezno pot z
zacetkom in koncem v isti toéki, vzdolZ katere se smer normale obrne, imenu-
jemo enostransko ploskev.

Rob Mobiusovega traku zato lahko z zvezno elastiéno deformacijo preobli-
kujemo v kroznico. Ce pa bi hoteli rob Mobiusovega traku zalepiti na krozno

A B

Slika 2. Z lepljenjem dobimo Mbiusov trak (levo) ali krozni obroé (desno).
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odprtino ne neki ploskvi, bi na-
leteli na teZzave. Mobiusov trak
bi v ta namen morali deformi-
rati tako, da bi njegov rob lezal
v prostoru kot obié&ajna krozni-
ca, ves trak pa bi bil pri tem na
eni strani ravnine te kroznice.
To pa v trirazseznem prostoru
ni mogoce, ée ne dopuséamo,
da ploskev seka samo sebe.

Slika 4. Spreminjanje orientacije
normalnega vektorja pri "potova-
nju’’ po Mobiusovem traku.
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Posebnost Mobiusovega traku vidimo tudi, ¢e ga posku$amo prerezati po
njegovi dolzini na dva enaka dela. Ce bi tako prerezali po sredini krozni obrog,
bi dobili dva enaka, loéena krozna obroéa, podobna prvotnemu. Ce bi poskus
ponovili z Mébiusovim trakom, bi po rezanju dobili le en povezan, dvakrat za-
sukan in daljsi trak, ki bi imel dva robova in dve razliéni strani: “notranjo” in
zunanjo'’. Ce pa bi Mobiusov trak prerezali po dolzini na tretjini $irine, bi do-
bili dva prepletajoc¢a se trakova. Eden od njiju bi bil pravi Mdébiusov trak, drugi
pa dvostranski trak z dvema poloviénima zasukoma.

Posebnosti Mobiusovega traku so navdihnile tudi veé¢ del nizozemskega
umetnika Mauritiusa C. Escherja. Rezanje je upodobil z dvema prepletajo&ima
se kacama, ki p;ehaiata druga v drugo in izhajata druga iz druge (slika 5), eno-
stranskost pa z neskonéno &eto konjenikov (slika 6) in z mravljami (slika 7).
Za razliko od M. Billa je Escher zvedel za Mdbiusov trak od svojih matemati-
énih prijateljev. Sicer pa tega umetnika poznamo zlasti po njegovih Studijah,
kako s podobnimi figurami popolnoma prekriti vso ploskev (slika 8). Ali je

%

Slika 5. Prepletajoci se ka¢i M.C. Escherja z naslovom Mobiusov trak | (1961)

/// 7
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Slika 6. Konjeniki M. C. Escherja (1964)

tokrat umetnik nakazal podroéje, s katerim naj bi se ukvarjali matematiki?

Ob koncu povejmo $e, kako je posebnost Mobiusovega traku uporabil pi-
satelj A.J. Duetsch v fantastiéni zgodbi Kam gremo od tod?, ki se dogaja v
mrezi bostonske podzemske Zeleznice. Vlak 3t. 86 s potniki odpelje s postaje
in izgine. Vsi ga zaman is¢ejo, Ceprav ga posamezniki veckrat slisijo nad ali pod
seboj. Problem nenavadnega izginotja resi harvardski matematik Roger Tupelo,
ki obupanim vodjem ZelezniSkega prometa razloZi svojo teorijo. Ker je pod-
zemna Zeleznica zelo kompleksna, je €isto mogoce, da je postala del enostan-

Slika 7. Mébiusov trak Il M. C. Escherja (1963)
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Slika 8. Prekritje ravnine z zivalmi M. C. Escherja.
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Slika 9. Mobiusova “zeleznica".

ske ploskve, torej ima obliko Mdbiusovega traku. Zato je vlak izginil. Vse, kar
lahko naredijo je le, da ¢akajo, da bo vlak dvakrat obvozil vso progo. In res!
Po tednu dni se vlak spet prikaze z zdravimi, a hudo prestra§enimi in utrujenimi
potniki (slika 9).

Milena Strnad








