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MATEMATIKA

PETNAJST IN PODOBNE IGRE

Igra "Petnajst" je dobro po-
Ker
pa je morda le vsi ne poznate,

znana starejsim bralcem.

jo bom opisal. Na kvadratu 4x4

lezi 15 ploséic velikosti 1x1,
en kvadratek pa je prazen.
PloiCice so oSteviléene s
Stevilkami od 1 do

s premikanjem plo3¢ic dobiti

15. Waloga:

"urejen" polozaj, ki ga prika-
zuje slika 1.
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Slika 1

te igre nimas doma, si jo la-
hko sam napravis. Iz papirja

jzrezi majhne kvadratke in jih
narisi na
(s1ika 2)

ostevilgi. Plosco si

drugem kosu papirja.
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Slika 2

Recimo, da je zacetni polozaj

tak, kot ga kaze slika 3:
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Slika 3
Kako bi prisli do konénega,

urejenega polozaja? Prvih dveh
yrstic ne bomo spreminjali,
zato jih na s1iki ne bomo niti
pokazali. Eno moino reSitev
kaze slika 4:
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Poglejmo Se enkrat resitev na sliki 4. Iz zacetnega poloZaja na
sliki 3 smo po nekaj potezah pres3li v konéni poloZzaj (ki ga ka-
Ze slika 1). Poteze moremo uganiti iz sosednjih_poloiajev. v
prvi potezi smo kvadratek 12 premaknili navzdol. V naslednji
potezi smo kvadratek 11 premaknili na desno. Potezo lahko nata-
néno popisemo Ze s kvadratkom, ki ga premikamo. Tako je tretja
poteza dolocena Ze s tem, da povemo, da bomo premaknili kvadra-
tek 13. Mesto, na katero ga bomo premaknili, je namrec popolno-
ma doloceno - premakniti ga moramo na mesto preznega kvadratka.
Premikamo lahko le ploicice na kvadratkih, ki so sosednji praz-
nemu mestu. V vsakem trenutku imamo torej najveiZ 4 moZne poteze
(Ce je prazni kvadratek v sredini plosce). Ce je prazni kvadra-
tek na robu, imamo le 3 moZine poteze in &e je v vogalu le dve
mozZni potezi. V nasem zacetnem poloZaju na sliki 3 imamo le dve
moZni potezi: 12 in 13. ReSitev, ki jo kaZe slika 4, lahko zdaj
na kratko popisemo z zacetnim polozajem (slika 3) in z zapored-

Jjem potez:

12-11-13-15-14-9-10-13-11-12-15-14-13-10-9-13-14-15.

Za resitev smo potrebovali 18 potez. Zdaj pa

si lahko zastavimo dve zanimivi vpradanji: 1 2 3

Ali je mogofe iz vsakega zafetnega poloZaja 6 8
dosed&i kondni poloZaj? /

Al? znamo najti pravilo, ki nam bo povedalo, 9(10|111112
kako iz danega zadetmnega poloZfaja dosedi

kondni poloZaj? 13 15 14| «
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Odgovor na prvo vprasanje je ne! Iz poloZaja na sliki 5 ni
mogoée doceci konénega poloZaja. Se veé! Vsi moini polozaji ra-
zpadejo na dve mnozici, oznafimo ju z D in S. Iz vsakega polo-
Zejev mnoZice D je mogocCe doseci vsak drug poloZaj iz mnoZice
D, med drugim tudi konéni poloZaj na sliki 1. Iz vsakega polo-
Zaja mnoZice S je mogoce doseci vsakega drugega iz S in obratno.
To trditev bi lahko dokazali s permutacijami, vendar ji bomo mi
kar verjeli. Kdor pa le ne verjame, naj pogleda v knjigo J. I.
Pereljmana: Zanimiva matematika. Z odgovorom na prvo vprasanje
si pri igranju Zal ne moremo kaj dosti pomacvati. Kako pa naj
vemo, kateri zacetni poloZzaj leZi v mnoZzici D?

Morda pa bo odgovor na drugo vprasanje bolj konstruktiven. Pre-
den se lotimo raziskave tega vprasanja, si oglejmo celo druZino
sorodnih iger. Igro petnajst lTahko namre¢ posplo3imo. Namesto
da jo igramo na tabli 4x4, lahko podobno nalogo zastavimo na ta-
bl1i 6x6 ali 4x5 oziroma v sploSnem na tabli mxn. Pri tem sta m
in n poljubni vnaprej izbrani Stevili. En kvadratek imamo pra-
zen, ostalih mn - 1 kvadratkov pa oSteviléimo s Stevili 1, 2,
3, ..., mmn - 1. Konéni polozaj ima v splosnem obliko:

1 wae Z n
n + 1 vs n o+ 2 2n
(m=2)m +% L0 (m=2)n + n-1 (m-2)n + n
(m=1)n + 1 ... (m=1)n + n-1 X
Slika 6

Zaradi simetrije lahko obravnavamo le primere,ko je Stevilo
stolpcev veéje ali enako Stevilu vrstic. Primer m = 1 najprej.
te je tudi n = 1, igra ni zanimiva; imamo en sam kvadratek, pa
e ta je prazen. Ce je n = 2, sta oba poloZaja v mnoZici D.
Pri n = 3 je igra bolj zanimiva, imamo namref 6 moZnih poloZa-

jev:
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1[2[+) (T+12] (11 12] 20 ]=] [2[+11] [*]2]7

Prvi trije so v D, drugi trije pa v S. Ce je mn vec kot 3, pride
do situacije, ki je doslej %e nismo imeli. Dobimo veé kot samo

dve mnoZici. Pri vsakem m dobimo (m=1)! = (m=-1)(m-2)...3-2-1
mnoZzic polozajev. V vsaki je po m poloZajev.

Zdaj pa si oglejmo igre, pri katerih je n = 2. Pri m = 2 ima-

mo 4! = 4-3-2+1 = 24 poloZajev. Oglejmo si poloZaj: 112
kAL
in vse moZne poloZaje, v katere lahko iz njega pridemo.
1[2] =] [112] [*12] [2]*] [2]3] [2]3] [+ 3[1] [*]1

(o= ][9]
*
(9%

— | a3

» L
(el (312 [*[3][0]3][1]3]|1]#][=]1]]2 1[2]=f[#]2][3]2

Skratka, dobimo ravno dvanajst poloZajev, v katere lahko pride-
pa lahko pridemo v kateregakoli izmed

mo. Iz polozaja HE

[3]#
preostalih dvanajét poloZajev. Spet imamo le dve mnoZici D in S.
Prav gotovo je mogoce pri vsaki igri mxn preiti iz konénega v
zacetni poloZaj, ¢e je mogole preiti iz zacetnega v konéni, le

zaporedje potez moramo obrniti. Tako nas zaporedje

15-14-13-9-10-13-14-15-12-11-13-10-9-14-15-13-11-12
pripelje iz poloZaja na sliki 1 v polozaj na sliki 3.

Cas je, da si ogledamo naslednjo igro 2x3. Recimo, da je zacet-

ni polozaj takle: 41573] . Najprej bomo poskusili spraviti 1
e[2]1
na svoje mesto. Ker enice ne moremo premakniti, bomo najprej *

pripeljali k enici: (5131131513 Zdaj lahko enice pre-
*12)1]|2]*]1
maknemo: 4|5/3| . Spet pripeljemo * pred enico, vendar tako,
2(1]*
da enice pri tem ne premikamo:[4]5[3][4]5]+][a]«]5] [+]4]5][2]4]5
21 ]= [2a]3] [2[1 ]3] [2]1]3][«]1]3
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; 21415
Premaknemo enico:
1]#[3
Zdaj bomo spraznimi mesto nad enico: |2 Al5|[2]#|6||=|2]5
1(=13][1]4]3][1][4]3
[
Se ena poteza in enica je na svojem mestu: l 2 ;

Naslednja naloga je pripeljati Sterico na svoje mesto. V nadem

primeru ni tezka. [1][2|5] . Prvi stolpec je Ze dober. Ostal nam
AEE
je 3e kvadrat 2x2, ki ga uZenemo podobno kot smo to Ze prej de-

lali. Iz [2]5] selimo dobiti [2[2]|. Ee se %e spomnimo nadega
[el3 5[e

razmidljanja ob nalogi 2x2, vemo, da je v 12 primerih naloga
resljiva, v preostalih 12 primerih pa ni. Zal je nas primer med
nere§ljivimi. Zdaj pa Ze lahko povemo, kako se da rediti vsako
nalogo na deski 2xn. Ce je =n = 2, jo reSimo tako, kot smo Ze
povedali. €e je n vec kot dva, pa najprej postavimo prvi stol-
pec v pravilni poloZaj in nato re3imo nalogo s preostalimi plos-
¢icami na deski 2x(n-1). To pomeni, da sprevimo drugi stolpec v
pravilni poloZaj, za tem tretji in tako naprej, dokler nam ne
ostane naloga na deski 2x2. Tako lahko uZenemo vsako nalogo ob-
Tike 2xn. Kaj pa naloge oblike 3xn? Tu gre &isto podobno. Naj-
prej postavimo kvadratke 1, 2, 3, ..., n v pravilnem vrstnem
redu v prvo vrstico, za tem pa v drugih dveh vrsticah resimo
naloge 2xn.tako kot smo Ze povedali. 5e majhen korak in znali
bomo re3iti vsako nalogo oblike mxn. Takole napravimo:

Uredimo najprej prvo vrstico
(postavimo 1, 2, ..., n na pra-

va mesta), za tem pa redimo na- 1

logo (m-1)xn. Naslednja slika

kaze, v kaksnem zaporedju pri- 2 _
peljemo po tem pravilu kvadrat- E X E X i
ke na svoje prava mesta pri 34 }———%—~{
jgri petnajst. L?Ei_x_j

Pri tem, ko "peljemo kvadratek
na svoje mesto", ne smemo vec _ Slika 8
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premikati kvadratkov, ki smo
jih ze "pripeljali na svoje
mesto".

Ogledali smo si druZino iger
oziroma nalog, ki
igri petnajst (mi jo reje ime-
nujemo igra 4x4). Dokazali
Spoznali pa smo
temu rekli

tem,

so podobne

ni-
smo tu nigesar.
pravilo ali, kot bi
matematiki, a 1
ki re%i vsako igro mxn (m in »n
vecja kot 1) tako, da jo v kon-

gor i

¢ni fazi prevede na igro 2x2.
Ce imamo sreco in je igra 2x2
reSimo s tem tudi

prvotno nalogo. Dalo bi
kazati, da v primeru, ko ne mo-

remo rediti igre 2x2, tudi

resljiva,
se do-

prvotna naloga nima resitve.

Slika 10
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Igro petnajst lahko posplodimo
Kvadrat-
ke spremenimo recimo v pravokot-

Se na drugaéne nacine.

nike ali pa v 1ike razliénih
oblik.
nalogo:

Premisli in redi tole

Na tabli 5x4 je 10 Ti-
kov razvriéenih tako, kot kaie
slika 9.

1 2 3
5
4 6
7|8
9 10
Slika 9

Ali je mogoCe s premi-
prestaviti kvadratek 3Ste-
ki ga kaiZe
slika 107 PoloZzaj ostalih plos-
¢ic pri tem ni pomemben!

kanji
vilka 2 na mesto,

TomaZ Pisanski




