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- Koncept limite zaporedja je verjetno eden zah-
tevnejsih v srednjesolski matematiki. Ceprav se
limito zaporedja nauc¢imo izraCunati s pomocjo ra-
c¢unskih pravil, je marsikomu tezko pojasniti, kaj
limita zaporedja sploh pomeni. Nekoliko pribliZzno
lahko povemo, da se Cleni zaporedja v neskonc¢no-
sti priblizujejo limiti na tak nacin, da so v majhni
okolici limite vsi dovolj pozni cleni zaporedja. S
pomocjo GeoGebre bomo to poskusili natancneje

ilustrirati.

Spomnimo se formalne definicije limite. Realno
Stevilo L je limita zaporedja (ay,)nen, Ce za vsak
& > 0 obstaja neko naravno Stevilo ng € N, da je
lan — L| < € zavsak n > ng.

Oglejmo si, kaj to pomeni v konkretnem primeru.

Naj bo zaporedje dano s sploSnim ¢lenom
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Limita tega zaporedja je enaka
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(imenovalec in Stevec ulomka smo delili z n ter ugo-
tovili, da gresta clena % in % proti 0, ko gre n — ).

Izberimo si konkreten & = 0,5. Potem definicija li-
mite pove, da obstaja takSno Stevilo ngy, da je
lay — %I < 0,1 zavse n = ng. To Stevilo lahko dolo-
¢imo z reSevanjem neenacbe
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S preurejanjem jo hitro preoblikujemo v enakovre-
dno neenacbo 4 < n. Cleni a, se torej od limite
razlikujejo za manj kot 1/2, Ce je n vsaj 5. Iskano
Stevilo ng je v tem primeru torej enako 5.
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Nalogo pa bi lahko resili tudi za sploSen € > 0. V
tem primeru dobimo neenacbo

3n+1 §' <e

2n+5 2 ’
ki jo preuredimo v enakovredno neenacbo
13 < ¢(4n + 10) oziroma n > 13;76105. Ker je n na-
ravno Stevilo, bi torej lahko rekli, da je
Ny = LlBZiOEJ + 1 (za 1 povecani celi del Stevila).

Izracunane pojme lahko zdaj ponazorimo grafic-
no z naslednjimi koraki.

= 7 ukazom Zaporedje((n,(3n+1)/(2n+5)),n,
1,30) nariSemo prvih 30 c¢lenov zaporedja kot
toCke v ravnini.

= Definiramo vrednost L=3/2, ki predstavlja limito
zaporedja. Na grafu jo ponazorimo s premico, ki
jo vnesemo kot y=L in ustrezno pobarvamo.

= Ustvarimo drsnik z vrednostmi med O in 1 in ga
poimenujmo eps.

= Ustrezno &-okolico limite na grafu ponazorimo s
pasom med premicama y = 3/2 + &, kar v GeoGe-
bro vnesemo kot L-eps<y<L+eps.

= Zdaj Ze lahko opazujemo, kako je od vrednosti
eps odvisno Stevilo ¢lenov zaporedja, ki leZijo v
ustreznem pasu.

= Jzracunajmo vrednost n_O=fToor((13-10*eps)
/(4=eps))+1 (ukaz floor pomeni celi del Stevila).
Na grafu jo ponazorimo s premico x=n_0.

= Zdaj lahko tocke zaporedja, ki v celoti leZijo zno-
traj pasu, obarvamo z drugo barvo tako, da nari-
Semo Se eno zaporedje z ukazom Zaporedje((n,
(3n+1)/(2n+5)),n,n_0,30). Dodane tocke se-
veda pobarvamo z drugo barvo.

= S spremembo vrednosti drsnika eps se zdaj in-
teraktivno spreminjata Sirina pasu in mejna vre-
dnost n, za katero ustrezni ¢leni zaporedja lezijo
znotraj tega pasu.

Na podoben nacin lahko ponazorimo tudi limito
kakSnega drugega zaporedja, ki pa naj ne bo pre-
komplicirano, da bomo lahko zares izracunali vre-
dnost ng v odvisnosti od &. Bralke in bralce vabimo,
da svojo spretnost pri racunanju in konstrukcijah
v GeoGebri preizkusijo Se na primeru zaporedja s
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1. Upostevamo, da je 2023 = 7 - 172, in kvadri-
ramo enacbo ./y = /2023 - /x. Dobimo y =
2023 —34+/7x + x. Ker so Stevila cela, velja x =
7k? za neko celo §tevilo k < 17. Ce to vstavimo
v prejsSnjo enacbo, po preurejanju sledi y =
7(k —17)2. Za k = 1 dobimo resitev x = 7,y =
1792. Za k = 2,...,8 dobimo Se 7 bistveno raz-
licnih reSitev, preostale resitve so enakovredne
Ze znanim zaradi simetrije neznank x, y.

2. Izraz z nekaj spretnosti preoblikujemo v (x —
2023)(y — 2023) = 20232 = 72 - 17%. Resitve
zdaj dobimo z razli¢tnimi kombinacijami pra-
faktorjev na desni strani enakosti. Ena reSitev
je denimo x — 2023 = 1in y — 2023 = 20232,
torej x = 2024 in vy = 4094552. Vseh bistveno
razli¢nih reSitev je 8.

3. Izraz preoblikujemo v xyz + xy + xz + yz +
X +y+z+1 = 2024, torej reSujemo enacho
(1+x)(1+y)(1+z)=2024=23-11-23 vna-
ravnih $tevilih. Ena reSitev je denimo 1+x = 23,
l1+y=11inl+z =23 oziromax =7,y =10
in z = 22. Z drugacnim kombiniranjem prafak-
torjev dobimo Se preostale reSitve. Vse reSitve
je nekoliko sitno preSteti, a izkaZe se, da je bi-
stveno razlicnih le 8. Podrobnosti prepustimo
bralcem in bralkam.

4. Ena reSitev je o¢itno x = 0. Da bi nasli vse,
moramo preSteti vsa preseci§ca sinusne krivu-
lje sin x s premico 25‘—23. Za reSitve seveda velja
x| <2023. Za 0 < x < 2023 je funkcija sin(x)
nenegativna na intervalih [0, t], [27T,37m],...,
[642717,6437T] (Vvelja 6441 > 2023). Na vsakem
takem intervalu torej premico seka dvakrat, kar
da skupaj 644 preseciS¢. Podobno prestejemo
644 preseciS¢ za —2023 < x < 0. Pri tem pa
smo reSitev x = 0 Steli dvakrat, vseh preseciSc¢
je torej 1287.
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