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TRIKOTNA STEVILA

(Predavanje na 17. seminarju DMFA SRS 1980 - Zanimiva matematika)

1. MNOGOKOTNA STEVILA

Vzemimo aritmeticéna zaporedja s prvim Clenom 1 in razlikami 1,
e B

zatetek zaporedja splosni Elen razlika
(1) 1, 2, 3, 8, B, Byua. n 1
() N & 8 Ty B3 5000 2n-1 2
3} Mg B Tala3d0.006: 3n-2 3
(4) 1, 5, 9,13,17,21,... 4n-3 4

in tako naprej.

Definteija:
n-to delno vsoto p(n,r+2) »r-tega zaporedja imenujemo
r+2 -kotno Stevilo.

Tako smo dobili:

(1) trikotna Stevila

1, 3, 6, 10, 15, 21, ... p(n,3) = t, = n(n+1)/2
(2) &tirikotna (kvadratna) Stevila
1, 4, 9, 16, 25, 36, ... Pp(n,4) = k, = n2

(3) petkotna Stevila
1, 8, 12, 22, 35, 81,... P(n,5) = n(3n-1)/2

in tako naprej.

Spomnimo se obrazca n(2a,+r(n-1))/2 za vsoto prvih n &lenov
aritmeticnega zaporedja s splodnim &lenom a, = aj+r(n-1).

Uporabime to na zgornjih zaporedjih in dobimo splosno formulo
za mnogokotna Stevila:

pln.r) = n(2 + (n-1)(r-2))/2

Tako so p(n,3) = ¢, trikotna Stevila, p(n.,4) = k,; so kva-
dratna (3tirikotna) 3tevila in tako naprej.
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Pojasnimo Se izvor imena mnogokotnih Stevil. Do njih Tahko nam
reC pridemo tudi geometrijsko:

(1)

1 =1 3 = 1+2 6 = 1+243 10 = 1+2+3+4

___..___._.--

®
1 =1 4 = 143 9 = 14345 16 = 1+3+5+7
(3)
®
1 =1 5 = 144 12 = 14447 22 = 14447410

in tako naprej.

Naloga 1 : Preizkusi definicijo Se na Sestkotnih Stevilih.
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2. TRIKOTNA STEVILA

Trikotna Stevila smo definirali s ¢, = % n (n+ 1)

Spomnimo se, kako je definiran Pascalov trikotnik: sestavljen
je iz naravnih Stevil) na krakih leZijo enice, vse ostale vred
nosti pa so enake vsoti dveh nad njo leZecih vrednosti.

Oglejmo si, kako leZijo trikotna 3tevila v Pascalovem trikotni
ku:

enojke 1
naravna Stevila

trikotna Stevila

in tako naprej.

Se na en nacin lahko definiramo trikotna Stevila, namrec z re-
kurzivno enadbo:
th =+t . 3 t =1

Naloga 2 : Kako bi definirali tetraedrska in kubna 3tevila?

Oglejmo si nekaj zanimivosti med trikotnimi Stevili:

ta = b, t33 = 561, ty33 = 55611
splodno: t = 555 6 1111
p 33333 A
n n=1 n-1
tg = 21, tgg = 2211, tgeg = 222111

splodno: teseee = 22222 11111
7 T o

tq = 45, tgg = 4950, tggq = 499500
splodno: t = 4 9999 5 0000
99999 \ iy ,
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tgg = 2415,  tgggq = 224115
splodno: ¢ = 2222 4 1111 5
¥ £6669 St
n

t1p = 55, tioo 5050, ti1p00 = 500500
splodno: typgpg = B\QEEJSLUEQ
n n=1 n-1

5151, tloUl = 501501

SP]OSHO: tipoplr = 500 1500 1
)l Wiz ™ g
n

t101

n-1  n-1

tll o 78; t132 8??3. t1332 = 887778

Sp]néno: t13332 = 888 7777 8

SIS e~
n n n+l

€e bi bili vztrajni, bi na3li 3e kaj takega.

3. KVADRATNA TRIKOTNA STEVILA

Med trikotnimi Stevili so tudi taka, ki so hkrati kvadratna.
Za taka Stevila seveda velja zveza ¢, = k, oziroma enalba
n(n+1) = 2m? . Prvo kvadratno trikotno Stevilo dobimo takoj;
za m =n =1 namrec dobimo ¢; = k; =1 . Nadtejmo jih Se ne
kaj:

tg = 62, tyg = 352, tagg = 2042, tigg1 = 11892, e

Sedaj pa se bomo potrudili do splosSne formule za racCunanje kva
dratnih trikotnih Stevil.

Trditev 1.
te za dvoje naravnih Stevil u in v velja ¢, = »2 , tedaj velja
tudi By = (2u+3v+1)2 .,
Dokasz:
baysupsy = (3utdo+l) (3u+do+2)/2

(9u2+1602+28y0+9u+120+2) /2
9u(u+t1)/2 + 8v2 + 6v(2u+l) + 1

i
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upoStevamo: wufu+1)/2 = ¢, = v? , 9%, = 9?2 = 92 + Bv? =
v? + 8%, = v? + fu(utl) ,

v2 + du(u+l) + 8v2 + 6v(2u+l) + 1
992 + (2u+1)2 + 6v(2u+1) = (2u + 3v + 1)2

¢ Jutuv+l

Ce 5e enkrat pogledamo trditev 1, opazimo, da ta trditev dolo
¢a neko zaporedje Stevil, ki so hkrati kvadratna in trikotna.
Zacnemo seveda z u = 1 , kar pomeni w» = 1 , naprej imamo
Eaurupwy - T8 = 36 = kg . Dobili smo nova u in v, namrec 8 in
6. Sedaj mirno nadaljujemo postopek, dokler se ne navelicamo.

Naloga 3 : lzraunaj prvih 8 parov u in v iz zaporedja v trdit
vi 1.

DokaZimo sedaj 5e eno trditev!

Trditev 2.

Zaporedje ¢, L S R & trditve 1 vsebuje vsa kvad-
ratna trikotna Stevila.

Dokas:

Recimo, da obstaja kvadratno Stevilo izven zgornjega zaporedja.
Naj bo ¢, = v2 najmanj3e tako Stevilo. Ker je t; Ze element
zaporedja, mora biti x > 1 . Dokazali bomo, da sta Stevili

z = 3u-4vp+1 din y = 3v-2u-1 pozitivni in velja =z < u in

ty = y2

ty, = v2, ulu+tl) = 202, u?2 < 292, u < vV/2, 2u < 2VZ v < 3v
v > 1, 3v = dv-v < 4u-1, 2u < dv-1, 2u-(4v-1) < 0 , torej
xz = 3u-4v+1 = u+2u-(4v-1) < u , dokazali smo =z < u

= 3u - &ulutT)7Z + 1 ,
6 + 1 = 842 + 8u , poenosta-
0, toda uu =135 to je v

s <
Vzemimo x = 0, v = vu(u+ "
<

g2 s 3u+l 4y (u+TY7Z, 9u?

vimo, u2 - 2u + 1 20 , (u-1)2

ian + B

protislovju s predpostavko u« > 1 . 0Od tod sklep: x>0

Vzemimo y 20 , y = 3/u({us1)/2 - 2u - 1 2 0 , podobno,
9u (u+1) = 2(2u+1)2, u2+u = 2 ; to je v protislovju z u > 1 ,
zato velja y > 0

218



by = by upey = (3u-Gv+1)(3u-4v+2)/2

= 9(u2+u)/2 - 12uv + 8v2 - 6v + 1
upostevamo: ¢, = v2, 9(u+u)/2 = 9, = v2 + Au(utl),
pa dobimo By ¥ 992 + 42 + 8y - 12up - 6p + 1

= (3v - 2u - 1)2 = y2 , dokaz je koncan.

Lastnost x < u zatrjuje, da t, ni najmanjse trikotno kvad-
ratno Stevilo izven zgornjega zaporedja. S tem protislovjem je

trditev 2 dokazana.

Mislimo si kvadratna trikotna Stevila razvr3éena v naraicajo-
cem zaporedju. Naj bo n-to Stevilo v tem zaporedju hkrati
xp-to trikotno Stevilo ¢; 1in y,-to kvadratno Stevilo k,

tz, = enlz, + 1)/2 = yi = Ky,
Iz obeh trditev vidimo:
gy * i1 Yy w1

-] = 3p, + Ay, + 13 = 2my + 3y, + 1

n+l yn+1

Obrazca za =, in y, namdajeta naslednji izrek

Tzrek.

Kvadratna trikotna Stevila so zbrana v zaporedju, ki ga dologa

jo formule:

¥ (V2 + 1) = (/2 - 1)")2

Ln

txn

Yn ((3 + 2vZ) - (3-2/2)™)

5
4/2

Dokas:

18

Uporabili bomo popolne indukeijo. Za =n = 1 izrek gotovo ve-
1ja, saj imamo tedaj +¢; = 12 . Dokazati moramo 3e, da velja

izrek za n+l1 , Ce velja za n=n.

x =3z, + 8y, +1 ., 4

T
ntl ntl

= 3((Z+ )" - (2 - )

+ 2/ ((VZ + 1) - (VZ - 1)%™) + 4
upoStevali smo: (vZ + 1)2 = 3 + 242, (V2 - 1)2 =3 - 2/2
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upoitevali pa bomo Se: (vZ - 1)(vZ + 1) =1 (na poljubno po-
tenco). Po krajsem racunu dobimo:

1 ((vZ + )™ - (vZ - 1)"1)2; nato izracunamo

Fpt1 T F
1 /7 ntl /7 ntl,, =
@ogr ¥ 1 = T (( + 1) + = 1) )2, upoStevamo osnovno
¢ - 2 = = =
enacbo: Py tepey mn+1[$n+1 + 1)/2

"

1 ntl 1 n+l
(— (3 + 2/2) - — (3 - 2/2) )2
447 4y7

Tako smo izrek dokazali. Zanimivost teh formul je med drugim
tudi v tem, da so Stevila =z, in y, zmeraj naravna, Ceprav na-
stopajo v izrazih ulomki in koreni.

Naloga 4 : IzraCunaj nekaj vrednosti x, in y, in jih primerjaj
z vrednostmi iz naloge 3.

Naloga 5 : Dokazi, da sta §tevili 48024900 in 1631432881 tri-
kotna kvadrata.

Omenimo $e, da so pri sodem n Stevila z,/2 in =z _+1 kvadra-
ti, pri lihem n pa so x, in (z,+1/2 kvadrati.

4. RELACIJE MED TRIKOTNIMI STEVILI

1) Wikomahova tdentiteta:
dve zaporedni trikotni 3tevili sestav-
ljata kvadrat:

= 2
ty ¥t (n + 1)

0 tem se zlahka prepricamo tudi alge-
brajsko. Primer: t5 + t, = 42
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2) Plutarhova tdentiteta
8t, +1 = (2n + 1)?

Primer:
8ty + 1 =

Naloga 6 : S pomoijo definicije za trikotna Stev
komahovo in Plutarhovo identiteto.

3) Posploditve Nikomahove identitete:

zahtevajo samo malo vel dela. PokaZimo samo 2z
i = 2 i = =
vzamemo enacbi tptt o, (n+1) in b tta,
+ i = n242n+14n2+dn+d = B +2)+
t, 2tn+1 by, = nitln 1+n2+4n 2(n+1)(n+2)+1
+ = - + = +
tatt s 4tn+1 2tn+1 1 2tn+1 1

Naprej ne bomo racunali. Zapisimo samo rezultat:

£+t = (n + k)2 + 2tk_

n n+tak-1 1

= 2
tn ¥ tn-l-zk 2tn+k tk

te v teh enacbah vstavimo »n = 0 , dobimo znano
= 2
tzk—1 Lk Ztk'l
= 2
tok k= * Ztk

Vsako trikotno 3tevilo se da torej izraziti kot
in dvakratnika nekega trikotnega Stevila. Slika
$e pokazala:

72

ila dokazi Ni-

acetek:

(n+2)2 ,

4tn+1+1

Tastnost:

vsota kvadrata
bo to Se lep-
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I

e  —n
“

Ce vzamemo v Nikomahovi identiteti bolj splosne c¢lene, dobimo
pravokotnisko obliko teh enachb:

32 + 2¢,

32 + 2¢4

= 4 +
tn+k #h tn f;k

PokaZimo to na sliki:

t =t?=12+t3+tq

Leta 1836 je Casinelli izpeljal identiteti:

& t, o+t + (nt1) (k+1)

n+k+1 T n

toog =ty * oty - k(n+1)

4) Identitete z obliko t, vty = ¢,

Sierpinski je pokazal, da obstaja neskonéno mnogo parov trikot
nih Stevil, ki imajo trikotno vsoto. Dokaz je prav preprost.

V enacbo ¢, =k + %, _, vstavimo t, namesto indeksa k, pa do-
bimo:
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5. PALINDROMNA TRIKOTNA STEVILA

Palindromna Stevila so taka, da se naprej berejo enako kot na-
zaj. Med prvimi 151340 trikotnimi Stevili je 27 palindromnih.
Leta 1973 jih je v reviji Journal of the Recreational Mathe-
matics razkazal Trigg. Skoraj zanesljivo jih je dobil z racu-
nalnikovo pomoéjo. Oglejmo si jih 3e mi!

n tn n tn n tn

1 1 109 5995 3185 5073705
2 3 132 8778 3369 5676765
3 6 173 15051 3548 6295926
10 55 363 66066 8382 35133153
1" 66 "M 617716 11088 61477416

18 171 1287 828828 18906 178727871
34 595 1593 1269621 57166 1634004361
36 666 1833 1680861 102849 5289009825
77 3003 2662 3544453 p B sl & 6172882716

Stevila ty59 » ty111 » tzgg2 1IN tsy15¢ 1majo enako 3tevil
sko vsoto, namreé 28. Trem Stevilom pripada lastnost, da imajo
enaka mesta: 55, 66, 666. Edini dvojni palindrom je 828828.

Tri Stevila so palindromi z vrhom (mesta monotono narascajo do
nekega mesta, nato monotono padajo): 171, 595, 1269621. Tri
Stevila so valovita (zaporedni mesti sta vecji in manjsi od so
sednjih): 15051, 5073705, 6295926.

Stevila £, tps trg> t1g» tays t109s tgagz iMajo sama liha
mesta. Stevila ¢35, ty1, £3gs t3gas 1287 1imMajo sama soda me-
sta. Pri Stevilih £,3,, %339 in 562 S0 razliéna sosed-
nja mesta tudi sosednja naravna 3tevila.

Roman Rojko
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RESITVE NALOG

TRIKOTNA STEVILA - red3itve nalog s str. 214

1) Aritmeticno zaporedje, iz katerega dobimo Sestkotna Stevila,
je Ze napisano v tocki (4) v uvodu &lanka. Stevila p(n,6)
so definirana takole:

p(ns.6) = n(4n - 2)/2
zaporedje Sestkotnih Stevil pa se zalne z

T4 B 155 28, 454 66, 891, V205 .

2) Tetraedrsko Stevilo dobimo tako, da seStejemo prvih nekaj
trikotnih 3tevil. Predstavljajmo si srednjeveske topovske
krogle zlozene v tristrano piramido. V njej je ravno za te-
traedrsko Stevilo krogel. Oglejmo si nekaj teh Stevil:

1, 42714 35 10 =1+%3 %6
20 =1 +3 +6+ 10, 35=1+3+6 + 10 + 15

n-to kubno 3tevilo pa dobimo tako, da n-to kvadratno 3Stevi-
1o n-krat se3tejemo. Tako je n3 splosen obrazec za kubna
Stevila.

3), 4) in 5)

u 1 8 49 288 1681 9800 57121 332928 x

n
v 1 6 35 204 1189 6930 40391 235416 Up

6) P n(nt1)/2 , ¢t . = (n+1)(n+2)/2
B, bl s = (2 + n + n2 + 3n + 2)/2 = (2n2 + 4n + 2)/2 =
=n2 +2n+1 = (n+ 1)2

8t + 1 = dn(n+tl) + 1
= 4n? + 4n + 1

= (2n + 1)2 Roman Rojko
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