MATEMATIKA

Fizika pomaga matematiki

NN
BoRris BASIC IN ALIJA MUMINAGIC

- V tem kratkem prispevku bomo pokazali, kako uporabimo znanje o poSevnem metu za dokaz adicijskega
izreka

= sin(x + B) = sin ®cos B + cos «sin fS.

Zoga se na zacetku nahaja na vznoZzju klanca z naklonom B. VrZemo jo po klancu navzgor z zacetno
hitrostjo v in pod kotom 90° > « > 8 glede na vodoravnico. Zoga pade na klanec v tocki T, kot kaze skica
na sliki 1. IzhodiSce koordinatnega sistema O postavimo v tocko, v kateri se nahaja Zoga na zacetku, ko
zatnemo meriti ¢as t = 0. Koordinatna ravnina xy je navpicna, tako da tirnica Zoge leZi v njej, os x je
vodoravna, os y pa navpicna. Zra¢ni upor zanemarimo.

Znanje fizike nam pomaga izraziti lego Zoge ob poljubnem casu t:

= xz(t) = vocos(o)t (1)

2 (t) = vo sin(x)t — %gtz. (2)

P(vgcosat,vpsinat)
9

/Q/

[PT| = 3gt°

Vo Sin &

Vo COS X
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Zoga pade na klanec v tocki T ob ¢asu t7. Koordinate tocke T (vo cos(o)tr, vo sin(x)tr — %gt%) doloc¢imo
na slede¢ nacin. Oznac¢imo domet Zoge |OT| = d. V pravokotnem trikotniku OxrT je

XT

= cosfl= a1 < dcosf =x7r < dcosP =vocos(x)tr 3)
in

. 7& . B . o . 1 2
= sinf = a1 < dsinf =yr < dsinf =vysin(x)tr — tht. 4)

Ce pomnozimo enacbo (3) s sin 8 in enacbo (4) s cos B ter izraza med seboj odstejemo, dobimo
1
= v cos(x)sin(B)tr = vo sin(«x) cos(B)tr — Egt% cos B,

od koder sledi

_ 2vo(sin(x) cos(B) — cos(x) sin(f))

gcospf )

Ce koordinatni sistem zasukamo za kot 8 v nasprotni smeri vrtenja urinih kazalcev v sistem x’y’, ki je na
sliki 1 oznacen sivo, v tem sistemu enacbo gibanja Zoge zapiSemo takole:

= x.(t) = vocos(x — B)t — %g sin(B)t> =d (6)
YA(t) = vosin(e— B)t — 2g cos(B)t> = 0. @)

Upostevali smo, da ima v zavrtenem sistemu tezni pospeSek komponenti razli¢ni od ni¢ vzdolZ obeh osi in
gibanje vzdolz vsake od osi je enakomerno pospeSeno. Zadnja dva izraza ustrezata pogoju, da Zoga pade
na klanec, to je ob ¢asu tr.

Iz enacbe (7) izrazimo c¢as, ob katerem Zoga pade na klanec:

_ 2vpsin(x— B)

" gcospf

(8)
Iz enacb (5) in (8) sledi
= sin(a — B) = sin(«) cos(B) — cos(«x) sin(B),

to je zveza, ki smo jo Zeleli dokazati. Nadalje lahko iz (1) in (2) zapiSemo (glej sliko 1)

:

= d=1\/x7+YF

1
V& cos?(x)t3 + vd sin® (o)t — vo sin(x)gts + Zgzt‘}

1

vE(cos? & + sin? &)t — v sin(a) gt + 4gzt%

1
vEt2 — vy sin(o) gty + Zgzt%. 9)
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% Iz enacbe (6) sledi
1
= d? = v cos? (o — B)t3 — vo cos( — B)g sin(B)t3 + Zgz sin®(B)t+.
Iz enacbe (9) pa sledi
1
= d? = v3t2 —vosin(a)gts + Zth%.

Izraza izena¢imo in po krajsanju t? dobimo

= v2cos?(a— B) — vocos(x — B)gsin(B)tr + %gz sin?(B)t3 = v — vo sin(x)gtr + %gzt%.

Enacbo preuredimo v

= —vgpcos(ax — B)gsin(B)tr = v3(1 — cos?(x — B)) — vo sin(x)gtr + %gt%(l —sin® B),
upostevamo zvezo 1 = cos? & + sin® « in izraz nekoliko preuredimo v

= vy sin(a)gtr — vo cos(a — B)g sin(B)tr = v§ sin®(ax — B) + %gt% cos? B.

Iz (8) vstavimo Cas in sledi

2vp sin(x — B)

= VYpg(sin @ — cos(x — B) sin §) gcospf

2 sin(aﬁ))z

. 1
=vd s1n2(o<—[3)+1g2 ( 5005 B

OkrajSamo kvadrat zacetne hitrosti in teZni pospeSek v

sin(x — B)

— <qin?
cos = sin“(x — B).

= (sinx — cos(x — B) sin B)

Pomnozimo s cos f in delimo s sin(x — j):

= sinx — cos(ax — B)sin B = sin(x — B) cos B.

Iz zadnjega izraza, Ce vstavimo «x — f =y < « = B + y, konc¢no sledi

= sin(f+y)—cosysinf =sinycosf < sin(f+y)=sinfcosy + cosBsiny.

S tem smo pokazali, da adicijski izrek velja tudi za vsoto kotov.
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