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346 Matematika

O RACUNOVODSKEM PRAVILU

Dostikrat se znajdemo pred nalogo, kako sesteti podano konéno vsoto.
Vzemimo najprej naslednji vsoti in ju seitejmo brez dokazovanja:
n(n+1
1384 pae 2B, (1)
1)(2n+1
1342 4o pn? = B 2")( <20 (2)
To sta znani formuli za vsoto prvih n naravnih stevil in kvadratov
prvih n naravnih stevil (glej tudi sestavek Vsota potenc naravnih stevil v
1. stevilki Preseka).
Vzemimo kak tezji primer. Koliksna je na primer vrednost vsote

(@) ++el) @

Na prvi pogled je najbrz ne znamo preprosto ugnati. Véasih si pri po-
dobnih nalogah pomagamo s primerno interpretacijo ¢lenov v dani vsoti.
Poskusimo to storiti z vsoto (3).

Binomski simbol (%) je stevilo k-elementnih podmnozic mnoiice z n
elementi. V vsoti (3) nastopa ob binomskem simbolu (}) stevilo k. Kaksen
pomen pa ima tu k? In produkt k(})? Premislimo. Gre za neki odnos
med elementi in podmnozicami. Ker je vseh k-elementnih podmnoizic (}),
nam produkt k(:) pove, kolikokrat je resni¢na izjava ‘element a pripada
mnozici X ', ko pretece a osnovno mnozico z mocjo n, X pa vse podmnozice
z mocjo k.

Vidimo torej, da gre tu za odnos ‘pripada’ (€). Preden sestejemo
vsoto (3), pa razmislek posplosimo.

Racunovodsko pravilo. Naj bosta A, B konéni mnoziciin RC AxB
poljubna podmnozica karteziénega produkta A x B. Podmnozici R pra-
vimo tudi relacija.

Ce je R(a) = {be€ B|a Rb}in R (b) = {a € A|a R b} in
oznacujejo |R|, |R(a)|, |R~1(b)| moéi mnozic R, R(a) in R(b), potem je

IRl = )" |R(a)| =D _ |R™'(b)I. (4)
agcA beB

Kot obicajno smo z znakom ) . , |R(a)| oznaéili vsoto stevil |R(a)|, ko
a pretece mnozico A, in podobno v ostalih primerih.
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Zgornjo trditev najlazje ilustriramo ob sliki 1. ZapiSimo elemente
mnozice A v skrajni levi stolpec, elemente mnozice B pa v zgornjo vrstico.
Ce sta elementa a in b v relaciji R (a R b), zapisimo na krizisée ustrezne
vrstice in stolpca enico, sicer postavimo tja niélo. Potem so tri stevila
iz enakosti (4) zaporedoma: skupno Stevilo enic, vsota enic, Steta po
vrsticah, in vsota enic, Steta po stolpeith (24+14142=2434+1=6).
Ta tri $tevila so enaka, zato enakost (4) velja.

by [by |bs |ba [>
21 10 |0 11 |1 2
@ |1 [1]0 |1 |3
as |1 |0 |0 (0 |1
S22 11|26

Slika 1. R(a1) = {ba,bs}, R(az) = {b1,b2,bs}, R(az) = {b1}.

Vrnimo se sedaj k uvodnemu problemu. Definirajmo mnozici A in B
ter relacijo R takole:

A={1,2,....n} B=PA)={X|XCA} aRbeach.

Za tako definirane A, B in R bomo uporabili rac¢unovodsko pravilo.
Vzemimo a € A in izracunajmo |R(a)|! V mnozici R(a) so tiste
mnozice iz B, ki vsebujejo element a. Koliko jih je? Ker so vse oblike
X U{a}, kjer je X C A\{a} (zakaj?), jih je toliko kot podmnozic mnozice
A\{a}, teh pa je 2"~'. Nato e za b € B izraéunajmo |R~'(b)|. Mnozica

b premore |b| elementov, zato je |R™1(b)| = |b]. Iz racunovodskega pravila
(4) sledi:
Bl=Y 2= "
agA beB

Levo vsoto sestavlja n ¢lenov enakih 2°~!, v desni zdruzimo élene glede
na moé¢ mnozice b in dobimo:

Z“: k (’;) =n2™L,
k=0

Vsoto (3) smo torej sesteli.

Osnovna ideja racunovodskega pravila je, da prestejemo moc relacije
R na dva naéina. S primerno izbiro mnozic A, B in R lahko dobimo
zanimive enakosti. Poiséimo jih e nekaj.
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e NajboA=B={1,2,...,n}ina Rb<= a<b. Potem je med 1
in n takih stevil, ki so manjsa ali enaka a, ravno a; stevil vecjih od b, pa
je n—>b+ 1. To vstavimo v (4) in dobimo

ZG_Z(n—b+1

a=1

Ker teceta a in b v obeh vsotah po istih stevilih, lahko v drugi vsoti
namesto b piSemo a, ga prenesemo na levo in izracunamo novo desno
vsoto:

QZG—Z(n+1)—nn+1) (5)

a=1

Ce enacbo (5) e delimo z 2, dobimo vsoto (1).
e Naj bo tokrat

A={1,2,...,n} B=AxA a R (by,bs) <= a<bina<b;.

Elementi mnozice B so v tem primeru pari §tevil. Parov (by,bs), pri
katerih sta obe komponenti veéji ali enaki a, je (n — a + 1)* (zakaj?).
Ce pa je dan par (b, bs), taka stevila a, da velja a < b; in a < by, kar
nastejmo: to so 1,2,...,b1, e je by < by, in 1,2,...,bq, e je by < by.
V splosnem jih je torej min(by, bs), kjer min(by, by) oznacuje manjse od
stevil by in by. Sedaj dobimo iz (4):

n

Y n—a+1)2= 3" " min(by,bs). (6)

a=1 bi=1bz=1

Leva vsota v (6) je pravzaprav vsota kvadratov prvih n naravnih stevil,
torej leva stran enakosti (2). Poglejmo Se desno vsoto. Razstavimo jo
takole:

3 minby,ba) = D b+ Y bt D by (7)

bi=1bs=1 by <ba ba<by bi=ba

V (7) sta na desni strani prvi dve vsoti enaki, zato izracunajmo le eno:

Do =) biln—b)=nd_ b- > b (8)

by=1ba=by+1 bi=1 by=1 by=1
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V (8) sestevamo le e prvih n naravnih stevil in kvadrate prvih n naravnih
stevil, zato iz (6), (7) in (8) sledi

3252 2n+l)Zb; (9)

b1=1 bi=1

Iz (9) in (1) pa z deljenjem s 3 sledi enakost (2).
e  Za naravno stevilo n ozna¢imo z D(n) mnozico vseh deliteljev stevi-
la n. Definirajmo:

A=D(n) B={1,2,...,n} aRb&alb.

Poglejmo, kaj dobimo v tem primeru. Naj bo a delitelj stevila n. Vsa z a
deljiva stevila, ki lezijo med 1 in n, so:

a,2a,3a,...,§a. (10)

V (10) je natanéno I stevil. Naj bo sedaj b stevilo iz mnozice B. Koliko

Jje deliteljev stevila n, ki delijo Stevilo b7 Delitelji stevila n, ki delijo tudi
stevilo b, so skupni delitelji obeh stevil. Vse skupne delitelje stevil b in
n bomo dobili, ¢e bomo opazovali delitelje najvecjega skupnega delitelja
obeh stevil, torej mnozico D(d(b,n)). Tu d(b, n) oznacuje najvecji skupni
delitelj stevil b in n. Uvedimo Se dve oznaki: ée je n naravno stevilo, naj
bo 7(n) stevilo njegovih deliteljev, o(n) pa vsota vseh deliteljev stevila n.
Primer:

T(6) = |{1,2,3,6}|=4, 0c(6) =1+2+3+6=12.

Sedaj lahko odgovorimo na gornje vprasanje. Deliteljev stevila n, ki delijo
tudi stevilo b, je 7(d(b,n)). Uporabimo (4):

E&—ZT(M n)). (11)

aln
Ker pa je
3 ==Y4a (12)
n®

(delitelji so v (12) samo nasteti v obratnem vrstnem redu), dobimoiz (11)
in (12)
o(n) = 3 7(d(b,n)).

=1
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Preskusimo enacbo za n = 6:
(1) +7(2)+73)+7(2)+7(1)+7(6) =1+2+2+2+1+4 = 12 = ¢(6).
¢  Vzemimo sedaj

A={1.2 .. .0} B=AxA a R (by,bsy) <= a = b1bs.

Naj bo a € A. Koliko takih parov (b1, bs) obstaja, da je a = b1bs?
Opazimo, da je par (by,bs) dolocen Ze z izbiro delitelja by, saj je by =
— f; Vseh parov je torej toliko, kot je deliteljev stevila a, teh pa je 7(a).
Poglejmo se obratno. Za vsak par (by, bs) € B obstaja le eno tako stevilo
a, da je a = biby, to je bybs. Toda produkt bybs mora lezati v A, ¢e naj
bo bibs R (by,bs). Zato je

ce je bibg S n
ce je biba >n’

R (b bl ={

Vstavimo zadnja dva rezultata v (4). Dobimo:

= . 2y 1, cejebiba<n
ZT(G)_ZZ{O, ce Je biby > n’ (13)

a=1 bi=1 ba=1

Cev (13) fiksiramo by, potem zado&Eajo neenaébi by < BHT naslednja stevila
iz mnozice A:

n
ot
kjer smo z |z oznacili najvecje celo stevilo, ki je manjse ali enako stevilu
z. Iz (14) sledi

B - (14)

B e 1, cejeby < - n
ZZ{O, (":ejebg>bi= = I-‘b_IJ (1)
b1=1ba=1 1 b1=1 ba=1 by=1

Iz (13) in (15) dobimo
n n n .
Y r(a) = 13- (16)
1
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To pot vsote nismo znali sesteti, smo jo pa preoblikovali. Navedimo §e
racunski primer, zopet za n = 6. Leva stran v (16) postane:

)+ 72)+7B)+7(4)+7(5) +7(6) =1+2+2+3+2+4=14,
desna stran pa

6 6 6 6 6 6
lTJ+l§J+L§J+l3J+LgJ+lEJ—6+3+2+1+1+1—14.

Ker je za velike n racunanje izraza 7(n) zamudno, je vsoto (16) lazje
racunati po desni strani.

Tvan Lisac





