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OBRESTNO OBRESTNI RACUN

V tem prispevku se bomo $e enkrat lotili vraéanja (dolgoroénih) posojil, torej
problema, s katerim se je bralec Preseka lahko seznanil v &lanku Bojana Mohar-
ja O posojilih (Presek 13 (1985/86) 20—23). Oznake, ki jih bomo uporabljali
za posamezne koli¢ine, so tak3ne, kot jih obi¢ajno sre€amo v poslovni praksi in
uébenikih finanéne matematike. Upamo, da bo bralec kljub temu brez tezav
primerjal rezultate omenjenega in nasega clanka.

Banka za krajSa obdobja, katerih dolzina ne presega kapitalizacijskega ob-
dobja (to je ¢asa, ki pretece med dvema zaporednima pripisoma obresti), obra-
¢unava obresti po nacelih navadnega obrestnega racuna: osnova za izracun
obresti je zacetni izposojeni ali vloZeni znesek, ali drugace, zacetna glavnica G.
Take obresti so premo sorazmerne
a) viSini glavnice G
b) &asu obrestovanja n
c) obrestni meri p

Ce se omejimo na najpreprostejsi primer, ko je kapitalizacijsko obdobje eno le-
to, lahko recemo, da nam obrestna mera pove, koliko dinarjev obresti dobimo
od vsakih 100 din vloZene glavnice. Letne obresti o so tako dolocene z obraz-
cem

G.p

°= =700 (1

kjer G pomeni zaCetno glavnico, p pa obrestno mero, ki jo vedno izrazamo v
odstotkih. Po dogovoru o premi sorazmernosti obresti s ¢asom obrestovanja so
obresti za 1 dan 365-krat (ali 366-krat, ¢e gre za prestopno leto) manjse od let-
nih, obresti za d dni pa d-krat vecje kot za en dan, tako da dobimo v primeru,
ko je ¢as obrestovanja izrazen v dnevih, namesto (1) obrazec

Ll (2)
36500
Podobno lahko sam premisli$, kako pridemo do obrazca
__Gpm
°=73200 3)

za primer, ko se glavnica G pri obrestni meri p% obrestuje m mesecev. S pomogé-
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jo obrazca (3) lahko za vajo izraéunamo, koliko se nam do konca leta nabere
v banki, ¢e pri obrestni meri p% vsak mesec vloZimo & dinarjev. B. Mohar je

nalogo — Ceprav tega ni posebej poudaril — resil za primer, ko te zneske vlaga-
mo ob koncu vsakega meseca:

a.p. 11 a.p. 10 a.p 1
=gt ————tat—————+ . tat —————+a=
1200 1200 1200
a.p a (14400 + 66 p)
=12a+ 11410+..42+1) =
1200‘ . } 1200 e

Iz oblike (4), ki jo obi¢ajno sre¢amo v u¢benikih, dobimo s kraj$anjem obrazec
A = a(12 + 11p/200), ki se od Moharjevega razlikuje samo po tem, da je pri
njem obrestna mera Ze izrazena kot p/100 in ima zato pri njem obrazec obliko
A = a(12 + 11p/2). Za vajo lahko izpelje5 obrazec za skupno letno vrednost
mesecnih vlog, ki jih vplatujemo na zadetku meseca. Ugotovil bo3, da je v tem
primeru

a (14400 + 78 p)
= = +
A 12 a(12+13p / 200)

Popolnoma drugagen pa je obracun obresti za obdobja, ki so daljSa od enega
leta (ali splo3neje, dalj$a od enega kapitalizacijskega obdobja). V tem primeru
se obresti za posamezno obdobje pripisujejo prvotni glavnici in se v naslednjem
obdobju obrestujejo poleg glavnice tudi obresti iz preteklega obdobja; recemo,
da se obresti kapitalizirajo. Ce zaéenmo z glavnico G, imamo po enem letu

G.p p

=G(1+——) (5)

= +
Gy~ 100 100

lzraz 1+ p/ 100, ki se pojavlja v (5), je v finanéni matematiki tako pogost, da si
je prisluzil poseben simbol,

P
k —; [ o W,

1 100 (6)
in posebno ime, imenujemo ga obrestovalni faktor. Tako v skladu s (5) velja
G; = G. k. V naslednjem letu se obrestuje tako povecani znesek, zato je glavni-
ca po dveh letih enaka

Giy.p
100

P
G,=G, + =G, t1+—1-0—d}=sl,k=ts.k1.k=ck2
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Nadaljevanje tega premisleka (glej Moharjev ¢lanek, str. 21) nas pripelje do
osnovnega obrazca obrestno obrestnega racuna, ki nam pove, koliksna je glav-
nica po n kapitalizacijskih obdobjih (letih):

G,=G.k" ali G=G,/k" (7)

Visino glavnice po n letih dobimo torej tako, da jo mnoZimo z n-to potenco
obrestovalnega faktorja, vrednost pred n leti pa tako, da jo delimo s to poten-
co. S tem pravilom smo opisali postopek, ki mu v finanéni matematiki obiéaj-
no re¢emo preracunavanje glavnice na kasnejsi oziroma zgodnejsi trenutek (ali
s tujko "termin’’). Kadar imamo opraviti z ve¢ kot eno glavnico, si dinamiko
vplaéil in izplagil obi¢ajno prikazemo na Stevilski premici, na kateri z enako
dolgimi intervali ozna¢imo posamezna kapitalizacijska obdobja in oznaé¢imo,
ob katerih trenutkih vplacujemo ali dvigamo posamezne glavnice. (Strokovno
re¢emo, da oznaCimo, kdaj te glavnice dospevajo.) Kot primer za uporabo tega
dogovora najprej izratunajmo visino letne anuitetex, ki jo moramo plaéevati,
¢e zelimo dolg D dinarjev vrniti v n letih, pri ¢emer prvi obrok dospeva eno le-
to po najemu kredita.

D
1 .o

gt 131"'11: }

Va4 %2 2 A A" a " a

Ker lahko neposredno primerjamo samo glavnici, ki dospevata v istem trenut-
ku, moramo vse te zneske prerac¢unati na isti trenutek, najlazje na tisti ¢as, ko
dospeva zadnja anuiteta, Takratna vrednost zaetnega dolga 0 je Dk " saj do-
speva zadnja anuiteta n let kasneje kot zacetni dolg. Vrednosti posameznih
anuitet (od zadnje proti prvi) pa so A, Ak, Ak?, ..., Ak"!, zato je

DK"=A1+k+k*+..+k1) (8)

Kot je pokazano v Moharjevem ¢lanku, lahko vsoto na desni poenostavimo v
AK"=1)/k — 1)
kK" —1

nE —_
Dk™ = A — (9)

* lzraz "anuiteta” pride iz besede ""anno’’, ki pomeni leto, anuiteta torej “letni obrok".
Ker pa se je izraz uveljavil tudi za polletne, mese¢ne ... obroke, posebej poudarimo, da
gre za letne obroke.
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in konéno

A= DKk—1) (10)
K" =1

Strah, da tak$na formula pri p = 0 ne velja, je odveé. Vedno se namre¢ lahko
vrnemo na obliko, ki sledi iz (8),
DK"
T+k+k2+ . +k"!

Pri p = 0 je obrestovalni faktor k enak 1 in za anuiteto A dobimo

L (11)
PEVE T n
Pri brezobrestnem posojilu je torej anuiteta kar obratno sorazmerna Stevilu
obrokov (in premo sorazmerna zacetnemu dolgu).
1z letne anuitete A, dolo¢ene z obrazcem (10), lahko z razreditvijo obrazca
(4) izratunamo potrebni meseéni obrok, ki nam ob plagevanju dvanajstih takih
obrokov ob koncu posameznega meseca do konca leta zbere natanko A dinar-
jev. Tako bi bil v obravnavanem primeru mese&ni obrok enak

- 1200 A Z 1200 D k7 (k — 1) (12)
14400 + 66p (14400 + 66p) (k" —1)

Navadno so bile pri ban¢nih posojilih podane letne obrestne mere. Pri pol-
letnih anuitetah so polletne obrestne mere to¢no polovico manjse, pri mese-
énih obrokih dvanajstkrat manjse, pri dvoletnih pa dvakrat veéje. Praktiéno so
banke do leta 1980 pri mesecnih odplacevanjih dolgov polletne anuitete razde-
lile na 6 enakih mese¢nih obrokov, ki pa se v tem intervalu niso obrestovali. Ali
so bile tu banke nepostene ali pa so bili le posojilojemalci na $kodi? O nepo-
Stenosti ne moremo govoriti, ¢e se denarni zavodi drzijo dogovorjenega poslo-
vanja. Rekli bi lahko le, da je za obéane $koda, ker posojilne pogoje doloéa le
banka. To pa ne drzi vedno, vsaj ne v primeru, ki ga Bojan Mohar navaja na
zadetku svojega &lanka. Pri stanovanjskih kreditih so pogoji ugodnejsi: za 15-
letno posojilo in 5% obrestno mero. Ali ni to ob 80% inflacijski stopnji skoraj
zastonj? Prav zaradi tega pa so banke pri¢ele vpladane anuitete obrestovati
vsak mesec. Tako je tudi pri podatkih, ki jih je Bojan Mohar dobil pri znancu,
vse v najlepsem redu:
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D = 800.000.— din

p=5%, k=105

n= 15 let oziromany = 180 meseénih odplacil, pr| cemer je
=5/12%= 000416 oziromak; =1 00416

Meseéni obrok a, izratunamo takole

D.ki8 [ (ky —1) 800.000 . 1,00416'%° . 0,00416
dy = = . =
! k180 —1 1,00416'8° — 1
800.000 . 2,1137014 . 0,00416 _
- 1,1137014 ~8320.%5
Razlika do 6327.— din pa nastane zato, ker banka vse konéne zneske zaokrozi
navzgor.
Zanimivo je $e vedeti, kak3$ne so letne anuitete za ta primer.
D.kYS . (k—1) 800.000 . 1,05'% .0,056
a= s = 15 -
kK —1 1,06"° —1

800.000 . 2,0789282 . 0,05
- 1,0789282 = JI012 48

kar je za 1159.— din ve¢ kot 12 meseénih anuitet.

Za konec bomo skusali odgovoriti 5e na tri zastavljena vprasanja v omenje-
nem ¢&lanku iz P=XI111/1.

(1) Ali so mozne take obresti, da bo (mese¢ni) obrok pri odplaéevanju na
pet let manjsi kot obrok pri odplaéevanju na 10 let? Pri tej nalogi upo3tevamo,
da so v obeh primerih obrestne mere enake. Zato lahko zapifemo

D.k* .(k—1) @ D.kY . (k—1)
K =1 k' —1
Kerso D>0,p >0, k —1>0ink > 1, lahko obe strani enacbe kraj-
gamo z D, k%, (k — 1) in (k* — 1) ter dobimo
K 1<k’
1<0

kar pa ni mozZno.
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(2) Kolik3na je dejanska vrednost odpla¢anega denarja v primerjavi z viino
posojila, e upoStevas |, da se vrednost zmanj$uje z inflacijo, ki je, recimo, vsa
leta odplacevanja enaka 80%? Kako se spreminja vrednost denarja pri inflaciji,
si oglejmo, kar bo lazje, pri 100%? To pomeni, da bo danasnji znesek 200.- din
ez leto dni vreden le 3¢ 100.— din. Ce zaznamujemo inflacijsko stopnjo z r =
= 100 %, je inflacijski faktor / = 1 + r/100 = 2. Danasnjo vrednost zneska ag
dobimo tako, da vrednost ¢ez eno leto a; pomnozimo z inflacijskim faktorjem,
kar lahko zapiSemo tudi obratno

ay =ao.'—"l' “3,

Ce upo$tevamo, da z enim letom znesek ne samo izgubi na vrednosti, pa¢ pa
tudi pridobi zaradi obresti, moramo ta znesek pomnoziti 3e z obrestovalnim
faktorjem k. Obrazec

1 k
=89 .— .k=ag .—
a; =ag / dg ]
lahko zapisemo tudi takole
1+
a, =ag. m, kjerje m=%=% (14)

Vsi drugi obrazci z upoStevanjem inflacije so enaki obrazcem za obrestno obre-
stni racun, le da je obrestovalni faktor zapisan malo bolj komplicirano:
m -1

Gy =Gm in Ay =2 ——— (15)
m_

(3) Ali se lahko zgodi, da bo pri posojilu na n let meseéni obrok visji od
celotnega posojila? Kaj hitro lahko opazimo, da so lahko obroki (ne le me-
seéni) veéji od celotnega posojila. V tem primeru je vrednost ulomka

a _ knlk-—1)
DTk =1 &l
kar smo dobili iz formule (5). Oglejmo si to neenaébo za razliéna obdobja.
a) Za enoletna posojila (n = 1) se neenacba
k" . lky — 1) ky . ky — 1)

SUHE b 3
PR . Ky — 1

17



kjer je k; veé od 1, p pavec od ni¢. To pa pomeni, da posojilo ne sme biti ne-
obrestovano, saj moramo na koncu prvega leta vrniti Ze vso glavnico pa e tako
majhne obresti, samo da so.

b) Za dvoletno posojilo (7 = 2) se neenacba glasi

ka? . (k1) ka® (ky= 1) .
k22 -1 (kz ¥ ”tkg — 1] kg + 1
ka2 >ky +1

k2 —k, —1>0

Srednjedolci, ki poznajo resevanje kvadratnih enacb, lahko ugotovijo, da ta ne-
enacba velja za k; > 1,6180339 ali da je p > 61,8%. Za ilustracijo in lazje razu-
mevanje vzemimo, da je obrestna mera p = 70%. Glavnica 100.— din do konca
prvega leta naraste na 170.— din. Ker vrnemo najmanjSo anuiteto, ki ustreza
pogojem naloge (v viSini prvotne glavnice), je ostanek dolga Se 70.— din, Ta
znesek pa se v drugem letu Se enkrat obrestuje za 49.— din, kar znese skupaj
119.— din dolga. To pa res Zze pomeni, da moramo vrniti vsako leto ve¢, kot je
visina zacetne glavnice.
c) Ker so neenadbe visje stopnje

P L e R
za veliko vec¢ino ucencev v osnovnih Solah mnogo pretezke, naj zanje velja le
sklepanje, da je pri posojilih na vec let pri zelo visoki obrestni meri vedno moz-

no doseci, da je vsakokratna anuiteta vecja od prvotne glavnice.

JoZe Andrej Cibej, Ciril Velkovrh
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