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RacunalniSko podprta karakterizacija
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Uspesno reSevanje tehnicnih problemov z numeriéno analizo in racunalnisko simulacijo zahteva med drugim tudi dobro poznavanje
lastnosti snovi, ki obravnavani problem karakterizirajo. V prispevku obravnavamo racunainisko podprto identifikacijo temperaturne
odvisnosii reclodkih snovnih lastnost, zasnovano na melodologiji reSevanja inverznih problemov.

Kljuéne besede: matematicno moadeliranje, inverzni problem, snovna identifikacia

Successful treating of technical problems by means of numerical analysis and computer simulation is conditioned by a

ood

knowledge of the material properties that characterize the considered problem. The computer aided identification of the
lemperature dependent rheological material properties, which is based on the inverse problem solulion methodology, is presented

in the paper
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1 Uvod

Z intenzivnim razvojem novih, ¢edalje kompleks-
nejsih materialov je vprasanje ucinkovite karakterizacije
materialov postalo Se aktualnejSe, saj je njihova uporaba
ter vgradnja v tehni¢ne sestave v veliki meri pogojevana
prav s stopnjo poznavanja snovnih lastnosti. Predvsem v
procesni tehniki je Cedalje ve¢ naprav, ki obratujejo v
zelo Sirokem delovnem obmoéju. Delovanje takSnih
sistemov, pri Katerith so gradiva vgrajenih elementov ob
stati¢nih obremenitvah navadno izpostavljena Se velikim
temperaturnim spremembam ter morebitnim kemicnim
reakcijam, je mogoce zanesljivo nacrtovati le ob primer-
nem poznavanju odvisnosti, ki jih snovne lastnosti na
celotnem delovnem obmodju izkazujejo.

Ugotavljanje snovnih lastnosti temelji predvsem na
obdelavi eksperimentalno pridobljenih odzivov, t.j. na
vrednotenju za analizirano snovno lastnost relevantnih
podatkov, 1zmerjenih z eksperimentom. Za enoli¢no
identifikacijo raziskovane fizikalne lastnosti mora biti
eksperiment ustrezno nacrtovan ter izveden. Temu us-
trezno so za znalilne preizkuse preizkuSanci ter potek
cksperimenta povsem opredeljeni s standardi. Kom-
pleksnost odvisnosti, ki naj bi jo z eksperimentom iden-
tificirali, pogojuje zahtevnost in Stevilo potrebnih eks-
perimentov, s tem pa tudi ceno izvedbe eksperimenta. Da
bi enoli¢no identificirali dolo¢eno odvisnost snovi, te-
melji vefina tako predpisanih eksperimentov na zago-
tavljanju konstantnosti vplivnith veli¢in med izvajanjem
eksperimenta. Pri karakterizaciji kompleksnejsih odvis-
nosti snovnih lastnosti pa tak3en nacin zahteva izvedbo
mnoZice preizkusov v razli¢nih razmerah.
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Za popolnej3o in hitrejSo karakterizacijo snovi, ki naj
bi istocasno sprostila v predhodnem odstavku opisane
omejitve pri izvedbi eksperimenta, je potrebno razviti us-
trezno metodologijo. ZaZeleno bi bilo, da bi le-ta
praviloma ne omogocala le u¢inkovitejSe matematicne
obdelave podatkov, marve¢ tudi bistveno posploSitev
samega eksperimenta z moZnostjo verodostojne identifi-
kacije SirSega spektra snovnih lastnosti pri manjSem
Stevilu razli¢nih eksperimentov.

V prispevku je obravnavana racunalnisko podprta
identifikacija temperaturne odvisnosti reolodkih snovnih
lastnosti, ki temelji na racunalniski simulaciji laboratori-
jskega eksperimenta ter reSitvi inverznega robnega
problema.

2 Formulacija problema

Pri obravnavanju termomehanskih problemov je
poznavanje temperaturne odvisnosti snovnih lastnosti
odlo¢ujoce za verodostojnost kakr$nekoli analize. V na-
daljevanju se omejimo na identifikacijo nekaterih snov-
nih lastnosti, ki vplivajo na napetostno-deformacijsko
stanje v elastoplastiénih snoveh. Pri tem privzamemo, da
je telo (realni strojni del v obratovanju ali preizkuSanec v
eksperimentu) iz snovi, ki jo Zelimo karakterizirati. Telo
je izpostavljeno ¢asovno spremenljivemu delovanju zu-
nanjih ucinkov. tako toplotnih kot tudi mehanskih.
Kon¢no privzemimo 3e, da je fenomenolosko vedenje v
telesu, ki sledi kot odziv na definirane zunanje ucinke,
mogodce ustrezno popisati z matemati¢nim modelom.

2.1 Matemati¢ni model termomehanskega problema

V okviru veljavnega matemati¢nega modela, kjer z x
ozna¢imo prostorsko koordinato poljubne to¢ke obravna-
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vanega telesa (x € Q < Q) in s t Casovno koordinato (t
= (). temelji izratun deformacijsko-napetostnega polja v
telesu na Casovno spreminjajoCem se temperaturnem
polju T(x.t). ki ga dolo¢imo s predhodno toplotno
analizo. Zaradi temperaturne odvisnosti snovnih lastnosti
je problem nelinearen ter odvisen od zgodovine obre-
menjevanja. Deformacijsko-napetostno polje, ki ga opre-
deljujejo napetostni tenzor ojj(x.t), tenzor deformacij
gij(x.) ter vektor pomikov ui(x,t), je dano z reSitvijo
sistema enacb

o+ fi=0 n
- % (dul.) + du;.:) , XK€ Q (2)
Ea
do; = Hy, dgy, - T—2v dT 9, (3)

ob upoStevanju zunanjih uéinkov. Enacba (1) predstavija
ravnotezne razmere, enaiba (2) zvezo med deformaci-
jami in pomiki in enacba (3) reoloSko zvezo med nape-
tostmi in deformacijami. Pri tem je f; vektor volumskih
sil, Hiju tenzor snovnih lastnosti, E modul elasti¢nosti,
o temperaturni koeficient razteznosti, v Poissonovo
Stevilo in §;; Kroneckerjev tenzor.

Toplotni udinki rczulurajo v Casovno odvisno tem-
peraturno polje T(x,t), ki je zaradi predpostavke o pred-
hodno izvedeni toplotni analizi definirano po celotnem
telesu. Skladno s tem je temperaturna sprememba dT v
Casovnem intervalu [t, t+dt]:

dT = T(x, t4+dt) = T(x, t) = (4)

dT(x,1)

i dt

Od mehanskih u¢inkov je potrebno po celotnem
telesu upoitevati asovno spreminjanje volumskih sil
fi(x,t), na povrdini I" le-tega pa 3e definirano obteZzbo
pi*(x,t) ali predpisane pomike ui*(x,t). Skladno s tem
mora reditev sistema ena¢b (1-3) na delu povriine I'g
izpolnjevati robni pogoj:

o;n=p*(x), xel, (5)

na delu povrdine I'y (Iy = T-T'g) pa robni pogoj:

u=u*(xt), xel, (6)

2.2 Identifikacija temperaturne odvisnosti mehanskih
lastnosti trdnih snovi

Tenzor snovnih lastnosti Hijk, ki med drugim vklju-
Cuje tudi odvisnost od modula elasti¢nosti E ter Pois-
sonovega 3tevila v, se glede na zgodovino obremen-
jevanja spreminja, pri emer so koeficienti tenzorja Hijkl
ter temperaturni koeficient razteznosti o 3¢ temperaturno
odvisni. V primeru mehansko izotropne snovi se Stevilo
neodvisnih koeficientov, ki popisujejo tenzor Hijki,
zmanj$a. Za clastoplastiten material so to: Poissonovo
Stevilo v = v(T), modul elasti¢nosti E = E(T), meja pla-
stiénosti Rp = ov = ov(T) in tangentni modul Et = do/de
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= Er(e,T). Tangentni modul izratunamo iz Krivulj
teCenja (o—€ krivulje), ki so temperaturno odvisne.

Ob poznanih temperaturnih odvisnostih posameznih
snovnih lastnosti, ki opredeljujejo reolodko zvezo (3), je
mehanski odziv telesa na predpisane termomehanske
obremenitve povsem determiniran in s tem enoli¢no
dologljiv iz enacb (1-6). Vsaj naleloma pa bi lahko, ob
predpostavljenem poznavanju mehanskega odziva na
dano termomchansko obremenitev, dani matemati¢ni
model uporabili za snovno karakterizacijo, konkretno v
naSem primeru za identifikacijo temperaturne odvisnosti
reoloskih snovnih lastnosti.

Z namenom racunske identifikacije temperaturne od-
visnosti snovne lastnosti F = F(T) smemo zanjo privzeti
naceloma poljubno matemati¢no odvisnost, katere stop-
nja ujemanja z dejansko odvisnostjo pa bo odvisna od
Stevila prostih parametrov v privzetem funkcijskem zak-
onu. V konkretnem primeru privzamemo odsckoma
linearno funkcijsko odvisnost snovnih lastnosti F(T).
Temperaturni interval opazovanja [Ts, Ti] zato razdelimo
na n, v splodnem razliéno velikih, podintervalov:

[T, Tl =[Te. TV [T}, Tl v ... U [T,y T,)s
T,aT. T=T, )
V skladu s privzeto funkcijsko odvisnostjo se funk-

cija F(T) pri temperaturi T € [Ti.i, Ti] izraZa z enalbo:

F-l
B (T—Ti-l) '

i A3l

FT)=F"'+ 1€ig€n, (8)

pri Cemer sta koeficienta F*! in F' funkcijski vrednosti
funkcije F(T) na mejah i-tega podintervala.

Ob upostevanju enacb (7) in (8) je temperaturno od-
visni modul clasnénostl E(T) popisan s funkcijskimi
koeficienti E°, E'.. - EX, Poissonov koliénik v(T) s koe-
ficienti v°, v'..... v™, meja plasti¢nosti ov(T) in krivulje
teenja o(e.T) s koeficienti 6°, ¢'.... o* ter temperaturna
razteznost o(T) s koeficienti o, o',..., &. Snovne kon-
stante E",..., Ek. vo...., v'“. 6°...0" in &’...., & zdruzimo
v vektor p = [E ..&*], ki pri reSevanju problema iden-
tifikacije tvorijo vektor neznank. Simbol T oznacuje pri
tem transponiranost vcktoqa p. Stevilo funkcijskih koefi-
cientov, ki popisujejo posamezno odvisnost (k, m, r, s),
Je lahko razliéno.

2.3 Inverzna metoda identifikacije

Osnova metode identifikacije je refevanje i, inver-
znega problema , kjer gre za doloCevanje koeficientov
operatorja, ki opredeljuje fenomenoloske lastnosti obrav-
navanega sistema. V naSem primeru je to enacba (3),
iskane koeficiente pa predstavlja vektor p. Ker je ree-
vanje inverznega problema enako nacinu reSevanja cks-
tremalnih problemov', bomo v procesu raunske identifi-
kacije iskali optimalno vrednost vektorja neznank p z
ozirom na minimizacijo odstopanja med ralunskim in
eksperimentalnim odzivom obravnavanega sistema.



POdrOan_]SI opls metode presega okvire tega pris-
pevka, podan Jje v=. Problem identifikacije lahko opide-
mo z naslednjim algontmom
1 - izvedba laboratorijskega eksperimenta ob poznanih
robnih pogojih ter merjenje odziva realnega sistema
2 - izbira priblizka neznanih odvisnosti snovnih lastnosti
za zaCetni korak rafunskega iteracijskega postopka

3 - ra¢unalnidka simulacija eksperimenta s privzetimi od-
visnostmi snovnih lastnosti

4 - primerjava odziva numeri¢nega modela z odzivom re-
alnega sistema

5 - v primeru, da je ujemanje primerjanih odzivov zado-
voljivo, se iteracijski postopek in s tem tudi snovna
identifikacija zakljucita

6 - v primeru, da ujemanje primerjanih odzivov ni zado-
voljivo, sledi popravek odvisnosti snovnih lastnosti

ter dolocitev novega priblizka, ki bo upoStevan v

naslednjem iteracijskem izracunu
7 - ponovitev algoritma od tocke 3 dalje,

Prikazani algoritem je v bistvu opnmlzacnjskl , saj
gre za minimizacijo odstopanj primerjanih odzivov. Sam
problem minimizacije pa lahko opremo na postopke za
iskanje ekstrema funkcije ve¢ spremenljivk. Merilo za
ujemanje odziva numeri¢nega modela in odziva realnega
sistema (toCka 4 opisanega algoritma) predstavlja t.i.
ciljna funkcija:

S(p) = [Y-U(p)l" W[Y-U(p)] + q(Hp]" Hp,  (9)

kjer je Y vektor na opazovanem sistemu izmerjenih
veli¢in (toc¢ka 1) in U(p) vektor z numeri¢nim modelom
izraCunanih veli¢in. Slednjega, ki je implicitna funkcija
parametrov sistema p, izraunamo na osnovi analize di-
rektnega problema (tocka 3). Napake meritev vkljuéuje
na statisti¢ni nadin uteZna matrika W, medtem ko je
vloga regularizacijskega ¢lena z uteZnim koeficientom q
zmanjSati prevelike spremembe vrednosti parametrov
sistema, ki so navadno znalilne za zaCetne korake iden-
tifikacije. Z regularizacijsko matriko H izvajamo nad
parametri sistema regularizacijo 0., 1. ali 2. reda.
Potrebni pogoj za ekstrem ciljne funkcije S(p), s
katerim izrazimo zahtevo po niénosti prvih odvodov
ciljne funkcije S(p) po parametrih p, zapiSemo z enacbo:

V.S(p) = -2X"(p) W[Y-U(p)] + 2qH" Hp = 0 (10)

Pri tem oznacuje Vp parcialni odvod po komponentah
vektorja p in X(p) ob&utljivostno matriko:

X"(p) =V, U"(p) (1)
Skladno z Gauss-Newtonovo metodo minimizacije

ciljne funkcije (9) izvedemo nadalje linearno aproksima-
cijo vektorja U(p) v (v+1)-vi iteraciji:

U(pvol) - Uvol =U'+ x(pv) [pwl_pvl

pri Cemer pomeni v Stevec iteracij. UpoStevajo¢ dano
aproksimacijo sledi iz enacbe (10) sistem enach, iz
katerega ob poznanem vektorju p¥ ter njemu pripada-
jo¢em odzivu U(p") izratunamo naslednji priblizek p¥*!
(tocka 6):

(12)
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[XT(p") W X(p") + qHT H} p*' =

= X"(p") W{X(p") p* + [Y-U(p")]} (13)

3 Numeriéni zgled

V ponazoritev prikazane metodologije ratunalnisko
podprte snovne identifikacije smo izvedli identifikacijo
temperaturno odvisnih reoloskih lastnosti hipoteticnega
materiala, ki ima lastnosti, podobne jeklu. Iskane last-
nosti so temperaturno odvisni modul elastiCnosti, Pois-
sonov koli¢nik in temperaturni razteznostni koeficient ter
krivulje teCenja pri razli¢nih temperaturah. Toplotne last-
nosti so v tem prispevku privzete kot poznane in niso
predmet identifikacije, njihove temperaturne odvisnosti
pa sicer lahko prav tako dolo&imo z inverzno metodo
identifikacije”.

3.1 Zasnova laboratorijskega eksperimenta

Sklop za izvedbo laboratorijskega eksperimenta,
katerega geometrija je prikazana na sliki 1, je sestavljen
iz prizmati¢nega preizkuianca, pravokotnega prelnega
prereza, z izmerami 5 x 10 mm, dolZine 120 mm, ki je
podvrZen mehanskim in temperaturnim obremenitvam.
Senzorji za merjenje vzdolZnih in pre¢nih deformacij
(oznaka A in B na sliki 1) so name$¢eni na delu preiz-
kusanca med obema podporama, senzor za merjenje
upogiba pa je name3Cen na sredini razpona (oznaka C).
Poleg tega merimo Se temperaturo zgornje (T1) in spod-
nje (T2) povrsine preizkudanca, kar pa na sliki 1 ni pose-
bej prikazano.

Zacetno stanje preizkuSanca je izotermno in nenape-
tostno, njegovo obremenjevanje pa poteka v dveh
korakih. V prvem doseZemo z enakomernim segrevanjem
na temperaturo Ty = 500°C na celotni zgornji povrSini
nosilca in intenzivnim hlajenjem (T2 = 0°C) po celotni
spodnji povrSini stacionarno temperaturno polje v
preizkulancu. Izmerjeni podatki nastalega deformacij-
skega polja rabijo za identifikacijo temperaturno odvis-
nega koeficienta temperaturne razteznosti. V drugem
koraku dodamo temperaturni obremenitvi $¢ upogibno
(tiritockovni upogibni preizkus), s katero povzrofimo
plastifikacijo nekaterih delov preizkusanca.

Ker podrobna analiza in izvedba eksperimenta nista
predmet tega prispevka, je prikazani laboratorijski eks-
periment ilustrativnega znacaja, saj rabi le kot prikaz
uporabnosti inverzne metode identifikacije.

F F

# A T
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L,B 60 .

120

Slika 1: Eksperimentalni sklop
Figure 1: Expenimental arrangement
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3.2 Ekvivalentni numericni eksperiment

Odziv realnega sistema, to so med potekom realnega
eksperimenta izmerjene vrednosti Y, pomeni izhodis¢e za
racunalniko podprto identifikacijo. Ker pa gre v tem
prispevku izkljuéno za prikaz metodologije rafunske
identifikacije, smo realni eksperiment zamenjali z nu-
meri¢nim. V ta namen odvisnosti snovnih lastnosti, ki so
v realnem eksperimentu neznane in so v bistvu predmet
identifikacije, nadomestimo v numeri¢nem eksperimentu
s povsem doloCenimi odvisnostmi, s tem pa je tudi odziv
v numeri¢nem eksperimentu obravnavanega sistema
povsem opredeljen. Dobimo ga namre¢ z reditvijo di-
rektnega problema ob upoStevanju predpisanih robnih
pogojev. V nasem primeru je odziv Casovno spremenljivo
deformacijsko polje, iz katerega za potrebe racunske
identifikacije izlo¢imo kon¢no mno€ico vrednosti, disk-
retiziranih tako krajevno kot tudi ¢asovno. S tak3no disk-
retizacijo zagotovimo analogijo z realnim eksperimen-
tom, v katerem je merjenje temperature, deformacij in
pomikov omejeno krajevno na tofke s senzorji, names-
¢enimi na preizkuSancu, ¢asovno pa na ustrezno ¢asovno
zaporedje.

Med tehtne razloge za zamenjavo laboratorijskega
eksperimenta z ckvivalentnim numeri¢nim, vsaj v uvodni
fazi razvoja obravnavane metodologije snovne identifi-
kacije, sodi nedvomno moZznost neposrednega primer-
janja v numeri¢nem eksperimentu izbrane “tocne” tem-
peraturne odvisnosti z rafunsko identificirano
odvisnostjo. Nasprotno pa lahko o stopnji natanénosti
identificirane odvisnosti, dobljene na osnovi izmerjenih
odzivov v realnem eksperimentu, sodimo le posredno s
primerjanjem racunskega in realnega odziva.

V skladu z zgornjimi ugotovitvami nadomestimo v
naSem primeru opisani laboratorijski eksperiment z
analizo ekvivalentnega numeri¢nega eksperimenta. Da bi
zagotovili podobnost z realnim odzivom, perturbiramo
numeri¢ni odziv skladno z napako meritve, ki izvira iz
neto¢nosti senzorjev in merilne zanke. Glede na obmodje
merjenja ter vrsto senzorjev, je dolo¢ena najvedja ver-
Jjetna napaka €err in Uerr, Ki je:

€., = +max [0.0003, 0.015¢] (14)
za senzorje, ki merijo deformacije ter
u,, = max [0.01 mm, 0.0075u) (15)

za senzor za merjenje upogiba, pri ¢emer sta € in u ab-
solutni velikosti izmerjenih deformacij in pomikov.,
ZaCetni priblizki privzemajo konstantno vrednost
snovnih lastnosti na celothem temperaturnem obmodju
od 0°C do 500°C, in sicer za modul elasti¢nost 220 000
MPa, Poissonov kohémk 0,36, temperaturni razteznostni
koeficient 16,0- 10K ter mejo plasticnosti 300 MPa.
Racunalnidka simulacija numeri¢nega eksperimenta
kakor tudi vse analize, potrebne v opisani inverzni meto-
dologiji identifikacije, so izvedene z metodo koncnih
elementov. Rezultati identifikacije so prikazani v tabeli
1 in na sliki 2. V tabeli 1 so primerjane velikosti "to¢-
nih" in identificiranih funkcijskih koeficientov tempera-
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Slika 2: “Prave" in identificirane krivulje te¢enja jekla
Figure 2: “True” and identified yield curves of the steel

turno odvisnih krivulj E=E(T), v=v(T) in o = a(T). Na
sliki 2 pa so prikazane krivulje o-€ pri razli¢cnih tempera-
turah. To¢ne krivulje niso posebej oznacene na sliki, z
votlimi simboli pa so oznaCene krivulje, ki so rezultat
identifikacije. V vecjem delu diagramov je ujemanje
pravih in ocenjenih vrednosti zadovoljivo.

Tabela 1: Pnmerjava in identificiranih  funkcijskih
koeficientov za jeklo

Table 1: "True" versus identified function coefficients companson of
the steel

"pravih"

T(°C) E (105 MPa) v () o (10°K")
pravi identif. pravi identif. pravi identif.
0,0 2,10 2,15 0300 0297 11,00 1134
2000 197 194 0310 0309 13,00 13,09
4000 1,83 180 0320 0326 1430 1420
5000 1,73 171 0330 0332 1480 1473

4 Sklepne ugotovitve

Iz prikazanega numeri¢nega primera je razvidna
robustnost metode identifikacije. Stevilo neracu potreb-
nih za razreSitev identifikacijskega problema, je odvisno
od $tevila funkcijskih koeficientov (vektor p) ter od do-
bre ali slabe pogojenosti problema. V tem smislu je me-
hanski problem slabSe pogojen od termi¢nega’, zato so s
ciljem razreSitve identifikacijskega problema vpeljani
dodatni postopki, kot npr. obremenjevanje po korakih in
manjsanje Stevila funkcijskih koeficientov.
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