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Uvod

Starogrski matematiki so se intenzivno ukvarjali z
vpraSanji, kako danemu liku poiskati veckotnik z
enako plo$¢ino. Najbolj znan problem, ki se je ve-
liko kasneje izkazal za neresljivega, je, kako krogu
poiskati ploscinsko enak kvadrat. Arhimed (287-212
pr. n. $t.) je v pismu matematiku Dositeju pokazal,
da je ploscina lika, ki ga od parabole odreze njena
sekanta, enaka Stirim tretjinam ploscine trikotnika,
ki ima za osnovnico tetivo, za vrh pa toc¢ko na pa-
raboli, v kateri je tangenta na parabolo vzporedna
sekanti (glej sliko 1). Arhimedov rezultat je izjemen,
sploh ¢e se zavedamo, da mu je to uspelo ve¢ kot
dve tisocletji pred odkritjem integralov.

SLIKA 1.

Ploscina lika, ki ga od parabole odreze sekanta, je enaka Stirim
tretjinam ploscine trikotnika, ki ima za osnovnico tetivo, za vrh
pa tocko parabole, v kateri je tangenta vzporedna sekanti.

Starogrski matematiki so na parabolo gledali kot
na presek neskoncnega stozca z eno od ravnin, ki je
vzporedna neki tangentni ravnini stoZca; to je, rav-
nini, ki se stoZca dotika le vzdolZ njegove tvorilke.

TaksSna predstava je Arhimedovo obravnavo Se doda-
tno otezila. Da bi najpomembnejSe ideje Arhimedo-
vega dokaza priblizali bralcem Preseka, si bomo po-
magali s koordinatnim sistemom, ki ga je Sele mnogo
kasneje izumil Rene Descartes (1596-1650). V pri-
merno postavljenem koordinatnem sistemu ima vsa-
ka parabola enacbo y = Cx?, kjer je C realna kon-
stanta. Zaradi enostavnejSega racunanja bomo ob-
ravnavali le parabolo y = x?.

Tangenta na parabolo

Najprej si brez pomoci odvoda poglejmo, kako najti
enacbo tangente na parabolo. Bolj natancno, poi-
$¢imo enacbo tangente na parabolo y = x? v tocki
(x0,X3)-

Ker gre tangenta skozi tocko (xg, xé), je za prime-
ren naklon k njena enacba enaka

=y —x3 = k(x - xp).

Zato so skupne tocke tangente in parabole resitve
enacbe

= x? = k(x — xq) + Xx3.

Ker se tangenta dotika parabole, mora imeti kvadra-
tna enacba

= x2—kx+kxo-x3=0
le eno dvojno niclo, zato je njena diskriminanta
= D = k*-4(kxo—x3) = k?—4kxo+4x§ = (k—2x0)>

enaka 0. Tako smo pokazali, da je naklon tangente
na parabolo y = x? v tocki (xo,xé) enak k = 2xy.
Bralci, ki Ze poznajo pomen odvoda, lahko preverijo,
da se rezultat ujema z vrednostjo odvoda (x?2)’ = 2x
v tocki xg.
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Tangenta, ki je vzporedna sekanti

Pred obravnavo se je Arhimed sklical na nekatere
znane lastnosti parabole, ki sta jih dokazala ze Ev-
klid (365-275 pr. n. §t.) in Aristej (390-320 pr. n. §t.).
NajpomembnejSa pravi, da sta ordinata in abscisa
tocke na paraboli v kvadratnem sorazmerju. Nas
bo zanimalo tudi, v kateri to¢ki parabole je tangenta
vzporedna sekanti skozi tocki A(a,a?) in
B(b,b?). Ker imata vzporedni premici enak naklon,
iS¢emo tangento z naklonom

bZ—OLZ
b-a

V prejSnjem razdelku smo pokazali, da je naklon
tangente v tocki (xy, x(z)) enak 2x, zato mora biti

= k= =b+a.

= 2x0=b+a:>x0:%(a+b).

S tem smo pokazali zanimiv rezultat, ki pravi, da
je tangenta na parabolo vzporedna sekanti v tocki

2
C (“T”’, (“Zib) ), ki lezi pod razpolovi§¢em tetive,
med tockama, kjer sekanta seka parabolo.

Metoda izcrpavanja ploscine

Plos¢ino odseka parabole y = x2 s sekanto skozi
to¢ki A(a,a?) in B(b,b?) bomo izratunali tako, da
bomo ta odsek zaporedoma tlakovali s ¢edalje manj-
Simi trikotnimi ploScicami, ki bodo v vsakem novem
koraku pokrivale ¢edalje vecji del odseka. Za najve-
¢jo ploscico vzemimo trikotnik ABC.

Primerjajmo plosc¢ino celotnega odseka in ploSci-
no trikotnika ABC. Navpicni premici x =ainx =b
skupaj s tetivo AB in tangento skozi C oklepata pa-
ralelogram. Ce ga v mislih razreZemo na dva kosa
Se z navpicnico x = %(a + b) skozi tocko C, vidimo,
da je zaradi skladnosti ustreznih parov trikotnikov
ploscina paralelograma dvakrat vecja od ploSc¢ine tri-
kotnika ABC. Hkrati je jasno, da je celoten odsek
parabole vsebovan v tem paralelogramu. Zato lahko
zelo grobo ocenimo, da trikotnik ABC pokriva vsaj
polovico ploSc¢ine paraboli¢nega odseka.

Nadaljujmo z vértovanjem novih, manjsih triko-
tnikov, ki bodo pokrili Se nepokriti del paraboli¢nega
odseka.

Najprej nariSimo dva nova trikotnika z osnovni-
cama AC in CB ter vrhovoma v tockah D in E, kjer

SLIKA 2.
Vcrtani trikotnik pokriva ve¢ kot polovico ploscine odseka
parabole.

je tangenta na parabolo vzporedna premicama AC
in CB (glej sliko 3). Premislek od prej nam pove, da
smo s tem pokrili ve¢ kot polovico Se nepokritega
dela. Zato je ostala nepokrita Se najvec Cetrtina od-
seka.

SLIKA 3.
Zaporedno tlakovanje odseka parabole

Nato nariSimo Se Stiri nove trikotnike z osnovni-
cami AD, DC, CE in EB ter vrhovi v to¢kah parabole,
kjer je tangenta vzporedna premicam AD, DC, CE in
EB. Enak sklep kot prej nam pove, da je del odseka,
ki ga ne pokriva sedem pravkar narisanih trikotni-
kov, manjsi od osmine ploSc¢ine celotnega odseka.
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S postopkom nadaljujemo. Vsaki¢ na enak na-
¢in kot prej doriSemo dvakrat toliko trikotnikov kot
v prejSnjem koraku in ploS¢ino nepokritega dela
zmanjSamo vsaj za polovico. Zato lahko z dovolj
potrpezljivim vcrtovanjem novih in novih trikotni-
kov poljubno zbliZamo plos¢ino odseka parabole ter
vsoto ploscin vertanih trikotnikov.

Plos¢ine manjsih trikotnikov

V tem razdelku bomo dokazali, da je ploS¢ina vsa-
kega od trikotnikov ADC in CEB osemkrat manjSa
od ploScine trikotnika ACB.

Navpicnica x = %(a + b) skozi C naj seka sekanto
AB v tocki S (glej sliko 4). Ker je navpicnica skozi C
enako oddaljena od navpi¢nic x = a in x = b skozi
A in B, leZi tocka S na sredini daljice AB. Trikotnika
SAC in BSC imata enako dolgi osnovnici AS = SB =
%AB in isto viSino, zato imata enako plosc¢ino. Tako
bo dovolj, ¢e pokaZzemo le, da je plosScina trikotnika
ADC enaka cCetrtini ploSc¢ine trikotnika ACS.

B

SLIKA 4.
Plosc¢ina manjsega trikotnika ADC je enaka osmini ploscine ve-
¢jega trikotnika ACB.

Sedaj potegnimo navpicnico skozi D, ki seka se-
kanto AB v tocki T. Enak premislek kot prej nam
pove, da tocka T lezi na sredini daljice AS. Tri-
kotnika ACT in TCS imata enako dolgi osnovnici
AT =TS = %AS in isto viSino, zato sta plosc¢insko
enaka in pokrivata vsak polovico ploscine trikotnika
ACS. Zato je dovolj pokazati, da je ploScina triko-
tnika ADC enaka polovici ploSc¢ine trikotnika ACT.

MATEMATIKA

Daljica DT naj seka daljico AC v tocki U. Triko-
tnika ADC in ACT imata isto osnovnico AC, njuni
viSini pa sta v razmerju DU : UT. Dokaz bo tako
koncan, ko pokazemo, da je UT = 2DU.

Pomagajmo si s koordinatnim sistemom. Ker toc-
ke D, U in T leZijo na isti navpicnici
} X_1<a+a+b) _3a+b

2 2 ) 4 7
sta dolZini daljic UT in DU enaki razliki ordinat
ustreznih tock.

Tocka D lezi na paraboli y = x2, zato ima ordi-
nato enako
_ (Ba+ b)?

16
Tocka T lezi na sekanti AB, katere naklon kag = a+b
smo Ze izracunali. Enac¢ba sekante AB je

" YD

* y—a’=(b+a)(x-a).
Zato je ordinata tocke T enaka
3a+b ) »  b?+3a?
-a = —
4
Tocka U lezi na premici skozi A in C z naklonom

-yT=(a+b)< +a

2
. (M) -a®  p2ioab - 3a2
Ac = ab_g "~ 2b-a)

in enacbo
» b?+2ab-3a®
"=y—-a ZW(X—Q).

Ordinata tocke U je zato enaka
» b%>+2ab-3a* (3a+b
(<5 -)

" Yu=a +

2(b—a) 4
_ 5a*+2ab + b?
B 8
Krajsi racuna nam da dolzini daljic UT in DU:
i _(a-b)?
Yr—JYu = g
(a —Db)*
"YU Yp =g

Res velja UT = 2 DU, to pa smo Zeleli pokazati.

Ker je trikotnik CEB dobljen na enak nacin kot tri-
kotnik ADC, je tudi njegova ploScina enaka Cetrtini
plosc¢ine trikotnika BSC in zato enaka osmini plo-
$¢ine trikotnika ACB.
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Vsota ploscin trikotnikov

Recimo, da je ploS¢ina trikotnika ACB enaka S. V
vsakem koraku tlakovanja dodamo dvakrat ve¢ no-
vih trikotnikov kot v prejSnjem koraku, ploscina vsa-
kega novega trikotnika pa je osemkrat manjSa. Pre-
mislili smo Ze, da je po dovolj korakih vsota plosc¢in
vseh tlakovcev poljubno blizu plo$cini paraboli¢nega
odseka. Po n korakih je vsota ploscin trikotnikov
enaka

= Sp=S+2-55+2%. 55+2%. &S+
...+2n_1' 8"171

:S(1+i+(%)z+...+(%)”*1)_

To je vsota kon¢nega geometrijskega zaporedja s pr-
vim ¢lenom S in kvocientom %, od koder sledi

i (1 - (5)") .

Ko Stevilo korakov vecamo ¢ez vse meje, postaja po-
tenca (%)" poljubno majhna, zato je plosSc¢ina para-
bolicnega odseka enaka

1- ()"

4
u Soo=§5.

To pa je natanko Arhimedov rezultat.
Arhimed Se ni poznal geometrijskih vrst in je
zgornjo vsoto izracunal s pomocjo naslednjega trika:

_F:

SLIKA 5.

Geometrijska interpretacija vsote geometrijske vrste s kvocien-

1
tom 1

Kvadrat s stranico 1 razrezimo na Stiri enake kva-
dratne dele (glej sliko 5). Vsak del ima ploscino %.
Postopek ponovimo z manjSim zgornjim desnim
kvadratkom, ki ga na enak nacin razdelimo na Se
manjSe kvadratke s ploScino 4—12. V nadaljevanju po-
stopka na diagonali osnovnega kvadrata dobimo ce-
dalje manjSe kvadrate. Vsakemu diagonalnemu kva-
dratku pripadata kvadratka z enako plosc¢ino, eden
od njiju lezi nad njim, drugi pa na njegovi desni
strani.

Zato si lahko predstavljamo, da ploS¢ino najve-
Cjega kvadrata iz¢rpamo z manjSimi kvadrati na na-
slednji nacin.

Najprej vzamemo vse tri zacetne polovi¢ne kva-
dratke razen zgornjega desnega. Nato manjkajoci
zgornji desni kvadratek pokrijemo s tremi manjSimi
ploscinsko enakimi kvadratki, preostali kvadratek
spet s tremi manjSimi in tako naprej. Povrsno po-
vedano bomo v neskon¢no korakih s trojicami Ce-
dalje manjSih skladnih kvadratkov iz¢rpali ploS¢ino
celotnega osnovnega kvadrata. Drugace, plosc¢ino 1
osnovnega kvadrata lahko razbijemo na neskonc¢no
vsoto ploscin ¢edalje manjsih kvadratkov takole:

= 1=31+35+35+...

0Od tod dobimo vsoto iskane neskonc¢ne geometrijske
vrste

1 1
472+473+---

+

A=

1
3

Primerjava rezultata z modernim izracunom

Bralci, ki jih je prispevek pritegnil in Ze poznajo po-
men integrala, lahko Arhimedov rezultat potrdijo ta-
ko, da najprej izracunajo ploscino S trikotnika z ogli-
§¢i A(a,a?), B(b,b?) in C(3(a + b),(3(a + b))?),
nato pa izracunajo plos¢ino obmocja med parabolo
y = x? in njeno sekanto skozi tocki A in B s pomo-
¢jo integrala

. Jb(((a-i- b)(x - a) + a) —x2> dx.

a

X X X

10
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