MATEMATIKA

Neenakostimedpitagorejskimi
sredinamidvehstevil
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SEFKET ARSLANAGIE IN DANIELA ZuBovIE (PREVOD IN PRIREDBA BOSTJAN KUzZMAN)

- Starogrski matematiki so poznali in geometrij-
sko opisali razlicne vrste sredine dveh Stevil, in si-
cer harmonicno, geometrijsko, aritmeti¢no in kva-
dratno. S pomoc¢jo znanih neenakosti med temi
sredinami lahko vcasih dokaZemo nekatere izreke
ali pa uzenemo razlicne probleme, ki jih pogosto
srecujemo tudi v nalogah za srednjeSolce. V pri-
spevku je predstavljenih nekaj zgledov z uporabo

sredin za dve Stevili.

V sodobnem zapisu razlicne sredine dveh pozitiv-
nih realnih Stevil x in y definiramo takole:
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= geometrijska sredina G(x,y) = /X,

= aritmeticna sredina A(x,y) = *3%,

= kvadratna sredina K(x,y) = 1/ <32

Ce, denimo, velja x = 1 in y = 3, potem je harmo-
nicna sredina teh dveh Stevil enaka H(1,3) = 3/2,
geometrijska sredina G(1,3) = /3, aritmeti¢na sre-
dina A(1,3) = 2 in kvadratna sredina K(1,3) = /5.
Razvrstitev teh vrednosti po velikosti opisuje dobro
znani klasicni izrek.

= harmonicna sredina H(x,y) =

R
N

Izrek. Za poljubni realni Stevili x, y > 0 velja
" Hx,y)<G(x,y) <A(x,y) <K(x,y).

V neenakostih velja enacaj natanko tedaj, ko je
X =y.

Dokaz. Veljavnost neenakosti lahko utemeljimo ge-
ometrijsko. Za dani vrednosti x, y najprej nariSemo
daljico AC dolZine x + y in na njej oznac¢imo tocko
B, ki jo razdeli na dela dolzine x in y, ter tocko O, ki
predstavlja sredi§ce polkroga s premerom AC. Nato
z D in E oznacimo preseka polkroznice s pravoko-
tnicama skozi O in B, s F pa presek daljice OF s
pravokotnico skozi B. OcCitno je aritmeti¢na sredina
A(x, ) enaka dolzini daljice OD, z uporabo Pitago-
rovega izreka pa se hitro prepricamo, da je geome-
trijska sredina G(x, ) enaka dolZini daljice BE, har-
monicna sredina H(x,y) enaka dolZini daljice FE in
kvadratna sredina K(x, ) enaka dolzini daljice BD.
Zdaj ni teZko premisliti, da za Stiri sredine res velja
omenjena neenakost.
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SLIKA 1.
Predstavitev Stirih sredin z dolZzinami daljic v polkrogu
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V nadaljevanju si oglejmo nekaj nalog, v katerih
bomo pri reSitvi uporabili zgornje neenakosti. Na-
loge je seveda mogoce resiti tudi kako drugace.

Naloga 1. DokaZzi neenakost (a + b) “T*b >avb+
by/a za a,b > 0. Kdaj v izrazu velja enakost?

Resitev. Neenakost prepiSemo v %b- %h > +ab-
ﬁ%‘/ﬁ. Zaradi neenakosti A(x,y) > G(x,y) zax =

ain y = b velja “Zib > +ab, zaradi neenakosti

K(x,y) > A(x,y) za x = y/a,y = Vb pa velja

st o YA o JaivE proqukt teh dveh

neenakosti da iskano neenakost. V njej velja enacaj
le tedaj, ko veljata obe posamicni enakosti, torej le v
primeru a = b.

.. 1 1 2
Naloga 2. Dokazi neenakost -7 + ;=g >  za
a>1.

Resitev. Zeljeno neenakost dobimo s preureditvijo

neenakosti A(x,y) > H(x,y) za vrednosti x = %4-1

iny = ﬁ Enacaj v tem primeru ni mogoc, saj velja
1 1

a1 7 a-1
Naloga 3. DokaZi neenakost (@ + )2+ (b+3)% > 2,
Cejea,b >0ina + b = 1. Kdaj velja enakost?

Resitev. Naredili bomo dva koraka. Najprej v nee-
nakost A(x,y) = G(x,y) vstavimo x = a, y = b,
upoStevamo a + b = 1 in neenakost kvadriramo, da
dobimo ﬁ > 4. Nato v neenakost K(x,y) = A(x,y)
vstavimo x = a + % iny=>b+ % ter jo kvadriramo,
da dobimo

2
(a+g)?+B+3)? <a+;+b+},>
2 - 2
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_ + - 1+4 ’
2 2
od koder sledi iskana neenakost. Enacaj velja le v
primeru, ko jea =b =1/2.

Naloga 4. DokaZi neenakost a* +b* +c* > abc(a +
b+c)zaa,b,c>0.

Resitev. Na dva nacina bomo uporabili neenakost
med aritmeti¢no in geometrijsko sredino. V neena-
kost A(x,y) = G(x,y) vstavimo x = a* in y = b?,
da dobimo a* + b* > 2a°b?. Na podoben nacin do-
bimo Se a* + ¢* > 2a?c? ter b* + c* > 2b?%c?. S
seStevanjem vseh treh neenakosti dobimo novo nee-
nakost

= a* + b* 4+ c* = a?b? + a’c? + b2cc.

Z vstavljanjem x = a?b? in y = b?c? v neenakost
A(x,y) = G(x,y) sledi a’b? + b?c? > 2ab?c. Po
simetri¢ni menjavi parametrov a, b, ¢ dobimo Se dve
podobni neenakosti in po seStevanju sledi

* a’b® + b*c? +c*a® = abc(a+b +¢).

Iskano neenakost zdaj sestavimo iz obeh vmesnih
neenakosti.

a+c

Naloga 5. Dokazi neenakost \/g + by

C
m>22aa,b,c>0.

ReSitev. Neenakost med harmonic¢no in geometrij-
sko sredino H(x,y) < G(x, y) uporabimo trikrat za

x = 1 in razlicne y = ;2 255 Po sestevanju

brer ate
in preoblikovanju dobimo neenakost 4 / ;5 + a%c +
c . . . a _ b .
755 = 2. Enakost bi pomenila, da je 377 = ;7¢ =

255 = 1, kar vodi v protislovje.

Zadnjo nalogo v celoti prepusSc¢amo bralcu.

1 1 1
b+c—a + c+a—b + a+b—c

% + % + %, kjer so a, b, c dolZine stranic nekega triko-
tnika.

Naloga 6. Dokazi, da velja =

X X X
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