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Opisani so trije tasovno optimalni algotltml za vzporedno mnozenje
kvadratnih matrik na modelih SIMD-MC?, SIMD-CC ter SIMD-PS vzporednega

rafunanja. Podane so ustrezne fasovne zahtevnosti.

pravilnosti algoritma na SIMD-PS.

Izpeljan je formalni dokaz

ON PARALLEL MATRIX MULTIPLICATION: We describe three parallel
matrix multiplication algorithms which are known to be time optimal on underly-
ing models of paralle! computation: SIMD-MC?, SIMD-CC, and SIMD-PS. Their
time complexities are analized. Also, a formal proof of the algorithm correctness

for SIMD-PS is derived.

Keywords: parallel algorithm, matrix multiplication, parallel computer ar-

chitecture.

1. Uvod

MnoZenje matrik je operacija, ki se zelo pogosto pojavlja v nu-
meri¢nih ter nenumeriénih problemih, zato je bila in Ze vedno je
predmet intenzivnih raziskav. '

Osnovni zaporedni algoritem za mnoZenje dveh kvadratnih
matrik reda n ima &asovno zahtevnost O(n®) aritmeti¢nih ope-
racij. Slednji je veljal za najboljiega vse do odkritja Strassenovega
algoritma leta 1969 s kompleksnostjo O(n?%?), kar je sproilo plaz
raziskav, usmerjenih v iskanje ¢asovno Ze u&inkovitejih algorit-
mov. Poznan je Ze algoritem s kompleksnostjo O(n"), kjer je
w < 2.4955 {3]. Ker ni znano, ali je f}(n?) hkrati tudi najvedja
spodnja meja za fasovno kompleksnost zaporednega mnolenja
matrik, je iskanje Zasovno optimalnega zaporednega algoritma Se

vedno aktualno. Zal pa se prednost teh algoritmov pokaze Zele

pri razmeroma velikih matrikah, zato imajo predvsem teoreti¢ni
pomen.

Po drugi strani pa hkrati z razvojetn vzporednih arhitek-
tur postajajo zanimivi tudi vzporedni algoritmi za mnoZenje ma-
trik. Vzporedno mnoZenje matrik se pojavlja celo v problemih,
ko jih obi%ajno ne refujemo z uporabo zaporednega matri¢nega
mnoZenja {4). V nadaljevanju se bomo osredotoXili na drutino
SIMD rafunalnikov (Single Instruction stream, Multiple Data
stream).

Druzina SIMD modelov vzporednega ratunanja obsega dve
poddruZini. V prvo spada model SIMD-SM (Shared Memory) sku-

paj z razli¢nimi variantami, ki se med seboj razlikujejo po stopnji_

omejevanja in izvedbe solasnega &itanja/vpisovanja v skupni pom-
nilnik. Modeli iz te poddruZine omogo&ajo laZji razvoj vzporednih
algoritmov, ker se ni potrebno ozirati na arhitekturne znaéilnosti.
Uporabni so predvsem pri dolofanju spodnjih meja za Zasovne
kompleksnosti algoritmov.

V drugo poddruZino pa spadajo realnejfi modeli, pri ka-
terih so izpostavljene nekatere arhitekturne znafilnosti - pred-
vsem nalin povezovanja procesorjev ter porazdelitév pomnil-
nika. Mednje spadajo tudi modeli SIMD-MC (Mesh Con-

nected), SIMD-CC (Cube Connected), ter SIMD~PS (Perfect
Shuffle), ki so poimenovani po raziitnih medprocesorskih povezo-
valnih shemah. Pri razvoju algoritma za reSevanje danega prob-
lema moramo upoStevati vse znalilnosti modela, na katerem bo
potekalo rafunanje. Zato lahko obstaja za dani problem vet
tasovno razli¢nih optimalnih algoritmov, ki so pa& razviti za raz-
li¢ne rafunske modele.

V nadaljevanju bomo opisali problem vzporednega mnoZenja
dveh kvadratnih matrik na omenjenih modelih. Matriki oznagimo
z A in B; obe sta reda n xn. Produkt naj bo matrika C z elementi

— n—1
¢ij = Lizo aikbe,.

2. MnoZenje na SIMD-SM-CRCW
Najprej dolotimo spodnjo mejo za &asovno kompleksnost vzpored-
nega mnoZXenja matrik. Vzemimo model SIMD-SM-CRCW, kjer
imajo vsi procesorji skupni pomnilnik, v katerega lahko sofasno
vpisujejo ali iz njega &itajo. -Redevanje konfliktnih situacij pri
sofasnem posegu (vpisovanju, &itanju) v skupni pomnilnik je
prepuieno modelu (nekateri pristopi so opisani v {1}); algoritem
bo zato enostavnejdi, model pa toliko bolj skrivnosten. Pri analizi
ne upodtevamo operacije prenadanja podatka iz enega procesorja
v drugi. Prav tako predpostavljamo, da Stevilo procesorjev ni
vnaprej omejeno: &e se pri razvoju algoritma pojavi potreba po
vedjem 3tevilu procesorjev, lahko smatramo, da so %e na voljo.
Kljub svoji nerealnosti pa ta model omogofa dolotitev spodnje
meje za asovno kompleksnost vzporednega mnofenja matrik, saj
se pri razvoju algoritma osredotofimo le na biétvene operacije.

Denimo torej, da je na voljo vsaj n® procesorjev. V
prvem koraku se solasno izrafuna vseh n® produktov a; b, 51 0<
1,5,k £ n — 1. Nato se sofasno izratuna vseh n? vsot ¢;; =
s Gigbesy 0 € 4,7 € n— 1. Vsako vsoto lahko izrafunamo z
2 procesorji v {log n] korakih, e izvr8imo seitevanje v obliki bi-
narnega drevesa. Skupaj je potrebnih {logn] + 1 korakov, kar
je spodnja meja za &asovno kompleksnost vzporednega mnoZenja
matrik [2].



Za razvoj praktitno uporabnega algoritma pa moramo
izbrati enega izmed realnejsih modelov vzporednega ratunanja.
Obravnavali bomo vzporedno mnoZenje matrik na modelih SIMD-
MC?, SIMD-CC in SIMD-PS.

3. MnoZ%enje matrik na SIMD-MC?

SIMD-MC? vsebuje n® procesorjev P;;,0 < 1,7 < n — 1, ki so

ciklifno povezani v dvodimenzionalno mrefo (Slika 1). Vsak pro-
cesor P;; ima §tiri sosede Pig1,j, Pijo1, Pig1j in Pija, kjer smo
s @ in © oznalili operaciji seftevanja in oditevanja po modulu n.
Vsak P;; vsebuje tri registre A, ;, B;; ter C; ;.
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Ob ustreznem ukazu lahko procesorji sotasno posljejo vse-
bine izbranega registra v dani smeri svojim sosedom. Na primer,
kadar se prenalajo vsebine registrov A v levo (oziroma navzgor),
to zapiSemo z A;; «—A; ;g1 (0ziroma A;; «—Asgy,;).

3.1 Spodnja tasovna meja

Gentleman je v |5] pokazal, da je treba pri analizi vzporednih
algoritmov upostevati tudi operacije prenafanja podatkov med
procesorji; analize, ki tega ne upostevajo, dajejo nerealne rezul-
tate. Ratunski model, na katerem temelje Gentlemanove ugo-
‘tovitve, zdruZuje vetje Etevilo procesorjev, ki imajo lahko tudi
lokalne pomnilnike. Vsak procesor lahko neposredno poslje po-
datek omejenemu 3tevilu sosednjih procesorjev. Procesor lahko
poslje podatek v enem koraku le enemu sosedu. Gentlemanov
ratunski model je dovolj splofen, da je v njem zajet tudi SIMD-
MC2,

Razpriilng funkesja p(k) : N — N naj bo definirana kot
najvetje itevilo procesorjev, ki lahko po k korakih prenasanja po-
datkov prejmejo podatek'iz izbranega zaZetnega procesorja. Tu
seveda predpostavljamo, da procesorji, ki so podatek Ze prejeli,
sodelujejo pri njegovem nadaljnem $irjenju v okolico. Funkcija p
je seveda odvisna od povezovalne sheme procesorjev, torej od mo-
dela vzporednega ratunalnika. Neodvisno od povezovalne sheme
pa velja sledeti

Izrek [5] Na opisanem modelu radunanja zahteva mnoZenje
dveh matrik reda n X n vsaj s korakov prenadanja podatkov, tako
da je p(28) > n? . :

Dokaz. Opazujmo poljuben element c; j; nahaja se v proce-
sorju P;; in je enak ¢;; = 22;3 a;aby ;. Vsak izmed faktorjev a .
in b;,0 £ k £ n — 1, ki vstopajo v ta izraz, se na zafetku na-
haja v lastnem procesorju in med raunanjem vrednosti c;; opravi
neko pot do procesorja P;;. Naj bo s(i,j) dolfina najdaljse izmed
poti, ki jo opravijo ti faktorji pri rafunanju ¢;; in naj bo s =
max; ;8(i,j). Torej je pri rafunanju produkta matrik potrebnih
vsaj s prenosov podatkov. Izberimo dva poljubna procesorja P,
in P,. Element matrike A, ki se nahaja v procesorju P, naj bo
@;;. Zanima nas zgornja meja za 8tevilo potrebnih korakov pri
prenalanju tega elementa v procesor P,. Denimo, da se v P, na-
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haja element b, , matrike B. Tedaj lahko pri prenafanju elementa

a;; uberemo pot preko procesorja P,, v katerem pritakujemo e-
lement ¢;, produkta matrik. Taksna pot namreZ mora obstajati,
saj v nasprotnem ne bi mogli izrafunati ¢;,: prvi del je pot, ki
jo pri ratunanju ¢;, opravi a;; do P,, drugi del pa pot, ki jo pri
tem (v obratni smeri) opravi b,,. Iz definicije stevila s sledi, da
obe poti skupaj merita kve¢jemu 2s. Sledi, da je za prenos po-
datka iz enega procesorja v drugi potrebnih kveZjemu 2s korakov.
Seveda pa mora biti s zadosti velik, da lahko iz danega procesorja
podatek pride do kateregakoli izmed n? procesorjev. To pomeni,
da mora biti 2s korakov dovolj za razpriitev podatka v vseh n?
procesotjev, oziroma p(2s) > n’. S tem je izrek dokazan. Opa-
zimo, da dokazovanja nismo oprli na nobeno od medprocesorskih
povezovalnih shem. O

Za model SIMD-MC? je enostavno videti, da je mo& v &
korakih zaletni podatek razprsiti v p(k) = 2k* + 2k + 1 proce-
sorjev. Od tod in iz zgornjega izreka sledi, da je za ta model
s> in- %)% — 1. Sledi, da je spodnja 2asovna meja za mnoZenje
dveh matrik reda n x n na modelu SIMD-MC? enaka Q1(n}. Vsak
algoritem s &asovno kompleksnostjo ©(n) je zato s stalisa asimp-
toti¢nih Casovnih kompleksnosti optimalen na SIMD-MC®. Tak
algoritem je opisan v nadaljevanju.

3.2 Algoritem

Videli smo, da se na modelu SIMD-MC? dveh matrik reda n xn ne
da zmno#Ziti hitreje kot v linearnem Zasu glede na n. L.E.Cannon
je razvil algoritem, ki to stori v &asu ©{n) in je zato &asovno
optimalen na modelu SIMD-MC? [4].

Na zatetku velja A;; = a;4,B;; = b;jter C;; =0, 0< 4,5 <
n~1 NakoncupajeC;; = ¢;; =i gaiabr, 01,7 <n~—1,
torej element produkta matrik. Algoritem se glasi:

1 begin

2 fork=1ton-1do

3 forall P;; do

4 Cif iZk then A.‘J — A.’l,‘sl
5 iszk then B.'J' Laad B.'Ql',’
6 endforall

7 endfor;

8 forall P;; do

9' C.'J‘ = A.'J*B.‘J

10 endforall;

11 fork =1 to n-1do

12 forall P.'J do

13 Aij — Ajjer

14 Bi; « Big1;

15 C,'.,' = C.‘j"}‘A.‘_,‘*B.‘J

16 endforall

17 endfor

18 end.

Tu pomeni znak « prenaSanje podatkov med registri razlitnih

procesorjev, znak := pa znotraj procesorja.

Algoritem sestavljajo trije deli. V prvem, ki ga sestavijajo
vrstice 2...7, se vsebine registrov A;; in B;; premestijo: v i-ti
vrstici se zadetne vsebine registrov A i-krat premestijo cikli¢no
v levo, v j-tem stolpcu pa se zaletne vsebine registrov B j-krat
ciklitno premestijo navzgor. Po izvritvi prvega dela velja torej
za vsak P;;: A;j = aie; in Bij = bigjj. Vsebini registrov A,
in B;; se lahko takoj pomnoZita, saj se nahajata v istem pro-
cesorju P;;, njun produkt pa je eden od &lenov v konénem ¢; ;.
Sotasno mnoZenje v vseh procesorjih opisujejo stavki 8...10, ki
tvorijo drugi del algoritma. V tretjem delu algoritma (vrstice
11...17) pridtejemo trenutni vsebini registra C;; Je ostalih n — 1
produktov, ki so Zleni konénega c;;. V vsakem procesorju dobimo
nova faktorja, ki sestavljata tak3en produkt, ¢e vsebine vseh reg-
istrov A preslikamo enkrat cikliéno v levo, vsebine vseh registrov



B pa enkrat ciklitno navzgor. Na primer, po k izvrditvah zanke
11 veljaza vsak P;;, 0<4,5<n~1:

Aij = Giiejek
Bi; = bigjer;

e ¥k o
Cij = ¢ij = Lpuo Ginjepbiosep

Po k = n — 1 ponovitvah zanke 1lsev C.; nahaja rezultat ¢, ;.

Kakina je fasovna kompleksnost algoritma? Prvi del zah-
teva 2(n — 1) operacij sofasnega premikanja vsebin registrov.
Drugi del algoritma zahteva eno sofasno mnoZenje po vseh pro-
cesorjih. Tretji del pa zahteva 2(n — 1) operacij sofasnega
premikanja vsebin registrov, ter 2(n — 1) operacij sofasnega
mnoZenja/sedtevanja. Skupaj je potrebnih 4(n — 1) operacij
sofasnega premikanja vsebin registrov ter 2(n — 1)+1 aritmeti¢nih
operacij. Algoritem ima ¢asovno kompleksnost ©(n) in je zato
asimptotitno Zasovno optimalen na SIMD-MC3.

4. MnoZenje matrik na SIMD-CC

Matriki reda n x n lahko teoretino zmnoZimo v &asu ©(log n}, te
se ne oziramo na model vzporednega ratunanja. Z izborom mode-
la vzporednega rafunanja, na katerem %elimo mnoZiti matriki, pa
je potrebno pri snovanju algoritma upostevati tudi arhitekturne
znadilnosti modela. Prav te pa lahko zelo poslab3ajo 2asovno kom-
pleksnost algoritma, pa ¢eprav je ta optimalen na izbranem mo-
delu. Takien primer smo videli v prej3nji todki, kjer je imel opti-
malni algoritem na SIMD-MC? &asovno kompleksnost samo ©(n).
V tej totki pa bomo opisali model SIMD-CC, ki dovoljuje zasnovo
algoritma s &asovno kompleksnostjo ©(logn). Model SIMD-CC
imenujemo tudi hiperkocka.

V tej to€ki naj bo dimenzija matrik n = 29 , za nek ¢ € N.
V modelu SIMD-CC naj bo p = n®% = 2% procesorjev Pq,...,Pp_;.
V vsakem procesorju P, se nahajajo registri A,, B, in C,. Vsak
procesor P, je povezan z log(p) = 3logn = 3¢ procesorji, katerih
indeksi so tevila £(©, +(1), . #(%-1) kjer +(® dobimo tako, da v
r invertiramo bit r,.

Ce indeks r, 0 < r < p — 1, zapiSemo v binarni obliki (s 3¢
biti) in zaporedne g-terke bitov opazujemo kot 3tevila 1,5, k, 0 <
i,]‘,k <n-1,

T = 73g-1.-+T2gT2-1:+:-Tqlqu1-::T0
A= . M 2N M
i J k

lahko procesor P, oznaimo tudi s Pj; ;, pripadajote registre pa
z Ajijaps Biija in Cyijuy. Oba zapisa sta ekvivalentna in ju bomo
uporabljali izmenitno po potrebi. Prednost drugega zapisa je,
da si lahko SIMD-CC predstavljamo kot tridimenzionalno polje
procesorjev; dtevila 1,7,k povedo, kje v polju se nahaja Py ;-
Opozoriti pa moramo, da procesorja, ki sta v tem polju sosed-
nja, v sploinem nista povezana, saj so povezave med procesorji
vspostavljene tako, kot je bilo opisano zgoraj.
Na zaletku predpostavijamo, da ata matriki A in B vpisani
v registre A oziroma B “na dnu” tridimenzionalnega polja, tako
da je A = ajx ter By a) = ;4,0 < j, k < n — 1. Zahtevamo,
da nam algoritem vrne Clo 4 = €ip = Tiet 8jmbma,0 < 51k <
n — 1. Opisimo postopek najprej v sploinem. Vektorja a;. in
b, x, katerih skalarni produkt je ¢;., sta na dnu polja pravokotna
eden na drugega (Slika 2a.). Zato ju “dvignemo” tako, da so
komponente a;,;,b;,,0 < ¢ < n — 1 paroma v istih procesorjih
(Slika 2b.). To storimo soZasno za vse pare vektorjev a;,,b. 4,0 <
J,k € n — 1. Istolezne komponente sofasno pomnoZimo v vseh n
~ procesorjih, ter v vsakem stolpcu sedtejemo produkte tako, da se
njihove vsote “sesedejo” na dno v Cpp ;.

a;.4|bex
A 4
ik il
J GJ.N< N R | R
Slika 2a Slika 2b

Sedaj pa podrobneje opifimo algoritem. V prvem delu presli-
kamo obe matriki z dna Se na vse ostale nivoje tridimenzionalnega
polja, tako da na koncu dobimo Ay = a;. ter By = bjs, za
vse nivoje s, 0 < ¢ < n—-1. Na prvi pogled kaZe, da je za to potreb-
nih ©(n) korakov, saj je vsak procesor P ; navzgor neposredno
povezan le s ¢ — 1 = log(n) — 1 procesorji Pgm ;i1 <m<g—1,
poleg tega pa lahko v enem koraku procesor poslje podatek le
enemu sosedu. Toda v SIMD-CC so procesorji med seboj tako .
povezani, da je moZno v vsakem koraku podvojiti Stevilo tistih
procesorjev v stolpcu, ki Ze imajo zaetni podatek. Zato preslika-
vanje zahteva ¢ = O(logn) korakov. Za n = 8 je preslikavanje v
enem stolpcu ilustrirano na sliki 3. ’

F8g—1+++72q.
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Slika 3

V splo3nem pa za to poskrbijo stavki 1...8:

1 for m = 3¢ — 1 downto 2¢ do
2 foral P,,0<r<p-1do
3 if r, =0 then A, «— A,
4 endforall; '

5 forall P,,0<r<p-1do
6  ifr, =0 then B, ~B,

7 endforall

8 endfor;

Na koncu velja A 4 = a;, ter Bijy=b0<4j,k<n-1.

Pri k = 1 dobimo Ay ;i = a;4; ti elementi se nahajajo na
diagonali, kot kaZe Slika 4a. Podobno dobimo Bjj;x = bix, e
vzamemo j = { (Slika 4b.). Vsebino registra Aj;,j4 Prenesemo v
vse ostale registre Aj;;u, 0 < k < n —1 (Slika 4a.). Vsebino
registra Bj;;, pa prenesemo v vse registie Bjijup 057 <n-1
(Slika 4b.).

pd
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Za to poskrbijo stavki 9...12 oziroma 13...16:

9 for m = ¢ —1 downto 0 do

10 forallP,,0<r<p-1ldo

11 if rn = ragem then Am) A,
12 endforall;

13 for m = 2¢ —1 downto ¢ do

14 forallP,,0<r<p-1do

15 if fm = To4m then B'(n) —B,
16 endforall;

Na koncu je Ay;y = @ ter By = bis, 0 < 6,5,k S n—1,
(Slika 2b).

Sedaj pa lahko solasno pomnoZimo vsebine registrov Aji ;)
ter By; ;4 v vseh p procesorjih, kot to opisujejo stavki 17...19:

17 forallP,,0<r<p-1do
18 C, := A,*B,
19 endforall;

V zanjem koraku moramo seSteti produkte, ki se nahajajo v
stolpcih, tako da se njihove vsote ¢;, pojavijo na dnu tridimen-
zionalnega polja. Postopek seftevanja v enem stolpcu je za n = 8
ilustriran na Sliki 5, v splo§nem pa je opisan s stavki 20...24.

" Oj O O O
a O G+H . O O
v O:] C O O
e o B+P . E+P+O+”. O
b O:] O O C
s O o @ O O
IS O:} O O O
A O A+B . A+B+C+D. At +H .
1.korak 2.korak 3.korak
Slika 5

20 for m =2q to 3¢ — 1 do

21 forallP,,0<r<p-1do

22 if rm = 0 then C, «— C,+C,(m)

23 endforall

24 endfor;

Casovno kompleksnost algoritma sestavlja 5¢ = 5log(n) ko-

rakov solasnega prena3anja podatkov med procesorji, eno sofasno
mnoZenje in log(n) sofasnih seftevanj. Opisani algoritem ima torej
Zasovno kompleksnost reda ©(log n).

5. MnoZenje matrik na SIMD-PS

Naj bo dimenzija matrik enaka n = 29, za nek ¢ €N. V modelu
SIMD-PS naj bo p = n® = 2% procesorjev Pg,...,Pp-;. V vsakem
procesorju P, se nahajajo registri A,, B, in C,. Vsak procesor
P, je povezan s tremi sosednjimi procesorji P,a(r), Pez(r) in Punge)s
kjer so indeksi sh(r), ez(r) ter un(r) 3tevila, katerih binarni zapis
dobimo iz binarno zapisanega indeksa

r = r3gq-1T8q-2--.T2¢T2q~1:-- Tefg~1...M170

na naslednji naZin:
Sh(f) = ryg-2---T297291 0 rqré-l Lo TITQT8g-

ex(r) = ryg_1Tsg-2..-TogTag 1 oo Flgmt + o 117D

un(r) = rofag—1rsq=2+++F2gf2g—1.--TqTg-1.--T1
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Tu je f; komplement bita ry;. Funkcije sh, un in ez se
imenujejo “shuffle”, “unshuffle” ter “exchange” in izvraijo cikli¢no
rotacijo bitgv argumenta v levo, desno oziroma komplementiranje
zadnjega bita.

Podoimo kot pri modelu SIMD-CC bomo tudi tu uporabljali
za indekse izmenitno oznaki r in [z,y,2], kjer e 0 < r < p—1,0<
z,y,2 < n—1terr = 22924274 2. Prednost drugega zapisa je, da
si lahko SIMD-PS predstavljamo kot tridimenzionalno polje pro-
cesorjev; Stevila z,y, 2 povedo, kje v polju se nahaja P|, , ). Zopet
pa moramo opozoriti, da procesorja, ki sta v tem polju sosednja,
v splofnem nista povezana, saj so medprocesorske povezave vz-
postavljene tako, kot je bilo opisano zgoraj.

Sedaj pa opifimo algoritem 2za mnolenje matrik na modelu
SIMD-PS. Najprej preslikamo matriki A in B v registre A oziroma
B na dno polja: A, i= g in Bpig=b;,, 04, t <n—1. Od
tu matriki preslikamo 3e na vseh ostalih n — 1 vzporednih plasti.
Slednje opisujejo stavki 1...8:

1 forb=0tog—-1do

2 forallP,,0<r<p-1do
3 A:h(r) —Ay;

4 Bnh(r) ~By;

5 if ro = 0 then A.() —A,;
6 ~ ifry=0then B,,(.—) «B,;
7 endforall
8 endfor;

Trditev: Po szurditui stavkov 1...8 velja Ay, = aiy tn By =
bi,lv 0 < i,t,s S n—1.

Dokaz: Register Ajg,j z vsebino a;; se nahaja v procesorju P,,
kjerjer =00...0 391 ... PgTg1.. . To.
© 0 i t

V prvi izvedbi zanke 1 se vsebina a;, registra Ay z uka-
zom 3 preslika v A,u), kjer sh{r) = 0...0r30-1...1grq_1 ... 700,
z ukazom 5 pa iz tega registra e v register A,..n()), kier je
ex(sh{r)) = 0...0ryy...7erq_1...70l. Predpostavimo, da so
po b ponovitvah zanke 1 vrednosti a;; v vseh s = 2° registrih

A,, kjer j = e —lees 1 -ePsge1-(o-
. kjer je r 00...072001 .. TqTqm1.0 . TOTSqm1 - -+ Pagm1-(3-1)
i t i

in 0 £ j € 2" -1, Po naslednji ponovitvi zanke je a;,
zaradi 3 in 5 v vseh s = 21 registrih A,, kjer je r =
00...0r  1...gPgye. Porse_q.0.Psogpy in O < 5 < 2041

: ql. gTg=1+++ToTsq 1 ... F3q—1-3) <252 1.

» y "

Ker je n = 27, se po ¢ ponovitvah zanke 1 a;, nahaja v vseh n
registrih Ay ,), kjer 0 < s < n — 1. Ker je bil par 1, poljuben, je
s tem prvi del trditve dokazan. Dokaz za registre B je podoben.
]

V naslednjem koraku premestimo vsebine registrov A:

9 forb=0tog—~1do

10 forall P,,0<r<p-1do
1 th(r) —A,

12 endforall

13 endfor;

Trditev: Po szurditui vrstic 9...13 je Afize) = a,:,0 < 1,88 <
n—1.

Dokaz: Pred izvrSitvijo teh vrstic je Auig = 2,;,0 < 5,4t <
n — 1. Po g izvritvah stavka 11 se a,; iz Alsit) Prenese v Ap, ),
saj velja sh?{[s,4,t]) = [i,t,s]. O

Po izvraitvi stavkov 1...13 sta v registrih Afiga) in By
procesorja Py, vrednosti ¢,; in b;;. Njun produkt a,.b;, je eden
od n tlenov v kon&nem c,,, zato ju je smiselno pomnotiti. To
seveda velja za vse procesorje P,, 0 < r < p — 1, saj lahko vsak
r zapiSemo v obliki r = [1,¢,3], kjer 0 < i,¢,5s < n — 1. Sotasno



mno#enje v vseh procesorjih opisujejo stavki 14...16:

14 forallP,,0<r <p-1do
15 C,:= A,+B,
16 endforall;

Rezultat stavkov 14...16 je C;y,) = a,:b;s. Ker Zelimo na koncu
dobiti ¢, = ) Ipts a,:b; ¢, moramo za vsak par s,t seiteti vsebine
vseh registrov Cj;;,),0 <i<n—1:

17
18
19
20
21
22

forb=0to¢—-1do
forall P,,0<r<p-1do
_Cah(r) +~Cy
Cr - Cr+ Cu(r)
endforall
endfor;

Trditev: Po szurditur stavkov 17...22 velja C(,,.] = 6y =
S a,ibre 20 vse t, 8,1, 0<t,5,i<n—1.

Dokaz: Izberimo poljuben par &tevil t,s, 0 < t,s < n-—-1in
pi¥imo f; = a,:bis. Vsebina registra Cj,,} je f;. Naj bosta 7 in o
binarna zapisa §tevil ¢ in s, torej 7,0 € {0,1}°. Naj pomeni L;,

seftevanje po vseh 5,...5% € {0, 1} Naprimer, 3, ; pomeni
seStevanje, kjer indeks preteée binarna zaporedja 00, 01, 10 in
11.

Tedaj opazimo, da po prvi izvrsitvi zanke 17 velja za vse
-1 € {0,1}:
Ci,_,’...-‘orae,_, = 2 f;‘..‘,_,...a.,.

Naj po b ponovitvah zanke 17 velja za vse to.q.

{0,1)"

clgm1-(e-1) €

= Y firitiemrosior

- FIRS 1

(+)

Ci'_._..“iovai'_l el gmt—(b=1)

Po vnovitni izvrsitvi stavka 19 je zé vsetg_i...bg-1-pp-1) € {0, l}b:

Gl ety 0T Oig 1 o aen)0 = 2 Site 30y —qa 1y
HES
in
Ci'-,_“,_”.“o'oral',-x...i'-l_[._nl Z f;, B3 LTI 1

Sy
S stavkom 20 se obe vsoti seStejeta in priredita obema registroma,
zato velja za vse {,_;...4,_;., € {0,1}**":

C

Tgmi=(b41)-- 50708 g o fqoyoy = Z fjl--J'u-l".—|-(b+l)---"0'
J1Jban

Torej velja enakost («) za vse b,0 < b < ¢—1. Posebejza b =g—1
Je

n—1
Z f)l de & Z: fj
J1dg =0

za vse fg_1 ...40 € {0,1}7, kar je isto kot C, ] = 728 G ibie 0 <
t<n-1. EI .

rm,_l s &

S tem je produkt matrik izrafunan: element ¢, se nahaja v vseh
n registrih Cy, 5, 0 <i<n -1,

Navadno pa 2elimo, da se rezultati nahajajo v registrih C
tistih procesorjev, v katere sta bili na zafetku vpisani matriki A
in B. Potemtakem Zelimo, da se elementi ¢, pojavijo “na dnu
tridimenzionalnega polja: Coog] = €ty 0 <5t < n—1 Ta
popravek izvrdimo v dveh korakih.

63

Najprej opazimo, da po izvriitvi stavkov 1...22 v posebnem
primeru velja Cpp i = €, 0L st <n—~1. Vsebme teh reg-
istrov prenesemo v registre Cl' 1,0}

23 forb=0tog~1do

24 forall P,,0<r<p-1do

25 Clh(r) ‘_Cr;

26 if ro = ry = I then C.y,y «C,
27 endforall

28

endfor; -

Trditev: Po szurditvi 23...28 velja Cp, 0] = ¢,4, 20 vs5e 0 < 5,t <

n-1. .
~Dokaz: ZapiSimo indeks [t,s,t] binarno: t,_y...tose-1...
<+ 8pte-1...20. Po prviizvrditvi stavka 25 se ¢, prenese v register

C z binarno zapisanim indeksom t,_;...tp8,—1 ... 50tq-1 ... tote-1.
Pri stavku 26 je za ta indeks rg = ry = t,_,. Cejet,., = 1,sec,,
prenese 3e v register C z indeksom t,_;...%084-1...50tq-1 ... ¢00.
Torej se ¢, ¢ gotovo nahaja v registru C, katerega binarno zapisani
indeks je t;_2...808¢-1 ... %tq-1...%00. Predpostavimo,'da je po b
izvrsitvah zanke 23 vrednost ¢, v registru C z binarno zapisanim
indeksom t4_y-y...t084-1.. .tg0...0. Ob naslednji
ponovitvi zanke se s stavkom 25 vrednost ¢, prenese v register C z
binarnim indeksom ¢g_y_(p+1)- - t08q-1.-S0bg-1.+. 200 .. .Otg 4.
Za ta indeks je ry = e je t;—3-3 = 1 se vrednost
¢,: s stavkom 26 prenese Se v register C z binarnim indeksom
tg-1-(b+1) - - -toSq-1+--Satg-1-..200... 08 ;4. Vidimo, da se po ¢
ponovitvah zanke 23 vrednost ¢, nahaja v registru C z bina-
rnim indeksom sg_; ... Sotg-1...%00...0, torej v registru Cy, 0.
Opisano velja za vsak 0 <st<n-1.0

.agt'_l .o

ry = lg-1-b-

Konéno vsebine registrov C{,,,,o, prenesemo v registre Co, y:

forb:=0to¢g—-1do
forall P,,0<r<p-1do
3 Cunr) — G
endforall
endfor.

Kak3na je Zasovna kompleksnost opisanega algoritma ? Vrstice
1...33 zahtevajo 10g = 10log(n) operacij sofasnega preme3Zanja
vsebin registrov, eno sotasno mnoZenje v vseh procesorjih ter

= log(n) sofasnih seitevanj. Opazimo, da je algoritem pri-
blizno dvakrat po&asnejdi od algoritma na modelu SIMD-CC ter
pribliZno desetkrat poasnejdi od teoreti®no najhitrejsega. Ce
pa se zadovoljimo z okrnjeno inatico algoritma (vrstice 1...22),
pa je potrebnih 7log(n) sotasnih premestanj ob enakem Ztevilu
seftevanj in mnoZenj. Asimptoti¢na Zasovna kompleksnost je v
obeh: primerih O(log n), torej je algoritem ulmptotxéno ¢asovno
optimalen.

6. Zakljucek

Opisani so bili nekateri algoritmi za vzporedno mnozenje kvadrat-
nih matrik. Najprej je bil opisan postopek, katerega asovna kom-
pleksnost je [leg n]+ 1, kjer je n dimenzija matrik. Ta algoritem se
ne ozira na nobenega od realnih modelov vzporednega rafunanja
- njegov pomen je v doloCitvi spodnje meje za éasovno komplek-

-snost vzporednega mnosenja matrik. Ce pa izberemo nek ratunski

model, se lahko tasovna kompleksnost optimalnega algoritma (na
izbranem modelu) poslab3a. Pri modelu SIMD-MC? ¢asovna kom-
pleksnost optimalnega algoritma poskoti na O(n): Model, ki do-
voljuje razvoj asimptotiZno absclutno optimainega algoritma (s
Zasovno kompleksnostjo G(logn)) je SIMD-CC (hiperkocka). Sla-
bosti hiperkocke pa se pokaZejo pri njeni VLSI implementaciji, saj
Stevilo medprocesorskih povezav prehitro naraita. Teh slabosti
nima model SIMD-PS, pri katerem je vsak procesor povezan vedno



le s tremi sosedi. Tudi ta model dovoljuje zasnovo algoritma za
mnoZenje matrik, ki je sicer pribliZno dvakrat poZasnejsi, a seveda
e vedno asimptotiZno Zasovno optimalen.

V prispevku nismo uporabljali pojma cene vzporednega
algoritma, tj. produkta med &tevilom procesorjev in asom
izvrievanja, &eprav je cena primernejie merilo za primerjavo algo-
ritmov. Iz opisanega je cene mo? enostavno dolotiti.
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