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DELITEV PROSTORA Z n RAVNINAMI IN Z
n OBLAMI — Odgovor na vprasanji s str. 194 in 195

V prejsnji stevilki Preseka smo vam zastavili dve sorodni nalogi. V prvi
smo sprasevali, na koliko delov razdeli prostor n ravnin v splosni legi,
druga je zahtevala odgovor na podobno vprasanje, le da ravnine v njem
zamenjamo z oblami. Ker bomo tudi resitvi nalog iskali po slicnih poteh,
si ju oglejmo kar v skupnem prispevku.

Delitev prostora z n ravninami v splosni legi

V nalogi smo postavili zahtevo, da imajo poljubne tri ravnine, s katerimi
razdelimo prostor, neprazen presek, poljubne &tiri pa so brez skupne tocke.
To pravzaprav pomeni, da imajo poljubne tri ravnine skupno natanko eno
tocko. Primer medsebojne lege treh ravnin, kakrsnega kaze slika 1, namrec
ne more nastopiti. Presek poljubne cetrte ravnine in dveh od narisanih
treh ravnin bi vseboval tocko preseéne premice p. Ta tocka pa bi bila, v
nasprotju z naso zahtevo, skupna tocka stirih ravnin.

Slika 1.

Je pa navedeni pogoj bistven za enolicno resitev naloge. To lahko
uvidimo ze na primeru treh ravnin. V primeru s slike 1 je razpadel prostor
na Sest delov, tri vzporedne ravnine ga razdele na stiri dele. Koordinatne
ravnine pravokotnega koordinatnega sistema, na primer, ki imajo skupno
natanko eno tocko (koordinatno izhodisée), pa razdelijo prostor na osem
delov (oktantov).

Da bi se splosne naloge lotili z direktnim prestevanjem dobljenih delov
prostora, ne pride v postev, saj bi z vecanjem stevila ravnin kaj kmalu zasli
v brezupno nepregledni polozaj. Za nekaj zac¢etnih n pa to le napravimo!

e Ena ravnina razdeli prostor na dva dela.
e Dve sekajoci se ravnini razdelita prostor na §tiri dele.
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e Tri ravnine, z natanko eno skupno tocko, razbijejo prostor na osem
delov, kot v primeru koordinatnih ravnin. Na stevilo delov o¢itno ne
vplivajo velikosti kotov, ki jih ravnine oklepajo, da le niso med seboj
vzporedne.,

e Za n = 4 si bomo pomagali s slikama 2a in 2b. Slika 2a prikazuje
tipiéen primer Stirih ravnin v splosni legi.

Slika 2a. Slika 2b.

Naj bodo prve tri ravnine v naSem razmisljanju tiste, ki se na sliki
paroma pravokotno sekajo (Geprav taka izbira ni bistvena). Te rav-
nine sekajo ¢etrto ravnino vzdolz treh paroma se sekajocih premic p,
q, 7, ki so brez skupne tocke (zaradi splosne lege ravnin). Premice p,
q in r razdelijo ¢etrto ravnino na sedem kosov (slika 2b). Vsak od teh
kosov lezi ves v natanko enem od delov, na katere delijo prostor prve
tri ravnine, in deli ta del na dva nova dela. Ker ustvarjajo prve tri
ravnine v prostoru osem delov, od katerih jih cetrta ravnina sedem
deli na dva nova dela, je skupno stevilo delov prostora pri razbitju s
§tirimi ravninami enako N(4) =8+ 7 = 15.
Naéin premisljanja, s katerim smo ugnali nalogo za n = 4, pravzaprav
ni veé navadno prestevanje. Idejo; ki jo vsebuje, bomo uspesno uporabili
tudi v sploSnem primeru.

Splosno resitev bomo poiskali v treh zaporednih korakih.

1. korak

Oznaé¢imo z Nj(n) stevilo delov, na katere razbije premico n razlicnih
tock te premice. O¢itno je Ny(n) =n+ L.

2. korak

Naj bo Na(n) stevilo parcel, na katere razbije ravnino n njenih pre-
mic, ki so med seboj v splogni legi (t.j. premice se paroma sekajo, poljubne
tri pa so brez skupne tocke). Koliksen je Na(n)?
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a) Ena premica razdeli ravnino na dva dela, torej je Na(1) = 2.

b) Denimo, da ze poznamo §tevilo Na(n), in opazujmo mnozico n + 1
premic iste ravnine v splosni legi. Prvih n premic deli ravnino na Ns(n)
parcel; (n + 1)-ta premica, imenujmo jo p, seka prvih n premic v n
razlicnih tockah. Po rezultatu prvega koraka razdelijo te to¢ke premico
p na Ni(n) = n+ 1 delov, katerih vsak deli po eno od prej dobljenih
ravninskih parcel na dvoje (slika 3).

-y v
\/

Slika 3.

S tem, da smo n premicam dodali Se eno, smo torej Stevilo Na(n)
povecali za Ny(n) delov. Torej velja

Na(n +1) = Na(n) + Ni(n) = Na(n) + (n+1).

Nadomestimo n zapored zn — 1, n—2, ..., 2in 1:

Ng(ﬂ,) = Ng('ﬁ- — ]_) +n
No(n—=1)=Na(n—2)+ (n—1)

Na(3) = Na(2)+ 3

N> (2) = Na(1) +2
Ce zgornje enache sestejemo in upostevamo, da je No(1) = 2, dobimo
Na(n) = Na(1)+[24+3+...+(n—1)+n] = 14+[14+2+43+...+(n—1)+n]
in konéno

nn+1) n?+n+2

Ng(n):l—l— 5 = )

1 Vsota prvih n naravnih stevil je enaka @
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3. korak

Oznaéimo z N3(n) stevilo delov, na katere razdeli prostor n ravnin v
splosni legi, in opazujmo mmnozico (n + 1) ravnin v splosni legi. Dodana
ravnina R seka prvih n ravnin vzdolz n premic ravnine R, ki so med seboj
v sploéni legi, ker so dane ravnine v medsebojno splosni legi. Teh n premic
deli ravnino R (glej 2. korak) na Na(n) = "Z—Jr;’"l ploskev, katerih vsaka
deli po enega od prej dobljenih delov prostora na dvoje. Zato velja

n24+n+2
7 .

Spet nadomestimo zapored nzn— 1, n—2, ..., 2in 1. Dobimo

N3(n + 1) = N3(n) + Na(n) = N3(n) +

Ny(n) = Na(n—1) + (n—12+Mn—-1)+2

2
N3(n—1) = Ng(n—2) + (n—2)2+2{n—2)+2
2
N3(3) = N3(2) + #
2
N3(2)=N3(1)+1+421+2.

Enaébe sestejemo, preuredimo élene in dobimo
1
Ns(n) = N3(1) + §[12 +24 ... +(n—-22+(n-1)%+

1 1
+5[1+2+...+(n—2)+(n—l)]+§[2+2+...+2].
—_—
n—1

Upostevamo, da je N3(1) = 2, in uporabimo formuli za vsoto prvih
n naravnih stevil in vsoto kvadratov prvih n naravnih tevil.? Dobimo

(n—1)2n—-1) n(n-1)

12 4
(n+1)(n® —n+6)
(i

Na(n) =2+ "

+n-1)=

2 Vsota kvadratov prvih n naravnih stevil je enaka MJB(Z"—H).
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Ce v formulo vstavimo zapored n = 1, 2, 3 in 4, dobimo N3(1) = 2,
N3(2) = 4, N3(3) = 8 in N3(4) = 15, kot smo ze na zacetku izracunali.
Pet ravnin v splosni legi razdeli prostor ze na 26 delov, deset pa kar na 176
delov. Direktno prestevanje delov pri vecjih n bi se torej res ne obneslo.

Delitev prostora z n oblami

V zastavljeni nalogi smo braleu prepustili, da v primerjavi s prejsnjo
nalogo sam ugotovi, da pogoj, da se oble paroma sekajo, ni dovolj za
enoliéno resitev naloge. Lahko najdemo primere, ko z enakim Stevilom
obel dobimo po stevilu delov razliéna razbitja prostora (poiséite kakSen
tak primer).

Zato dodatno zahtevamo, da imajo poljubne tri oble skupni vsaj
dve tocki, poljubne §tiri oble pa so brez skupne tocke. Tedaj je naloga
enolicno resljiva. V takem primeru dobimo tudi najveéje mozno Stevilo
delov prostora pri delitvi z n oblami.

Spet bomo resitev naloge poiskali v treh zaporednih korakih.

1. korak

Oznaéimo z Nj(n) stevilo lokov, na katere razdeli kroznico n parov
tock, to je 2n tock te kroznice?

Ni tezko uvideti, da je Ni(n) = 2n.

2. korak

V ravnini naj bo dana mnozica kroznic, ki se paroma sekajo, poljubne
tri pa so brez skupne tocke. Tako mmnozico bomo imenovali mnozica
kroznic v splosni legi. Izracunajmo Stevilo parcel, na katere ta mnozica
kroznic razdeli ravnino.

Oznacimo z Na(n) stevilo parcel, na katere razdeli ravnino n kroznic
v splosni legi, in opazujmo (n + 1)-to kroznico te ravnine, ki je s prvimi
n kroznicami v splosni legi. Prvih n kroznic seka (n + 1)-to kroznico,
imenujmo jo K, v n parih razliénih tock. Te tocke razdele K (glej 1.
korak) na Nj(n) = 2n lokov. Vsak od teh lokov deli po eno od prej
dobljenih parcel na dvoje (slika 4).

Zato je

Na(n+ 1) = Na(n) + Ny (n) = Na(n) + 2n.

Upostevamo, da je N3(1) = 2, poracunamo kot v nalogi z ravninami in
dobimo

M(n)=n%>-n+2.
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Slika 4.
Posledica

Tudi oblo, na kateri je razporejenih n kroznic v splosni legi, delijo te
kroznice na Na(n) = n? — n + 2 parcel.

3. korak

Naj bo danih n + 1 obel, katerih poljubne tri imajo vsaj po dve
skupni tocki, poljubne &tiri pa so brez skupne tocke. Od tod sledi, da
imajo poljubne tri oble natanko dve skupni tocki. Premislite, zakaj!

Oznac¢imo z Nj(n) stevilo delov, na katere razdeli prostor prvih n
obel, in opazujmo (n + 1)-to oblo. Prvih n obel seka (n + 1)-to oblo v n
kroznicah, ki so na (n + 1)-ti obli razporejene v splosni legi. Te kroznice
dele (n + 1)-to oblo na A3(n) = n? — n + 2 parcel, katerih vsaka deli po
enega od prej dobljenih prostorskih delov na dva dela. Zato velja

Na(n+ 1) = N3(n) + Na(n) = Na(n) + (n* —n +2).
Ker je N3(1) = 2, dobimo, ¢e malo pora¢unamo, da je

n(n? —3n+8
Ns(n) = %
Vrednosti za prve tri n so enake kot pri razbitju z ravninami v splogni
legi: N3(1) = 2, N3(2) = 4, N3(3) = 8. Potem pa zacne N3(n) hitreje
naraséati kot N3(n). Tako je N3(4) = 16, N5(10) pa ze 260.

Marija Vencelj





