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ZUZKI — NOZISCNE KRIVULJE ASTEROIDE

Dano ravninsko krivuljo X lahko na razli¢ne nac¢ine preoblikujemo v nove
krivulje.

Nozis¢éno krivuljo Kp dane ravninske krivulje K dobimo tako, da v
ravnini te krivulje izberemo tocko P, nato pa jo pravokotno projiciramo
na vse tangente krivulje K. Mnozica vseh nozis¢ N, to je preseisc
pravokotnic skozi P z vsemi tangentami krivulje K, je noziséna krivulja
Kp krivulje K glede na pol P.

Nekatere krivulje, recimo premica in kroznica, imajo razmeroma eno-
stavne noziséne krivulje, nekatere pa bolj zapletene. Oglejmo si, kaksne
noziséne krivulje ima asteroida ali zvezdnica. Asteroida je krivulja, ki ima
v pravokotnem koordinatnem sistemu Ozy enacbo

223 4 4213 = g?/3 (1)

kjer je a pozitivna konstanta. Iz same enacbe razberemo, da je neobcut-
ljiva za zamenjave x — —z, y — —y, £ — y in £ — —y. To pomeni, da
so premice z =0, y =0, y = = in y = —x simetrale asteroide (1).

Yy

Slika 1. Simetrale asteroide.

Asteroido opiSe izbrana totka na kroznici polmera a/4, ée se ta kroz-
nica brez drsenja kotali po notranji strani kroznice polmera a. Zato
pravimo, da je asteroida poseben primer hipocikloide. Asteroida je lep
primer ravninske krivulje, za katero vecina rac¢unov poteka brez hujsih
zapletov.
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Asteroido laze obravnavamo, ¢e jo zapiSemo v parametriéni obliki.
Ce namre¢ enacbo (1) preoblikujemo v

1/3 2 1/37 2
I
al/3 al/3
in se spomnimo, da je cos®t + sin?¢ = 1 za vsako realno &tevilo ¢, potem
se samo po sebi vsiljuje, da postavimo

1/3 1/3
mzcost, :Il—m—zsmt,
od koder sledi
r=acos°t, y=asin’t. (2)

To sta parametricni enacbi asteroide.

Funkeciji sinus in cosinus smo smeli uporabiti zato, ker lahko ze iz
(1) sklepamo, da je asteroida omejena krivulja. Ce en élen na levi strani
v (1) povecamo, se mora drugi zmanjsati in obratno. Za x = 0 dobimo
y = +a, za y = 0 pa z = +a. Tocke (a,0) in (0,a), (—a,0) in (0, —a) so
na asteroidi najbolj oddaljene od njenega sredis¢éa. To so osti asteroide.
Po vrsti jih dobimo iz (2) zat =0, 1t = 7/2, t = 7w in t = 3w /2. O¢itno
je za en obhod asteroide dovolj, da parameter ¢ pretece interval [0, 27).
Za t = 27 dobimo zopet isto tocko kot za t = 0. Vsaki tocki na asteroidi
ustreza natanko en ¢ na intervalu [0, 27). Za 0 < ¢ < 7/2 poteka asteroida
po prvem kvadrantu, za 7/2 < t < 7w po drugem, za 7 < t < 37/2 po
tretjem in za 37 /2 < t < 27 po Cetrtem.

Kaksen geometrijski pomen ima parameter {7 Trdimo, da je ¢ su-
plementaren naklonskemu kotu tangente na asteroido v tocki, ki ustreza
parametru t. Do tangente pridemo po obicajnem postopku: skozi dve
razliéni to¢ki Ty(zg, yo) in T1(x1,y1) asteroide najprej postavimo sekanto,
potem pa omenjeni tocki zblizamo v eno, recimo v Ty. Ce pri tem sekanta
preide v mejni polozaj, smo nasli tangento. Smerni koeficient kg sekante
preide pri tem v smerni koeficient k; tangente.

Denimo, da gre asteroida skozi Tp, ko je t = 1y, skozi T} pa tedaj, ko
je t = t,. Pri tem je seveda to # t,. Torej je 2o = acos®ty, yo = asin® tg,
r1 = acos’ t; in y; = asin®t;.
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Zapigimo smerni koeficient kg sekante skozi Ty in T}:

1 — Yo asin® t — a sin® to
U

ks

T1—x9 acosdt; —acosdty

Po krajsanju in razstavljanju dobimo

(sint; —sintg)(sin t; + sint; sintg + sin® tg)
(costy — costg)(cos? ty + costy costy + cos? tg)

Razliko dveh sinusov in dveh kosinusov lahko prevedemo na produkt

& 2 cos L”;—PL sin Dg—t‘l (sin2 t, + sint, sinty + sin® to)
== 9 z Ex .
—2sin 5”;—“- sin 8519 (cos? t; + costy costy + cos? tg)

Po ponovnem krajsanju imamo

cos Lt (sin® ¢y + sint; sintg + sin® ¢g)
sin 20F8 (cos2 ¢ + costy costy + cos? tp) |

Ky =

Ko gre T proti Ty, gre t; proti tg, koeficient &, pa proti

~ costo(3sin®t)  sintg
© 7 T sinto(3cos?ty)  costo

= —tantg.

Smerni koeficient k; tangente na asteroido v tocki Ty(zg,yo) je torej dan
s formulo k; = —tanty = tan(m — ty). Za zgornjo in spodnjo ost k; ni
definiran. Enaéba tangente na asteroido v Tj pa je zato

y — asin® tg = — tanto(xz — acos® tg) .
Po preuredtitvi dobimo enostavnejso obliko:
xsinty + ycosty = asintgcosiy .

Ta oblika da pravilni rezultat tudi za vse osti asteroide. Naklonski kot
a tangente je m — ty, torej je ty res suplementaren naklonskemu kotu
tangente na asteroido v tocki, ki pripada parametru t;. Ce izvzamemo
osti asteroide, potem njena tangenta preseka os = v tocki A(acosty,0),
os y pa v tocki B(0,asinty). Razdalja med A in B pa je oéitno enaka a,
neodvisno od izbire tocke Ty na asteroidi. Znacilno za asteroido je, da je
medosna razdalja za vse tangente asteroide stalna. Izjeme so le tangente
v njenih osteh.
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Mnozica vseh tangent na asteroido je dana z enacbo

rsint +ycost = asintcost. (3)

Asteroide (1) se v vsaki tocki dotika natanko ena premica oblike (3),
v dveh razlicnih tockah pa dve razlicni taki premici. Pravimo, da je
asteroida (1) ogrinjaca mnozice premic (3). Slika 2 prikazuje nekaj tangent
z dotikali3éi v prvem kvadrantu.

¥

Slika 2. Tangente na asteroido.

Sedaj pa ze lahko izpeljemo izraza za koordinati (z,y) nozista N
izbrane tocke P(p,q) — pola — na katerokoli tangento asteroide. Pravoko-
tnica na tangento (3) skozi P ima oéitno ena¢bo

(x —p)cost — (y —g)sint =0.
Resitev = in y sistema enacb

xcost — ysint = pcost — gsint

xsint 4 ycost = asintcost

sta koordinati tocke N. Preprost racun nam da
x = (pcost — gsint + asin®t) cost ,
y = (—pcost + gsint + acos>t)sint.

To sta parametri¢ni enacbi noziséne krivulje asteroide (2) glede na dani
pol P(p,q).
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P
N

Slika 3. Stiriperesna deteljica kot noziéna krivulja asteroide, &e je pol izhodisge.

Oblika nove krivulje je precej odvisna od izbire tocke P. V najeno-
stavnejSem primeru p = ¢ = 0 ima noziséna krivulja asteroide glede na
njeno sredisée parametriéni ena¢bi z = asin®¢cost ,y = acos? tsint. Ker
je v tem primeru 2+ y? = a®sin® t cos® t = (a/2)? sin® 2t, se polarni radij
iskane krivulje izraza z o = (a/2)sin 2¢. Krivulja je Stiriperesna deteljica
(slika 3).

Ce izberemo tocko P kar na slepo, ne predale¢ od asteroide, dobimo
krivuljo, ki bolj ali manj spominja na nekaksnega zuzka. Na sliki 4 je
primer, ko je p = (2/7)a in ¢ = (4/7)a.

Y

Po
7

Slika 4. Nesimetricni zuzek.



Simetriéne zuzke dobimo, ¢e izberemo P na eni od simetral asteroide.
Slika 5 prikazuje primer zuzka, ki je dobljen kot nozisena krivulja asterode
za primer p=q = (2/7)a.

“A

Slika 5. Simetriéni 2Zuzek.

S parametriénima enaébama nozisénih krivulj asteroide lahko razlicne
oblike zuzkov preuéujemo z raéunalniskim programom Derive. Kdor ima
raje geometrijske konstrukeije, pa bo morda segel po Cabri-géometre in
poskusil odkriti kako zanimivost tudi manj znanih krivulj. Seveda lahko
uporabite tudi druge programe, ki so vam na voljo.

Marko Razpet
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