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NEKAJ O RAZDALII

Pojem razdalje ima za razli¢ne 1ljudi in ob razliénih priloZno-
stih razliéne pomene. Za pilota je razdalja med to&kama zra&na
razdalja, se pravi dolZina njune zveznice. Ce pa ustavimo avto
ob cesti in vprasamo mimoidodega, koliksSna je razdalja med Ljub-
ljano in Mariborom, nam bo vsak odgovoril, da je od Ljubljane do
Maribora 135 kilometrov. Teh 135 kilometrov je precej ved, kot je
zraf¢na razdalja med Ljubljano in Mariborom.

Takih primerov je mnogo. Denimo, da stanujemo v mestu, v kate-
rem so vse ulice ravne in se sekajo le pravokotno. Za prebivalce
tega mesta dolZina zveznice med to&kama (razen v primeru, ko toé-
ki leZita na isti ulici) ni ustrezno merilo za razdaljo. Zanje je
razdalja med toCkama dolZina najkrajSe povezave med njima. Vsi ve-
mo, da je takih najkrajsih povezav med danima tockama lahko veé.
Na sl.1 je narisan del uliéne mreZe takega mesta in najkrajsi po-

vezavi med kriziscema 4 in B.

L0y d1 ]

51. ll Sl. 2

Tole mesto in njegove prebivalce sem navedel le zato, da bi la-
Ze razumeli naslednjo situacijo. Imame ravnino in na njej premici
p in g, ki se sekata pravokotno. Na ravnini imamo 3e todkast de-
lec. Ta delec ima posebno lastnost: iz ravnine ne more, po ravni-
ni pa se lahko premika le vzporedno premici p ali premici ¢. Si-
cer pa lahko pocéne karkoli. Podobnost z mestom in ljudmi v njem
je o&itna: prebivalec mesta, ki nima ravno helikopterja, mora pac
hoditi po ulicah. (Prav tako dobra je primerjava s trdnjave na
Sahovski deski.)
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Narifimo si sliko! Na listu papirja potegnimo premici p in q.
Zatetno lego delca ozna¢imo z A. Poskusimo se vZiveti v polozaj
naSega delca. Ce je B poljubna to¢ka na ravnini, jo delec gotovo
lahko obis&e. To lahko stori celo na neskonéno na¢inov. Denimo,
da je kdo delcu, ki se je odpravil na pot od totke 4 do totke B,
naskrivaj obesil na hrbet preluknjano vreéko s kaSo - tako kot
kraljiéni v Andersenovi pravljici. Ko delec pride v tolko B, je
za sabo pustil sled, ki ji pravimo tir delca med toéko 4 in toc-
ko B.

Tir delca med toéko A in totko B je v splodnem neka veékrat
pravokotno prelomljena &rta (glej sl.2).

Pojavi se vprasSanje, kolikina je dolZina najkrajSega tira del-
ca med danima toékama. Potegnimo skozi to¢ko A vzporednico premi-
ci p in skozi B vzporednico premici q. Prese&i3ée dobljenih pre-
mic oznaéimo s C.(sl.3) Trdimo, da za delec ni mogode najti tira
med 4 in B, ki bi bil krajsi, kot je tir, sestavljen iz daljic AC
in CB. (Seveda pa v sploSnem tir, sestavljen iz daljiec AC in (B,
ni edini najkraj3i tir med 4 in B.)

Vzemimo poljuben tir nasega delca med todkama 4 in B. Vsota
dolZin tistih daljic v tiru, ki so vzporedne premici p, je o&it-
no veéja ali kvedjemu enaka dolZini daljice AC. Prav tako ugoto-
vimo, da je vsota dolZin daljic, ki so vzporedne premici g, vedja
ali kve&jemu enaka dolZini daljice CB. SploZno bomo dolZino dalji-
ce 7,7, (kjer sta T;, T, poljubni todki na ravnini) oznaé&ili s
T,T;. Tako lahko re&emo, da je dolZina najkraj3ega tira za deleec
med to&kama 4 in B enaka AC+CB. Delec z vso upravienostjo trdi,
da je zanj razdalja med dvema todkama dolZina najkrajdega tira
med njima. Da ne bo prislo do zme3njave, se dogovorimo takole:
"razdalja" (v narekovajih) naj pomeni razdaljo, kot jo razume de-
lec; raszdalja brez narekovajev pa navadno razdaljo med todkama
(dolZino zveznice).

"Razdaljo" med to¢kama A in B bomo oznad¢ili z »r(4,B), razdaljo
med istima todkama pa, kot smo Ze rekli, z AB. Situacijo na sl.3
lahko na kratko povzamemo takole:

r(A,B) = AC + CB

Denimo, da je nas delec inteligentno bitje, ki ve nekaj o arit-
metiki, ni¢ pa o geometriji. Delec Zivi v ravnini. Zato mu posku-

simo razloZiti nekaj pojmov iz ravninske geometrije, in to kar na
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ravnini, po kateri se giblje. Ker delec vsaki¢, ko reemo besedo
razdalja, razume "razdalja", nastanejo prav zabavni nesporazumi.

Za¢nimo s kroZnico. Gotovo bomo delcu rekli: kroZniea s sredi-
Z¢em v todki A4 in polmerom g je mnoZica (geometrijsko mesto) todk
na ravnini, katerih razdalja od A4 je enaka g. Delec namesto razda-
1ja s1liZi "razdalja" in se loti risanja "kro3Zniece". Poskusimo u-
gotoviti, kakSna bo njegova slika. Ni¢ hudega ne bo, &e premici p
in q vzporedno premaknemo, tako da se sekata v tofki 4 (sl.4).
I3¢emo vse tiste todke B, za katere je r(A,B)=q. Za todko B, ki
lezi na premici p ali na premici g, je o&itno r(4,B)=4B. Ce torej
od tocke A odmerimo na premicah p in g razdaljo g, dobimo Stiri
todke P, @, P} @} ki leZe na na%i "kroZnici".
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Naj bo zdaj B poljubna toka, ki lezi desno od ¢ in nad p in
za katero je r(4,B)=a. Potegnimo skozi B vzporednico premici q.
Presetisée dobljene premice s premico p oznatimo s €. Kot smo vide-
1i, je r(4,B)= AC+CB = a. Ker je tudi AC+CP = a, je CP=CE. Vemo,
da je AP=4g. Zato sta trikotnika PAQ in PCB podobna. 0d tod skle-
pamo, da lezi todka B na zveznici toék P in §. "Razdalja" vsake
totke na daljici PQ od tocke 4 je o&itno enaka a. Torej je tisti
del "kroZnice", ki leZi desnc od g in nad p, natan&no daljica PgQ.
0d tod takoj wvidimo, da je del&eva "kroZnica" ravno rob kvadrata
PgP*@* (s1.5).

Tehniki bodo rekli, da je bil nas poskus razleoZiti deleu, kaj
je kroZnica, éista polomija. Za tehnika res ni vseeno, ali so ko-

lesa pri avtomobilu okrogla ali kvadratiéna. Matematik pa se za
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take malenkosti v&asih ne zmeni. Ravno nasprotno, vsakega pravega
matematika bo ta primer spodbodel, da bo poskuSal ugotoviti, kako
si delec predstavlja Se kaj drugega.

Za elipso so bralci verjetno Ze clifali. Tistim, ki je ne poz-
najo, bem povedal, kako jo nariSemo. List papirja poloZimo na pod-
lago in zabodemo skozenj dve buciki. Potem iz kosa niti napravimo
zanko, jo napnemo na obe buciki in svinénik ter riSemo (s1.6) in
pazimo, da ostane nitka ves ¢as napeta. Dobimo ovalen lik, ki ga
imenujemo elipsa.

Toéki, v katerih sta zapideni bueciki, imenujemo gorid&i elipse.
OdsStejemo od dolZzine niti dolZzino zveznice med goriScéema. Polovi-
ca dobljenega Stevila se imenuje velika polos elipse. ReCemo lah-
ko: elipsa z goriScema Gl‘ G, in veliko polosjo a-je mnoZzica tock,
za katere Je vsota razdalj od tock Gy in Gy enaka 2q. Uganimo, kaj
bo na podlagi tega stavka narisal delec (ki besedo razdalja razu-
me kot "razdalja"). Tistemu, kar bo narisal, recimo "elipsa". Da
bo stvar lazja, izberimo goriséi G1 in G, tako, da leZita na pre-
mici p in da premica q poteka skozi G,. Oznatimo 5;5; = 2e@. ISge-
mo tore] take tocke 4, da je r(Gl,A) v r(Gz,A) = 2a. Vzeli bomo
tudi, da je a>e. (Ce je a<e, lahko hitro pokaZe5, da ni nobene toé&-
ke 4, za katero bi bila izpolnjena enakost r(Bl,AJ + r(Gz,A) = 2a.)

Skozi toéko G2 potegnimo vzporednico premici g in jo ozna&imo
s q* (sl.7).

Naj bo B poljubna to¢ka, ki leZi nad p ter med q in g in za-
doséa enaébi r(Gl,B) + P(GE,B) = 2a. Potegnimo skozi B vzporednico
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premici ¢ in preseciSce dobljene premice s premico p oznacimo s

€. Takoj vidimo, da je r(G,,B) = G,C + B in r(G,,8) = ¢G, + CB.

Ker je E;E + EE? = GIG; = 2e, je 2a = r(G,,B) + r(G,,8) = 2¢ +

+ 2CB. Tako je CB = a-e. Del "elipse", ki lezi med ¢ in ¢’ in nad
p, je torej daljica, ki je wvzporedna daljici G162 in je za a-e nad
njo.

Naj bo A tolka naSe "elipse", ki leZi desno od ¢” in nad p
(s1.7). Spustimo iz A pravokotnico na premico p in preseciiée obeh
premic ozna¢imo z D. Potem je r(Gl,A) = E;ﬁ + DA = E;EZ e E;ﬁ +
+ DA = E;E; + r(G,,4). Tako je 2a = r(Gy,4) + r(G,,a) = G,G, +
v Er(Gz,A} = 2e + ZP(Gz,A). 0d tod vidimo, da je r(GZ,d) = a-e.

To¢ka A lezi torej na "kroZnici" s srediséem v G, in polmerom a-e.

Del "kroZnice", ki leZi desno od ¢* in nad p, pa znamo narisati.
Odmerimo od tocke G, po premici g navzgor razdaljoc a-e ter od G,
po p na desno enako razdaljo in dobljeni to&ki zveZemo. Z4daj igra-

je lahko narisemo celo "elipso".
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Dokonéno podobo naSe elipse lahko vidite na sliki 8.

Iretja stvar, s katero se bomo spoprijeli, je parabola. Imejmo
na nasi ravnini premico s in to¢ko F, ki ne leZi na premici s. Pa-
rabola z gori¥dem F in vodnico s je mnoZica todk (na ravnini), ki
so enako oddaljene od premice 8 in toéke F, Tipiéno parabolo ima-
mo na sliki 9.

Za nas delec je "razdalja" med tocko 4 in premico & dolZina naj-
krajSega tira, ki se zaéne v A4 in konéa na s. Oznadéimo "razdaljo"
med premico s in toéke 4 z r(s,A). Delec bo definicijo parabole
razumel takole: "parabola" z vodnico @ in gori%&em F je mnoZica
takih togk 4, da je r(s,A) = r(F,A). Pojdimo gledat, kaj pravza-
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prav je ta "parabola". Vzemimo, da je premica s kar premica ¢ in
da premica p poteka skozi tolko F.

Prese¢isc¢e premic p in ¢ ozna&imo z E. Skozi F potegnimo vzpo-
rednico premici ¢ in jo oznafimo s ¢°. Naj bo T razpoloviiée da-
ljice RF. Tocka T gotovo leZi na "paraboli", saj je r(s,T) = r(F,T).
Ozna&imo TF = e. Naj bo 4 todka na "paraboli" in naj 4 leZi med
g in q¢* ter nad p. Spustimo skozi 4 vzporednico premici q. Presek
dobljene premice s p oznafimo z D (sl.10). -

Ker je r(s,A) = RD in r(F,A) = DF+DA, mora biti RD = DF+DA.
Upostevajmo, da je RD+DF = 2¢ in da je RD = ¢ + TD, pa vidimo, da

je TD = % DA. Naj bo P tista to&ka na premici g’, ki lezi nad F
s 4q rq!
| R S S B
/1
/
A e
/ TF:FP=1:2
oF ;‘f ﬁ=T_F
/
]
i ’,
R T D| |F P
s1. 9 gl. X0
s \
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§1. 11 81, 12
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in za katero je PF = 2¢. Ker je razmerje TF:FP = 1:2 = TD:D4, sta
trikotnika TDA in 7FP podobna. Od tod sklepamo, da 4 leZi na da-
1ljici I'P. Vsaka totka daljice TP je seveda na "parabeli". Tisti
del "parabole", ki leZi desnoc od ¢* in nad p, pa je kar poltrak,

ki je vzporeden p in se zadne v P. (To bodo bralei zlahka ugotovili)

Parabola je narisana na sliki 11.
Za konec #e dve nalogi.
1) Naj besta 4 in & razli¢ni tolki na nadi ravnini in a neko po-

zitivno Stevilo. Poiddimo vse tiste todke € na ravnini, za kate-

re je AC = BC = a! Najdemo lahko dve toéki, eno todko ali pa no-
bene take totke (o tem se lahko takoj prepricad). Kakine oblike
pa }je vse lahko mnoZica takih todk ¢ na ravnini, da je r(d,C) =

r(B8,¢) = a?

2) (Ta naloga je primerna predvsem za srednjeSolce.) Hiperbola z
goriddema G1 in 62 in veltko polosjo a je mnoZica toék, za ka-
tere je razlika razdalj od todk Gl in 62 (zmeraj odstevamo
manjdo razdaljo od ve¢je) enaka 2a. Tipiéna hiperbola je nari-
sana na sliki 12, Poskusi ugotoviti, ka] bo namesto hiperbole
narisal na8 delec (ki je namesto razdalja razumel "razdalja").
Razdaljo med goriséema ozna®i z 2e. Da bo stvar lazja, privze-
mi, da gori8&¢i G, in @G, leZita na premici p in da je ac<e.

Peter lLegila
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