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O NEKATERIH NERESENIH
PROBLEMIH 1Z TEORIJE STEVIL

Znanost se izredno hitro razvija, saj skoraj ne mine dan, da ne bi zvedeli za ka-
ko pomembno znanstveno odkritje. Ali bo znanost s€asoma na$la odgovore na
vse probleme, ki jih danes e ne znamo rediti? Tezko si je predstavljati, da se
bomo kdaj dokopali do dokonénih spoznanj, saj se nam z razdiritvijo enega
problema obiéajno pojavi vrsta novih. Tudi matematika je v zadnjih stoletjih
napredovala z velikimi koraki, njen razvoj v zadnjih desetletjih pa je tak, da
danes ni ve¢ matematika, ki bi se lahko pohvalil, da obvlada vso matematiko.
Toda kljub neslutenemu razvoju obstajajo vec sto in celo veé tiso¢ let stari ma-
tematiéni problemi, ki e vedno ¢akajo na reSitev. Na tovrstve probleme nale-
timo pogosto v teoriji Stevil, veji matematike, ki proucuje lastnosti naravnih
oziroma celih Stevil. V tem sestavku si bomo ogledali nekatere neresene pro-
bleme iz teorije 3tevil, ki so po svoji formulaciji preprosti in lahko razumljivi,
njihove resitve pa so tako zahtevne, da jim najvec¢ji matematiki niso kos.

GOLDBACHOVA DOMNEVA
Goldbach (1690 — 1764) je leta 1742 izrekel naslednjo domnevo:
Vsako sodo Stevilo, ki je vecje od dva, je vsota dveh praStevil.

Matematiki se Zze dobrih dvesto let ubadajo s tem problemom, vendar doslej te
domneve $e nihée ni dokazal ne ovrgel.

MERSENNOVA PRASTEVILA
Dokazimo naslednjo trditev:
Naj bo p naravno itevilo. Ce je 22 — 1 praitevilo, potem je tudi p praStevilo.

Pi§imo p v obliki p = mn, kjer je n prastevilo. Trditev bo dokazana, ¢e dokaze-
mo, da je m = 1. Oglejmo si vsoto 1+ 2™ +22M + _ + 27 1)M 14 ja y bistyu
vsota prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja. Prvi ¢len tega zaporedja je 1,
kvocient zaporedja pa 27 . Z uporabo formule za vsoto &lenov geometrijskega
zaporedja dobimo 1 + 27 + 22M + 4 2(n-1Im = ((gmyn_q)/(2m — 1), Z
upoitevanjem mn = p dobimo 27 — 1 = (27 — 1)(1 + 27 + 22M ¢+ +
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o(n-1)my  &iavilo 2° — 1 smo torej zapisali v obliki produkta dveh naravnih
stevil. Ker je 2° — 1 pratevilo in je oéitno, da je drugi faktor vecji od ena, mo-
ra biti prvi faktor ena, to pa pomeni,dajem = 1.

Dokazali smo torej, da je p prastevilo, e je 2° — 1 pradtevilo. Samo po sebi se
vsiljuje naslednje vprasanje: ali velja ta trditev tudi v nasprotni smeri? Natan-
&neje povedano, ali je vedno 2° — 1 pratevilo, ée je p prastevilo? Ce za p vsta-
vimo zapovrstjo 2, 3 in 5, dobimo 3, 7 in 31, torej praStevila, vendar to $e ni-
&esar ne dokazuje. Prastevila oblike 2° — 1 imenujemo po matematiku
Mersennu (1588 — 1648) Mersennova prastevila. Mersenne je vedel, da 27 — 1
ni vedno pradtevilo, ée je p prastevilo, saj je poznal primer 21— 1=2048-1=
= 23.89 in $e mnogo drugih. S tem pa vsi problemi v zvezi z Mersennovimi
prastevili §e niso reSeni. Do dana$njih dni je namrec¢ ostal odprt problem, ali
je Mersennovih prastevil neskonéno ali pa samo konéno mnogo.

V zvezi z Mersennovimi prastevili povejmo 3e to, da je Lucas leta 1876
dokazal, da je 2'27 — 1 prastevilo. Oglejmo si ta problem podrobneje, da si
vsaj priblizno predoé¢imo, s kak$nimi problemi se sre¢ujejo matematiki, ki re-
Sujejo probleme v teoriji §tevil. Kako bi ugotovili naravo 3tevila 2'27 — 1?
3,5, 7, ... Ce ni deljivo z nobenim prastevilom, ki je manjse od v/2'27 — 1
(brez posebnih tezav se namreé¢ dokaze, da z vec¢jimi prastevili ni potrebno
preizkugati), potem je 2'27 — 1 prastevilo. V principu je enostavno, praktiéno
pa je ta nacin neizvedljiv. Stevilo 2'27 — 1 ima namre¢, zapisano v desetiskem
sistemu, 39 mest in opisani postopek bi vzel preveé¢ &asa vsakemu radunarju,
opremljenemu z najsodobnej$im radunalnikom. Lucas se je torej moral pri
reSevanju problema dokopati do ideje, ki je spravila nalogo v okvir racunskih
zmogljivosti, in v tem je vrednost tega njegovega prispevka v teoriji Stevil.

PERFEKTNA STEVILA

Obstajajo naravna Stevila, ki so enaka vsoti vseh svojih deliteljev, manjsih od
§tevila samega. Stevila s to lastnostjo bomo imenovali perfektna. Perfektni
Stevili sta na primer 6 in 28,sajje 1+2+3=6,1+2+4+7+ 14 = 28. Per-
fektna Stevila so poznali ze stari Grki. Res je, da so vedeli le za tiri perfektna
Stevila, poleg 6 in 28 Se 496 in 8128, vendar je ze Evklid (3. st. pred. n. §t.) do-
kazal naslednjo trditev:

Naj bo p naravno stevilo. Ce je 2P — 1 prastevilo, potem je $tevilo 271 (2P — 1)
perfektno.
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Euler (1707 — 1783) je Evklidov rezultat dopolnil s tem, da je dokazal verjet-
« nost trditve v nasprotni smeri:

Vsako sodo perfektno $tevilo lahko zapisemo v obliki 277! (2° — 1), pri &emer
je 2° — 1 pratevilo.

Obe trditvi skupaj bomo Evklidu in Eulerju na ¢ast imenovali Evklid—Eulerjev
izrek. Ker je dokaz tega izreka prezahteven, ga opu$¢amo. Z Evklid—Eulerjevim
izrekom smo torej dobili zvezo med sodimi perfektnimi Stevili in Mersennovimi
prastevili. Kako pa je z lihimi perfektnimi Stevili? S tem vprasanjem smo spet
pri problemu, ki ga doslej Se nihée ni resil. Vsa doslej znana perfektna 3tevila so
namre¢ soda. Ni znano, ¢e liha perfektna 3tevila sploh obstajajo, vendar je
matematikom uspelo dokazati naslednje: ¢e obstaja kaksno liho perfektno §te-
vilo, potem je to Stevilo zelo veliko. Pa tudi s sodimi perfektnimi Stevili so 3e
vedno teZave. Res je, da jih danes poznamo veé, kot so jih poznali Grki, toda
Se vedno ni znano, ¢e je sodih perfektnih Stevil neskonéno ali samo konéno
mnogo. Evklid—Eulerjev izrek nam namre¢ $tudij sodih perfektnih Stevil preve-
de na 5tudij Mersennovih prastevil, zato je problem konénosti oziroma neskon-
¢nosti Stevila sodih perfektnih Stevil v tesni zvezi s problemom konénosti oziro-
ma neskonénosti Mersennovih prastevil.

PITAGOREJSKE TROJICE IN FERMATOV PROBLEM

Ce v pravokotnem trikotniku meri ena kateta 3, druga pa 4 enote, je dolzina
hipotenuze 5 enot. O tem nas prepri¢a Pitagorov izrek, saj je 3% + 42 = 52,
Trikotnik s stranicami 3, 4 in b enot so ze pred tisoc¢letji uporabljali Egipéani
za konstrukcijo pravega kota. Trojici Stevil 3, 4, b pravimo pitagorejska trojica.
V splosnem imenujemo pitagorejsko trojico vsako trojico naravnih Stevil x, y,
z, ki ustreza ena&bi x* + y? = z%. Takih pitagorejskih trojic je neskonéno mno-
go, saj je na dlani, da je pri poljubnem naravnem 3tevilu n trojica 3n, 4n, 5n tu-
di pitagorejska. Kaj pa, ¢e vzamemo namesto enacbe x? + y? = z% enacbo
x> +y3 =23, ali pa splosno, enacbo x" + y" = 27, kjer je eksponent n poljubno
naravno Stevilo, vec¢je od dva. Ali obstaja tudi v tem primeru trojica naravnih
ali pa vsaj trojica od ni¢ razliénih celih 3tevil x, y, z, ki redi enaébo? S tem
vprasanjem smo Ze pri slovitem Fermatovem problemu. Fermat (1601 — 1665)
je namreé trdil, da obstajajo tri od nié¢ razli¢na cela 3tevila x, y, z, ki ustrezajo
enacbi x” + y" =2z" le v primeru, ko je n = 2, za vsa naravna 3tevila, ki so veéja
od dva, pa takih treh od nié¢ razlicnih celih Stevil ni. Na rob neke knjige je
Fermat zapisal, da ima dokaz za svojo trditev, vendar ga zaradi premajhnega ro-
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ba ne more navesti. Mnogo ljudi se je od tedaj ukvarjalo s tem problemom, med
njimi je bilo nekaj najveéjih matematikov, vendar se e nikomur ni posrecilo
dokazati ali pa ovre¢i Fermatove trditve. Obstajajo pa delni rezultati. Tako je
na primer dokazano, da ni treh od ni¢ razliénih celih 5tevil, ki bi ustrezala ena-
&bi x" + y" = Z", &e je n manj$i od 2521. Preprost dokaz za n = 5 je nasel slo-
venski matematik svetovnega slovesa Josip Plemelj (1873 — 1967).

Povzemimo! Probleme, ki smo jih navedli, je reevalo zelo veliko ljudi, vendar
se $e nikomur ni posrec¢ilo, da bi jih resil v vsej splo$nosti. Trud pa le ni bil
popolnoma zaman, saj so pri reSevanju izdelali ve¢ pripomockov in postopkov,
ki so se dali s pridom izkoristiti v mnogih drugih podroéjih matematike.
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