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Povzetek. Studiramo sistem dvovalentih palitastih ionov v vodni raztopini, ki je v stiku z naelektreno ploskvijo. S
pomodjo izraCunane povprecne mikroskopske gostote naboja dvovalentnih ionov izpeljemo izraza za efektivno
povrsinsko gostoto naboja na plosci in efektivno prostorninsko gostoto naboja dvovalentnih ionov v vodni
raztopini. PokaZemo, da je efektivna gostota naboja dvovalentnih protiionov v obravnavanem sistemu enaka vsoti
makroskopske gostote naboja dvovalentnih ionov in kvadrupolnega prispevka. Na koncu izraCunamo $e

elektrostatsko prosto energijo sistema.

Kljuc¢ne besede: elektrostatika, paliasti ioni, mikroskopska in makroskopska gostota naboja

Spatial distribution of divalent rod-like ions in contact with a

charged surface

Extended abstract. We study an aqueous solution of divalent
rod-like ions in contact with a charged surface. From calculated
microscopic charge density of divalent ions we derive the ex-
pression for the effective surface charge density and the effective
volume charge density of divalent rod-like ions in aqueous so-
lution. We show that there are two contributions to the effective
charge density of divalent counterions: the contribution of the
macroscopic charge density of divalent ions and the quadrupo-
lar contribution. Also we calculate the electrostatic free energy
of the system.

Key words: electrostatics, rod-like ions, microscopic and
macroscopic charge densities

1 Uvod

V naravi imajo velvalentni ioni ponavadi notranjo
strukturo, kar pomeni, da so razdalje med naboji v
posameznem vecvalentnem ionu nezanemarljive. Poz-
namo vec ionov take vrste, kot so npr. spermin, spermidin
ali poli-lizine [1]. Porazdelitev nabojev v posameznih
vecévalentnih ionih vpliva na korelacije med naboji v ionu
ter na prostorsko porazdelitev teh ionov v vodni raz-
topini v stiku z naelektreno ploskvijo [2, 3, 4]. Pri
dovolj velikih razdaljah med naboji v dvovalentnem
ionu lahko postanejo prostorske korelacije med naboji
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Slika 1. Shematski prikaz pozitivno nabite ploskve v stiku z
elektrolitsko raztopino divalentnih ionov

v ionu pomembne. V tem delu uporabimo Poisson-
Boltzmannovo teorijo, ki v celoti zanemari korelacije med
dvovalentnimi ioni, upoSteva pa prostorske korelacije
med naboji znotraj posameznega dvovalentnega iona.

Namen tega dela je izraCunati efektivno povrsinsko
in prostorninsko gostoto naboja dvojne plasti, ki je ses-
tavljena iz vodne raztopine dvovalentnih pali¢astih ionov
v stiku z naelektreno povrSino. Izracunamo tudi elek-
trostatsko prosto energijo sistema.
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2 Mikroskopska in makroskopska gostota
naboja

Obravnavamo elektri¢no dvojno plast, ki nastane ob stiku
naclektrene ploskve (s povrSinsko gostoto naboja o)
7 vodno raztopino dvovalentnih ionov paliaste oblike
in molekul vode. Dvovaletni ioni z nabojem nasprot-
nega predznaka kot naelektrena ploskev se naberejo v
bliZini naelektrene ploskve in jih zato imenujemo proti-
ioni. Dvovalentni ioni z enakim predznakom naboja, kot
ga ima naelektrena ploskev, pa se oddaljijo od naclektrene
ploskve in jih imenujemo koioni.

Najprej se bomo osredotocili na primer, ko vodna raz-
topina vsebuje le protiione. Predpostavimo, da so dvo-
valentni palicasti divalentni protiioni sestavljeni iz dveh
po velikosti enakih nabojev e na oddaljenosti /. Na koncu
bomo v raztopino dodali $e koione.

Slika 2. Shema dvovalentnega pali¢astega iona
Vzamemo, da tezisCe dvovalentnega paliastega iona
podaja krajevni vektor r = (ry,79,73). Naboja takega
iona se nahajata na mestih ry » = r £ (I/2)t, kjer je

t = (sin 0 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6) (1

smerni vektor, ki nam definira orientacijo dvovaletnega
iona v prostoru. Gostoto naboja posameznega dvovalent-
nega iona zapisemo kot [5]

n(r’) = ed <r’ —(r+ %t)) +ed <r’ —(r— %t)) ,

kjer jer + %t krajevni vektor prvega naboja, r — %t kra-
jevni vektor drugega naboja dvovalentnega iona in 6 (r)
Diracova delta funkcija. Pri dani orientaciji dvovalentnih
ionov po prostoru povpre¢imo gostoto posameznega dvo-
valentnega iona (2) [5]. Nato sestejemo po vseh dvova-
lentnih ionih v sistemu in dobimo povpre¢no mikroskop-
sko gostoto naboja

() = / &r'm (e (r) =

0 +emr— L) | 3)

= (r+ —l
em
2 2

kjer je m prostorninska gostota dvovalentnih ionov in {...)
krajevno povpreéenje. Pri dovolj majhnih razdaljah [ med

naboji v dvovalentnih ionih lahko funkciji m(r + %t) in

m(r — Lt) razvijemo v Taylorjevo vrsto do drugega reda
kot funkciji razdalje med nabojema [:

! ! )
mir £ 26 =m(r) & i;ti gl(i")

9* m(r)

12
_ iti— 4
+ 8 izjt t] 877873' ( )

kjer so ¢; (i = 1,2,3) komponente vektorja t (en.(1)). V
enacbo (3) vstavimo razvoja (4) in dobimo

l
2
m(r)

Zt t] or 87'] )
Zt t] 87“161"] )

(n)zem(r—i—é ) +em(r—-t) =

—° Zt Brlr

l dm(r)
mo- §Ztl am

_ el? 0% m(r)
= 2em + Tizjtitj —anarj . &)

kjer je prvi Clen v enacbi (2em) makroskopska gostota
naboja, drugi Clen Gl o igtity %r"g(rr ) pa kvadrupolni
prispevek k < n >. Lmearna clena ki sta povezana z
gostoto dipolov oz. polarizacijo, se odstejeta.

Uporabimo enacbo (1) ter zapiSemo elemente tenzorja
t;t; v obliki matrike:

sin? 6 cos? ¢ sin?@singcos$ sinb cosh cos g
sin? # cos ¢ sin ¢ sin? #sin? ¢ sin # cos 6 sin ¢
sinfcosfcos¢ sinfcosfsin o cos? 8
(6)

3 Energija divalentnega iona v krajevno
odvisnem elektricnem polju

Podobno kot smo razvili v Taylorjevo vrsto prostornin-
sko gostoto dvovalentnih ionov po [, lahko razvijemo tudi
elektri¢ni potencial

@(riét) =®(r) + éztia;’(?) +

+ Z t] 67’1673 ' )

V enacbo za elektrostatsko interakcijsko energijo diva-
lentnega iona

U = eP(r + ét) +e®(r— ét) )
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vstavimo razvoj (7) in upoStevamo, da se linearna Clena
odstejeta. Dobimo

2
e = 208(1) + Zt 4,220 ©)

i Oror;

Enacbo 9 lahko zapisemo tudi z diadnim produktom [4]

l2
e (t) = 2eB(r) + %t- [VoV®(r)]-t  (10)
V primeru, da je ®(r) odvisen samo od komponente
rs = x, torej ®(r) = ®(z), preide enacba (9) v:

2
U = 2e®(z) + %@"(;p) cos? 6. (11)

3.1 Energija divalentnega iona v krajevno odvisnem
elektri¢énem polju v dvodimenzionalnem
primeru

Zaradi veCje nazornosti energijo divalentnega iona v elek-
tricnem polju, ki je odvisen samo od r3 = z, izraCunamo
$e direktno z upostevanjem navora na divalenten ion. Na-
vor, ki deluje na dvovalenten paliCasti ion v krajevno
odvisnem elektriénem polju E = E(x), je enak

M:l‘1XF1+I'2><F2, (12)

OF (1
F1—€<E+%<500819>> s

elektri¢na sila, ki deluje na tockasti naboj pri = %cos 9

in O
Fy=e <E— o (2(:0819)) ,

je elektri¢na sila, ki deluje na toCkast naboj pri z =
- %cos 9. Iz enalb (12-14) sledi:

kjer je

(13)
(14)

el? OF
= —— 29
4 Ox sin(29)
kjer je ® elektrostatski potencial v teZis€u divalentnega
iona ( z = 0). Energija enega divalentnega iona v gradi-

entu polja je:

el , .
:_T(I’ sin(29) ,  (15)

Uy = 2€‘I’+/Md’£9:
3
®
el? " :
= 2ed— T@ sin(29)dy =

[NIE]

el ,
= 2ed+ ?(P (cos20 +1) =

612 " 2
= 26‘I’+T‘I) cos” 0 (16)

Kot vidimo, je dobljeni rezultat v 2D limiti poseben
primer sploSne enacbe (9), glejte §e enacbo (11). Dve
ekstremni vrednosti energije ue; (visja /niZja) sta:

V=5 Up=2ed , (17)
2
9=0,m: U<_,72e¢_’+l¢:”,2<1>_i 8_E
4 \ dx
(18)

4 Povprecenje mikroskopske gostote naboja po
orientacijah

Orientacijsko povpreCje povprecne mikroskopske gostote
naboja dvovalentnih ionov (n) prek vseh mogocih ori-
entacij je enako

J (e~ /*TdQ

(n) = m, (19)

kjer je fazni prostor dQ = d¢dfsind in we
elektrostatska energija. 'V limiti visokih temperatur
(ue1/ET << 1) v enacbi (19) razvijemo eksponentne
faktorje do prvega reda e~“/*T" ~ 1 — ug /KT in jih
vstavimo v enacbo (19) ter dobimo

tet ) d()
f idQ)’

(20)
T 4n

kjer smo upostevali [ dQ2 = 4 7. Nato razvijemo imeno-
valec1/ (1 — & [ %) = 1+ 4= [ %L Enacba (20) tako
postane

= de - [ Zmaas

+—/“e‘d9/ dQ—— “e‘dQ/ ﬂdn 1)

Ker je zadnji ¢len drugega reda v ue/kT, ga zanema-
rimo. V drugi ¢len enacbe (21) vstavimo enacbi (5) in
(9) in opravimo integracijo po delih, ki ni odvisna od ori-
entacije, ter dobimo

—/WWM=

el?
—167m eme® — 2em/ Zt tj (‘37’1873 dQ

el?
—2ed Q
¢ / Zt tj 8r28r] d

el® dm(r) r
_( > /Z i 3rar Ztt]amar]

(22)
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Podobno v tretji Clen enacbe (22) vstavimo enacbi (5) in
(9) in opravimo integracijo po delih, ki ni odvisna od ori-

entacije, ter dobimo
1
—/ueldﬂ/(n)dﬂ =

el? m(r)
167 eme® + 26@/ Zt t] o 673 dQ +

el?
2em/ Zt t] 87’187'] dQ +

L <612> /Zttja 6r]d9/ztt

Enacbi (22) in (23) vstavimo v enacbo (21). Vidimo, da se
vecina Clenov odsteje, Clena, ki sta proporcionalna (%1)2,
pa zanemarimo.

Dobimo povpre¢no mikroskopsko gostoto naboja
mnozice dvovalentnih ionov v prvem redu razvoja po

Uel /KT

21 T
1
() = E/dgzﬁ/d@sinQ( n). (24)
0 0
V enacbo (24) vstavimo (5) ter dobimo
(77) = 2em +
27 T
1 el? . 9% ®(r)
toT /dqs/desmezj:t,-tj - (25)
0 0 K

Nazadnje vstavimo tenzor (6) v enacbo (25), izraunamo
integrale ter dobimo
el’Am

12 ’

(1) = 2em + (26)
kjer prvi Clen 2em pomeni makroskopsko gostoto
naboja dvovalentnih ionov, medtem ko je drugi Clen
(el?Am/12) kvadrupolni prispevek k povprecni
mikroskopski gostoti naboja (7).

5 Efektivna povrsinska in prostorninska
gostota naboja

V nadaljevanju s pomocjo povprecne mikroskopske gos-
tote naboja divalentnih ionov (7) izpeljemo izraza za
efektivno povrsinsko in prostorninsko gostoto naboja.

V Maxwellovo enacbo [5]

eV-E =) (27)
vstavimo gostoto naboja (7j) (en. 26) ter dobimo:
el?
eV -E =2em + T3 Am, (28)

dQ()

kjer definiramo € = €,.€¢, €9 je influencna konstanta in €,
dielektri¢nost raztopine. Enacbo (28) lahko prepisemo v
obliko

l2
V- (cE — 61—2Vm) = 2em (29)
od koder razberemo, da je gostota elektricnega polja

enaka:
2

D =c¢E - iVm (30)
12
Zapisimo robna pogoja za sistem raztopine dvovalent-
nih ionov v stiku z naelektreno povrsino s povrSinsko gos-
toto naboja . UpoStevamo, da je normalna komponenta
gostote elektriCnega polja povezana s povrSinsko gostoto
naboja z enacbo

D n= oy, (31)

kjer je n normala na povrsino. V enacbo (31) vstavimo
gostoto elektri¢nega polja (30) ter dobimo

el?> Om
EEn — E% = 0qg (32)
oziroma ,
P [’
_9 e Eom (33)

on "7 12 on

kjer parcialni odvod 9/9n oznaluje odvajanje v smeri
pravokotno na naelektreno povrs$ino. Uporabili smo
definicijo elektri¢nega potenciala

0%
Bn=—%-.

(34)

Elektrostatsko energijo sistema raztopine dvovalent-
nih ionov in nabite povrSine izraCunamo tako, da
upostevamo interakcijo dvovalentnih ionov s povpre¢nim
elektrostatskim poljem vseh dvovalentnih ionov in nabite
povrsine

1 A
Uag = /5 e(V®)? dV.

Uporabimo Se Greenov integralski izrek

(f(@A@ + (V@)?)dV = [V dA> in dobimo
v A

Ua = % / (®V®) dA — % / SABAV.  (35)

V zadnjem ¢lenu upoStevamo Poissonovo enacbo (glej en.
27)

rg =D (36)
€
ter dobimo
U = 3 /(@V@)dA—i— /(n)@dV 37
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Vidimo, da lahko elektrostatsko energijo zapiSemo kot in-
tegral prispevka po povrsini U, in integral prispevka po
prostornini U,, :

U =Us; +U,. (33)
ZapiSimo povrsinski ¢len v enacbi (35) v obliki
€ € 0P
U, = 3 /(@V@)dA = —i/é%dA (39)

Ce v enacbo (39) vstavimo robni pogoj (33), dobimo:

1 el? Om
— - |3 S9N q4
Us 2/ <°°+12 an)d
V prostorninskem ¢lenu enacbe (35) upostevamo Pois-
sonovo enacbo (36) in enacbo (26) ter dobimo

U—l/‘? 26m+£Am dv
F2 12
Elektrostatsko energijo U,; lahko tako zapiSemo kot vsoto

povrsinskega (40) in prostorninskega prispevka (41) v ob-
liki:

(40)

(41)

1 1
Ue :§/<I’aefdA+ E/épede . (42
kjer smo definirali efektivno povrSinsko gostoto naboja:
2
ef — g 4 EOM
=0t oo o “43)
ter efektivno prostorninsko gostoto naboja:
of — /o el?
p¢l = () = 2em + D) Am (44)

Izracun smo naredili za protiione. Podobno bi lahko
postopek ponovili za raztopino, ki je sestavljena iz proti-
ionov s prostorninsko gostoto dvovalentnih ionov m_ in
koionov s prostorninsko gostoto dvovalentnih ionov m
ter dobili efektivno povrSinsko gostoto naboja

om_

ﬁ 8m+ _ )
12" On on

ter efektivno prostorninsko gostoto naboja sistema proti-
ionov in koionov:

O'ef = 0q

(45)

2
ef

p

6 Prosta energija sistema

Elektrostatsko prosto energijo za en dvovalenten ion
izraCunamo iz fazne vsote ¢ (povpreCenje po vseh
mogocih orientacijah):

27 T
% / do / dfsin ge—Vet/KT (47)
0 0

!
(i) = 2e(my —n_) + 61—2 (Amy — Am_) . (46) "

tako, da v enacbo f.; = —kT In g vstavimo (47)

27 ™
1
fu=—kTIn 4—/d¢/d93in06_U€’/kT . (48)
™
0 0
V limiti visokih temperatur lahko e~U<//kT eksponent

razvijemo ter dobimo

27 71'
fa = —kT'n i/dqs/desina(l— =) ] - @9
0

47 kT
0
Nato v enalbi (49) razvijemo naravni logaritem
In (1 — ) ~ —z in dobimo
1 27 g
fa=— / do / df sin 0 u,;. (50)
47
0 0
V enacbo (50) vstavimo (9) ter dobimo
PAD
fu = 2e8 + =2 (51)

7 Sklep

Predstavili smo izpeljavo efektivne povrSinske in pros-
torninske gostote naboja elektrolitske raztopine, sestavl-
jene iz protiionov, koionov in molekul vode. Ioni so
paliCaste oblike. Omenjena izpeljava je izhodisCe za
izpeljavo modificirane Poisson-Boltzmannove teorije. S
pomocjo le-te lahko med drugim izraunamo interakci-
jsko energijo med dvema makroionoma, ki sta v stiku z
zgoraj opisano elektrolitsko raztopino.
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