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226 Matematika

RACUNALA NOVE DOBE, 1. del

Ste ze kdaj razmisljali, na kaksen
nacin ra¢unajo racunalniki ter ostale
digitalne naprave, ki nas obkrozajo v
¢asu informacijske revolucije? V tem
sestavku se bomo poskusili s pomocjo
osnovnosolskega racunanja priblizati
racunalom, ki jih preko stevilnih na-
prav, kot so osebni ra¢unalniki in pa-
metne kartice, uporabljamo v vsak-
danji praksi.

Vsi poznamo tabeli za seStevanje in mnozenje (tabela 1).
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Tabela 1. (a) tabela za sestevanje, (b) tabela za mnozenje.

Drugi tabeli pravimo postevanka in se jo morajo drugosolei od nekdaj
uéiti na pamet ter si jo zapomniti za vse zivljenje. Seveda si ni potrebno
zapomniti vseh 100 zmnozkov; veckratniki stevil 1 in 10 so otrocje lahki,
mnozenje z 2 ni ni¢ tezje kot sestevanje, vrstni red pri mnozenju ni prav
ni¢ pomemben (zakon o zamenjavi ali komutativnost) (tabela 2).
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11| 16) 21| 26| 31| 36| 41| 46| 51
12| 17| 22| 27| 32| 37| 42| 47| 52
13| 18| 23| 28| 33| 38| 43| 48] 53
14| 19| 24| 29| 34| 39| 44| 49| 54
10| 15| 20| 25| 30| 35| 40| 45| 50| 55
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23| 24| 25| 26| 27| 28| 20| 30| 31| 32| 33
34| 35| 36| 37| 38| 30| 40| 41| 42| 43| 44
45| 46| 47| 48| 49| 50 51| 52| 53| 54| 55

(a) (b)
Tabela 2. Ploséina pravokotnika s stranicama a in b je enaka tako ab kakor tudi ba.
Enkrat stejemo kvadratke po vrsticah, drugi¢ pa po stolpcih.
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Tabela za poStevanko je simetriéna glede na diagonalo, torej si je potrebno
zapomniti le priblizno tretjino zmnozkov. Omenimo Se dve bliZnjici.

Veckratniki stevila 9. Koliko je 9 x 7? Uporabimo metodo ra¢unanja
s prsti. Ne vzamemo v roke zepnega racunala, temve¢ potegnemo iz
zepov deset prstov. Ker gre za sedemkratnik stevila devet, pripognemo
sedmi prst z leve in odéitamo: Sest (6) prstov na levi ter trije (3) na
desni in ze vemo, da je pravilni odgovor 63.

Veckratniki stevila 11. Koliko je 11 x 137 Zelo enostavno! Enico in
trojko razmaknemo, med njiju pa zapiSemo njuno vsoto in ze dobimo
iskani produkt 143.

Ko konéno obvladamo tabelo mnozenja, ni ve¢ tezko zmnoziti poljubnih
Stevil (zapisanih v desetiskem zapisu), saj mnozimo le posamezne Stevke
in nato samo $e seStevamo (tabela 3).

Vi 3 3

b

8 bl 2 0

Tabela 3. France Krizani¢ v svoji knjigi KriZzem po matematiki predstavi indijski naéin
mnozenja § pomocjo pravokotne mreze, razdeljene v kvadrate. Vsaki stevki prvega
faktorja pripada po en stolpec, vsaki stevki drugega faktorja pa ena vrsta kvadratkov.
V vsak kvadratek zapiSemo produkt obeh stevil, ki pripadata stolpcu in vrsti, v kateri
je kvadratek. Desetice tako dobljenega produkta zapiSemo v levi zgornji kot, enice pa
v spodnji desni kot. Ko so vpisani vsi produkti, je potrebno le Se sedteti tevila v smeri
diagonal in Zze dobimo produkt.



228 Matematika

Ce pa bi ra¢unali v petiskem zapisu ali celo dvojiskem, bi bila mate-
matika v drugem razredu veliko lazja (tabela 4).
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Tabela 4. (a) tabela za mnozenje v petiskem sistemu, (b) tabela za mnozenje v
dvojiskem sistemu, (c) tabela za sedtevanje v dvojiskem sistemu.

V prvem primeru bi si bilo potrebno zapomniti le 6 zmnozkov, v drugem
pa pravzaprav nobenega. Prav zato obic¢ajno racunalniki racunajo
racune v dvojiskem sistemu. Pred njimi pa so tako racunali ze Indijanci.
Ko so npr. zeleli izracunati 15 x 13, so enega izmed faktorjev zapisali
kot vsoto potenc stevila 2, npr. 13 =144+ 8, t.j. v dvojiskem sistemu
11015, in nato drugega le mnozili z dve in sestevali (tabela 5a). Ce je
tudi drugo stevilo zapisano v dvojiskem sistemu, t.j. 15 = 14+2+4+48 =
= 11115, potem je mnozZenje z dve dosezeno na prav enostaven nacin:
na koncu §tevila je potrebno pripisati ni¢lo (tabela 5b) in Ze dobimo
110000115 = 128+ 64 + 2+ 1 = 195.

D% B R 5 kWS S WG = 11115
fjipe e S 0 EX0s % B = 02
A R 60 1111002 % 1 = 1111002
3B RS I T e TELIDO0S: 50 =T = 11110005
195 110000112

(a) (b)

Tabela 5.
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Grupe in obsegi

Poleg sestevanja in mnozenja pa se v prvih razredih osnovne $ole nau¢imo
tudi odstevati in deliti. Seveda zacnemo najprej odstevati manjsa stevila
od veéjih. Pri tem si lahko pomagamo s tabelo la. Ce Zelimo izracunati
a—Dbin je a > b, se lahko vprasamo:

b plus koliko je a?

To pomeni, da pogledamo v vrstico, ki ustreza stevilu b, iskano razliko pa
najdemo na vrhu stolpca, ki ustreza stevilu a iz te vrstice. Za razliko 5—3
poidéemo v tretji vrstici stevilo 5. Najdemo ga na drugem mestu in zato
vemo, da je razlika enaka 2. Sele nekoliko kasneje se nau¢imo, da moramo
v primeru, ko zelimo odsteti vecje Stevilo od manjsega, Stevili najprej
zamenjati, na koncu pa dobljeni razliki spremeniti predznak. Zaradi tega
smo povecali mnozico naravnih stevil IN do mnozice celih stevil Z.

Deljenje ni tako preprosto. Ce Zelimo a deliti z b, se lahko prav tako
kot prej vprasamo: “b krat koliko je a?” Vendar ni gotovo, da bomo
v vrstici, ki ustreza stevilu b, nasli stevilo a. Pogosto se namre¢ zgodi,
da Stevilo a ni deljivo s Stevilom b. Mnozico stevil lahko sicer poveéamo
do mmnozice ulomkov @, kjer lahko delimo s poljubnim od nié razliénim
Stevilom, a potem nastopijo druge tezave. Najdemo lahko razli¢ne ulomke,
ki so si poljubno blizu, tudi tako blizu, da jih ra¢unalnik ne more veé loéiti.
Ker pa si zelimo, da bi se racunalniki ¢im manj motili, se vprasajmo po
mnozicah, v katerih bi lahko brez tezav tudi delili, po moznosti na enak
nacin kot znamo odstevati. Da bi bilo to mogoce, se morajo v vsaki vrstici
tabele pojaviti vsa od ni¢ razliéna Stevila. Pravzaprav se je potrebno
vprasati, na katera pravila se zelimo pri racunanju opreti. Nastejmo jih
nekaj.

1. Obiéajno je prvo pravilo zaprtost, rezultat, ki ga dobimo po opravljeni
operaciji med dvema steviloma, je tudi v mnozici, iz katere smo izbrali
stevili. Mnozica naravnih stevil je zaprta za seStevanje in mnozenje, saj v
tabelah la in 1b nastopajo samo naravna stevila. Ni pa mnozica naravnih
stevil zaprta za odstevanje. To lastnost ima na primer mnozica celih Stevil.
2. V mnozici celih stevil igra pomembno vlogo stevilo 0; pa ne samo zato,
ker loéi pozitivna 3tevila od negativnih, pa¢ pa tudi zato, ker se nobeno
Stevilo s pristevanjem Stevila 0, ne spremeni. Tudi pri mnozenju najdemo
nekaj podobnega. Ce pomnozimo katerokoli od ni¢ razliéno Stevilo z 1,
dobimo zopet isto stevilo. Takemu stevilu pravimo nevtralni element ali
pa tudi enota za ustrezno operacijo.
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3. V mnozici celih stevil sta poljubni stevili —a in @ povezani z enoto za
seStevanje na naslednji na¢in: a+ (—a) = 0. Pravimo, da je —a nasprotni
element stevila a. Celo §tevilo b je obratni element celega stevila a, ¢e je
ab=1. Od tod sledi a = b =1 ali a = b = —1, t.j. v mnozici celih stevil
imata le stevili 1 in —1 obratni element.

4. Ce si izberemo poljubna stevila a, b in ¢, potem velja a + (b + ¢) =
= (a+b) + ¢ in a(be) = (ab)e. O drugi enakosti se lahko prepricamo z
ra¢unanjem prostornine kvadra s stranicami a, b in ¢. Tem lastnostim
pravimo zakon o zdruzZevanju za seStevanje oziroma za mnozenje (ali tudi
asociativnost). Le-ta nam pove, da je vseeno, ali zatnemo racunati z leve
ali z desne. To seveda ne drzi za odstevanje ali deljenje.

Ce v mnozici G z binarno operacijo o, t.j. operacijo, ki vsakemu
urejenemu paru elementov iz G priredi natanko dolocen element, veljajo
naslednja pravila:

(G1) za vsaka a,b € G je ,

(G2) obstaja tak element e € G, dazavsak g € Gvelja‘ eog=goe= g‘,

(G3) za vsak element g € GG obstaja tak f € G, da je‘go f=fog= gl,

(G4) za vse a,b‘.t:EGvr&ljal(u,cab)c.'c:ac:(boﬂT

potem pravimo, da je par (G,eo) grupa. Elementu e pravimo enota
grupe, elementu f pa inverz elementa g. MnozZica celih stevil je grupa za
seStevanje, ni pa grupa za mmnozenje, saj ni izpolnjeno pravilo (3) (le 1 in
—1 imata inverzni element za mnozenje).

Matematiki so potrebovali vec kot sto let trdega dela, da so konéno
(eksplicitno) zapisali zgornja pravila (aksiome). Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) je leta 1771 postavil prvi pomembnejsi izrek. Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) je Studiral grupe permutacij, medtem ko je Niels
Henrik Abel (1802-1829) s teorijo grup pokazal, da enacba 5. stopnje ni
resljiva z radikali (t.]. resitve ne znamo zapisati s formulami kot v primeru
enacb nizjih stopenj). Pravi pionir abstraktnega pristopa pa je bil Evariste
Galois (1811-1832), ki je leta 1823 prvi uporabil besedo “grupa”. Leta
1854 je Arthur Cayley (1821-1895) pokazal, da je grupo mo¢ definirati ne
glede na konkretno naravo njenih elementov.
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Galois je vpeljal tudi naslednji pojem. Ce za neko mnozico @ z binar-

nima operacijama, ki ju bomo oznacili s + in * (¢etudi ne predstavljata
nujno obi¢ajnega sestevanja in mnozenja), velja

(01)
(02)
(03)

par (O, +) je grupa z enoto 0,
par (O\{0},*) je grupa z enoto 1,

za vse a,b,cere‘a*(b—l—c):a-*b—l—a*c‘in

l(b-{-c)*a:b*a—f—c*a ;

potem imenujemo trojico (O, +, %) obseg. Mnozica ulomkov z obi¢ajnim
seStevanjem in mnozenjem je primer obsega. O lastnosti (03), ki jo imenu-
jemo zakon o razélenjevanju oziroma distributivnost, se lahko prepricamo
z racunanjem povrsine pravokotnika s stranicama a in b+ c.

elem

Za konec zastavimo Se nekaj nalog:

. Poisci se kaksno zanimivo pravilo za mnozenje (kot sta bili pravili

za racunanje veckratnikov stevil 9 in 11). Ce ne gre v desetiskem
sistemu, pa poskusi v kakSnem drugem sistemmn.

Poznamo Se veliko grup, ki ne izhajajo iz mnozice Stevil s seStevanjem
in preveri, katera izmed pravil (G1) — (G4) veljajo zanje. Zani-
miva mnozica so simetrije doloéenega geometrijskega objekta, npr.
enakostrani¢nega trikotnika ali pa kocke. Kaksno binarno operacijo
bi vpeljali med simetrije, da bi dobili grupo? Spet druga zanimiva
mnozica so funkeije. Kaj pa lahko re¢emo o preseku in uniji mnozic?
Dokazi, da je v poljubni grupi G za vsaka a,b € G resljiva enacba
aox = b. Poisci nekaj najmanjsih grup (glede na stevilo elementov).
Kako jih lahko najlazje predstavis?

Poiséi najmanjsi obseg.

V drugem delu si bomo za cilj postavili iskanje obsega s konéno mnogo
enti, v katerem bo rac¢unanje v nekem smislu Se udobnejse kot v

obsegih, ki jih sre¢amo v osnovni ali srednji Soli (racionalna Stevila @,
realna stevila IR ali celo kompleksna stevila ©). Ve¢ o uporabi konénih
obsegov pri nemotenemu branju zgoscenk ter prenasanju slik z oddaljenih
planetov kot je Mars pa boste spoznali v ¢lanku Napake niso za vedno.

Aleksandar Jurisic¢
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