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Matematika I

RAČUNALA NOVE DOBE, 1. del

St e že kdaj razmišljali, na kakšen
način računajo računalniki t er ostale
digitalne naprave, ki nas obkroža jo v
času informacijske revolucije? V tem
sestavku se bomo poskusili s pomočjo
osnovnošo lskega računanja približati
računalom, ki jih pr eko številni h na­
pr av, kot so osebni računalniki in pa­
met ne kartice, uporabljamo v vsak­
danji praksi .

Vsi poznamo tabe li za seštevanje in množenj e (tabe la 1) .

+ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... * 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 .. . 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 . . . 2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 . . . 3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 .. . 4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 . . . 5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 . . . 6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60

7 8 9 10 11 1213 14 15 16 17 . . . 7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 . .. 8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 ... 9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 . . . 10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 .. .

(a) (b)

Tab ela 1. (a) tabe la za seš tevanje , (b) tabela za mn oženje .

Dr ugi tabeli pravimo poštevanka in se jo morajo drugošolci od nekdaj
učiti na pamet ter si jo zapomnit i za vse življenje. Seved a si ni potrebno
zapomnit i vseh 100 zrnnožkov ; večkratniki števil 1 in 10 so otročj e lahki ,
množenje z 2 ni nič t ežje kot seštevanje, vrstni red pr i množenju ni prav
nič pomemben (zakon o zamenjavi ali komutativnost ) (t ab ela 2).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44

45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

(a)

227[ .

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51

2 7 12 17 22 27 32 37 42 47 52

3 8 13 18 23 28 33 38 43 48 53

4 9 14 19 24 29 34 39 44 49 54

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

(b)

Tabela 2. Ploščina pravokotnika s st ranicama a in b je enaka ta ko ab ka kor t ud i ba.
E nkrat šteje mo kvadrat ke po vr sticah, drugič pa po stolpcih .

Tabela za poštevanko je simetrična glede na diagonalo, to rej si je potrebno
zapomnit i le pr ibližno tretjino zmnožkov. Omenimo še dve bližnji ci.

Večkratniki števila 9. Koliko je 9 x 7? Upora bimo metodo računanja

s prsti. Ne vzam emo v roke žepnega računala, temveč potegnemo iz
žepov deset prstov. Ker gre za sedemkratnik števila devet , pr ipognemo
sedmi prst z leve in odčitamo: šest (6) prst ov na levi t er trije (3) na
desn i in že vemo , da je pravilni odgovor 63.

Večkratniki števila 11. Koliko je 11 x 13? Zelo enostavno! Enico in
trojko razmak nemo, med nj iju pa zapišemo njuno vsoto in že dobimo
iskan i produkt 143.

Ko končno obvladamo t abelo mn oženj a , ni več t ežko zmnožit i poljubnih
števil (zapisanih v deset iškem zapisu), sa j množimo le posamezne šte vke
in nato samo še seštevamo (tabe la 3) .

3 .5

8 8 2 o
Tabela 3. Fr ance Križanič v svoj i knjigi Kr ižem p o m at ematik i pr ed st avi indijsk i način
množenja s pomočjo pravokotne mreže , razd eljen e v kvadrate. Vsaki šte vki pr vega
faktorj a pripada po en stolpec , vsaki šte vki drugega faktorja pa ena vrs ta kvadratkov.
V vsak kvadrat ek zap išemo produkt obeh štev il, ki pr ipadata stolp cu in vrst i, v kat er i
je kvadra tek . Desetice tako do blj en ega produkta za pišemo v lev i zgo rn j i kot, en ice pa
v spod nj i des ni kot . Ko so vp isa ni vsi prod ukt i, je potrebno le še seštet i šte vila v sme ri
d iagonal in že dobimo produkt.
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Če pa bi računali v petiškem zapisu ali celo dvojiškem, bi bila mate­
matika v drugem razredu veliko lažja (tabela 4) .

* 15 25 35 45 105 .. .

15 15 25 35 45 105 .. .
25 25 45 115 135 205 . ..

35 35 115 145 225 305 . . .
45 45 135 225 315 405 ...

105 105 205 305 405 1005 .. .

I
(a)

* 12 102 + 02 12

12 12 102 02 02 12

102 102 1002 h h 102

(b) (c)

Tabela 4. (a) tabela za množenje v petiškem sistemu, (b) tabela za množenje v
dvojiškem sistemu, (c) tabela za seštevanje v dvojiškem sistemu.

V prvem primeru bi si bilo potrebno zapomniti le 6 zmnožkov, v drugem
pa pravzaprav nobenega. Prav zato običajno računalniki računajo

račune v dvojiškem sistemu. Pred njimi pa so tako računali že Indijanci.
Ko so npr. želeli izračunati 15 x 13, so enega izmed faktorjev zapisali
kot vsoto potenc števila 2, npr. 13 = 1+4+8, t .j. v dvojiškem sistemu
11012 , in nato drugega le množili z dve in seštevali (tabela 5a). Če je
tudi drugo število zapisano v dvojiškem sistemu, t .j . 15 = 1+2+4+8 =
= 11112 , potem je množenje z dve doseženo na prav enostaven način:

na koncu števila je potrebno pripisati ničlo (tabela 5b) in že dobimo
1100001h = 128 + 64 + 2 + 1 = 195.

15 x 1 15 11112 x 1 11112

30 x O O 111102 X O 02

60 x 1 60 1111002 X 1 1111002

120 x 1 120 11110002 x 1 11110002
195 110000112

(a) (b)

Tabela 5.
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Grupe in obsegi

Poleg seštevanja in množenj a pa se v prvih razredih osnovne šole naučimo

t ud i odš te vat i in delit i. Seveda začnemo naj prej odštevati manjša št evila
od večj ih . P ri tem si lah ko pomagamo s tabe lo l a . Če želimo i zračunat i

a - b in je a ::::: b, se lahko vprašamo:

b plus koliko je a?

To pomeni , da po gledamo v vrsti co, ki ust reza št evilu b, iskana razliko pa
najdemo na vrhu stolpca , ki ust reza šte vilu a iz t e vr sti ce. Za razliko 5 - 3
poiščemo v t retj i vrst ici šte vilo 5. Najde mo ga na drugem mestu in zato
vemo, da je razlika enaka 2. Šele nekoliko kasneje se naučimo, da moramo
v primeru, ko želimo odšteti večj e število od manjšega , števili najprej
zamenjati , na koncu pa dobljen i razliki spremenit i predznak. Zaradi t ega
smo povečali množico nar avnih števil IN do množice celih šte vil :iZ.

Deljenje ni tako prepr osto. Če želimo a delit i z b, se lahko prav t ako
kot pr ej vprašamo: "b krat koliko je a?" Vendar ni gotovo, da bomo
v vrstici, ki ustreza šte vilu b, našli št evilo a. Pogosto se namreč zgodi,
da število a ni deljivo s številom b. Množico števil lahko sicer povečamo

do množice ulomkov lQ , kjer lahko delimo s po ljubnim od nič različnim

številom, a potem nastopijo druge težave. Na jde mo lahko različne ulomke,
ki so si po ljubno blizu , t udi t ako blizu, da jih računalnik ne mor e več ločiti .

Ker pa si želimo, da bi se računalniki čim manj motili , se vprašajmo po
množicah , v katerih bi lahko brez težav t ud i delili, po možnosti na enak
način kot znamo odštevat i. Da bi bilo to mogoče , se mor ajo v vsaki vrstici
t abele pojavit i vsa od nič različna števila . P ravzaprav se je pot rebno
vprašati, na katera pravila se želimo pri računanju opreti. Naštejmo jih
nekaj .

1. Običajno je prvo pravilo zaprtost , rezul t at , ki ga dobimo po opravljeni
operacij i med dvem a št eviloma, je tudi v množici, iz katere smo izbrali
števili. Množica na ravnih št evil je zaprt a za sešt evanje in množenj e, saj v
t abelah l a in lb nastop ajo samo naravn a šte vila . Ni pa množica naravnih
štev il zaprta za odštevanj e . T o la st n ost im a n a prim er množica ce li h števil.

2 . V množici celih števil igra pomembno vlogo število O; pa ne samo zato,
ker loči poziti vn a št evila od negativni h , pač pa t udi zato, ker se nob eno
število s prišt evanj em šte vila O, ne spremeni. Tudi pri množenju najdemo
nekaj podobnega. Če pomnožimo katerokoli od nič raz lično število z 1,
dobimo zope t isto število. Takem u številu pravim o nevtralni element ali
pa t udi enota za ust rezno ope racijo.
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3 . V množici celih števil sta poljubni št evili - o, in o, povezani z enoto za
seštevanje na naslednji način : o, + (-o,) = O. P ravimo, da je - o, nasprotni
element št evil a 0,. Celo šte vilo b je obratni element celega šte vila 0" če je
ab = 1. Od tod sledi o, = b = 1 ali o, = b = - 1, t .j . v množici celih števil
imata le šte vili 1 in - 1 ob ratni element .

4. Če si izberemo poljubna št evila 0" b in c, po t em velja o, + (b + c) =
= (o, + b) + c in o,(bc) = (o,b) c. O drugi enakosti se lahko prepričamo z
računanjem prostornine kvadra s stranicami 0" b in c. Tem lastnost im
pravimo zakon o združevanju za seštevanje oziroma za množenje (al i t udi
asociativnost ). Le-t a nam pove, da je vseeno, ali začnemo računat i z leve
ali z desne. To seveda ne drži za odštevanje ali deljenje.

Če v množici G z binarno ope racijo o, t .j . ope rac ijo, ki vsakemu
urejen emu paru element ov iz G priredi natanko določen element , veljajo
naslednj a pravila:

(GI) zavsaka o" b E G je lo,o b EG I,

(G2) obst aj a t ak element eE G, da za vsak gE G velja le o 9 = g o e = gi ,

(G3) za vsak element 9 E G obstaj a t ak .f E G, da je Igo .f = .f o 9 = e l,

(G4) za vse 0" b,cE G velj a I (o, o b) o c = o, o (b o c) 1,

potem pravimo, da je par (G, o) grupa. Elem entu e pravimo enota
grupe, eleme nt u .f pa inverz eleme nta g. Množica celih števil je grupa za
sešte vanje , ni pa grupa za množenj e, saj ni izpolnjeno pravilo (3) (le 1 in
-1 im ata inverzni eleme nt za množenje).

Matematiki so potrebovali več kot sto let t rdega del a , da so končno

(eksplicitno) zapisali zgornja pravila (aksiome). Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) je let a 1771 postavil prvi pomembnejši izrek. Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) je št udiral grupe permutacij, medtem ko je Niels
Henrik Abel (1802-1829) s t eorij o grup pokazal , da enačba 5. stopnje ni
rešlj iva z radikali (t.j . rešitve ne znamo zapisati s formulami kot v primeru
enačb nižjih st ope nj ). Pravi pionir abstraktnega pristopa paje bil E varist e
Galois (1811-1832) , ki je leta 1823 prvi uporabil besedo "grupa" . Let a
1854 je Arthur Cayley (1821-1895) pokazal, da je grupo moč definirat i ne
glede na konkretno naravo njenih element ov.
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Galois je vp eljal tudi naslednj i po jem. Če za neko množi co O z binar ­
nima operacijama, ki ju bomo označil i s + in * ( četudi ne predstavljata
nujno običajnega seštevanja in množenja) , velja

(Ol) par (0,+) je grupa z enoto O,

(0 2) par (O\ {O}, *) je gru pa z enoto 1,

(03) za vse a, b,cE O je Ia * (b+ c) = a * b+ a * ci in

I(b+ c) * a = b* a + c *al,
potem imenujemo tro j ico (O, +,*) obseg. Množica ulomkov z običajnim

seštevanj em in množenj em je primer obsega. O las t nost i (0 3), ki jo imenu­
jem o zakon o razčlenjevanju oziroma distribu tivnost , se lahko prepričamo

z računanjem površine pravokotnika s st ranicama a in b+ c.

Za kon ec zast avimo še nekaj nalog:

l . Poišči še kakšno za nimivo pr avi lo za množenj e (kot sta bili prav ili
za računanje večkratnikov števil 9 in 11). Če ne gre v desetiškem
siste mu, pa poskusi v kak šnem drugem siste mu.

2. P oznamo še veliko gru p, ki ne izhaj aj o iz množice šte vil s seštevanje m
ali pa množenjem. Poišči še kak šne množice z binarnimi ope racijami
in prever i, katera izmed pravil (G I) - (G4) veljajo zanje . Zani­
miva množica so simetrije določenega geome t rijskega objekta, npr .
enakostraničnega t r ikot n ika ali pa kocke. Kakšno binarno op eracijo
bi vpeljali med simetrije , da bi dobili grupo? Spet druga zanimiva
množica so funkcije. Kaj pa lahko rečemo o pr eseku in uniji množic?

3. Dokaž i, da je v poljubni grupi G za vsaka a, b EG rešlji va enačba

a o x = b. Poišči nekaj najmanjših gru p (glede na šte vilo eleme nto v).
Kako jih lahko naj lažje predst aviš?

4. Poišči najmanjš i obseg.

V drugem delu si bom o za cilj post avili iskanj e obsega s končno mnogo
eleme nti, v ka terem bo računanj e v nekem sm islu še ud obnejše kot v
obsegih , ki j ih srečamo v osnovni ali sr ednji šoli (r acion aIna šte vila (Q ,
realna števila JR ali celo kompleksn a števil a <C ). Več o up orabi končnih

obs egov pri nemotenemu branju zgoščenk ter prenašanju slik z oddaljenih
planet ov kot je Mars pa bost e spoznali v članku Napake niso za vedn o.

Aleksandar Juriši č
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