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PORAZDELITEV PRASTEVIL V MNOZICI IN

Ena od poti ugotavljanja gostote prastevil je proucevanje zaporedja znanih
prastevil. Ali se morda v njem skriva kaksen vzorec?

Tako vidimo, da je med prvimi 100 naravnimi stevili 25 prastevil:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,
47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89,97,

da so Se kar enakomerno porazdeljena, da se med njimi pojavljajo opazne
praznine, da pa je med njimi kar 8 parov oblike p, p + 2, imenovanih tudi
prastevilski dvojcki.

Med 101 in 200 je 21 prastevil

101,103,107,109,113, 127,131,137, 139, 149, 151,
1567,163,167,173,179, 181,191,193, 197, 199

in med njimi 7 prastevilskih dvojckov, praznine pa so ze bolj opazne. Tako
si lahko postavimo vprasanji: ali obstajajo med zaporednima prasteviloma
tudi vegji skoki in ali je prastevilskih dvojékov neskonéno mnogo. Zani-
mivo je, da je odgovor na prvo vpraSanje zelo enostaven, odgovora na
drugo vpraSanje pa Se ni; obstaja le domneva, da je odgovor pritrdilen.
Do leta 1994 najvecja znana prastevilska dvojéka sta 1000 000 000 061 in
1000 000 000 063.

Poglejmo torej odgovor na prvo vprasanje. Najdaljsi niz zaporednih
sestavljenih Stevil med prvimi 200 naravnimi Stevili je 182,183,...190.
Ali je mogoce brez truda sestaviti Se daljsi tak niz, ne da bi izpopolnjevali
tabelo prastevil? To je mogoce in lahko je niz celo poljubno dolg, le da je
vsa ta Stevila tezko izpisati, ker so zelo velika. Primer za niz 9 zaporednih
sestavljenih Stevil je

100+2, 10!+ 3, ..., 100410
in na splosno za niz n zaporednih sestavljenih stevil

(P+1)142, (n+1)!43, ..., (n+ 1)+ (n+1).



LMatematika 141

Ali je po ugotovitvi, da je med zaporednima prasteviloma lahko poljubno
velika “razpoka”, sploh Se vredno ugotavljati porazdeljenost prastevil?
Pokazali bomo, da vendarle veljajo dolocene zakonitosti. V ta namen defi-
nirajmo aritmetiéno funkcijo 7(z), katere vrednost naj bo stevilo prastevil,
ki so manjsa ali enaka stevilu z. O¢itno je w(100) =25 in =(200) = 46.
Zakonitosti pa se pokazejo Sele takrat, ko zberemo zelo veliko podatkov.
Zato si poglejmo tabelo vrednosti funkcije m za nekatere # do vrednosti
1010, relativne frekvence prastevil in njihove obratne vrednosti.

z () =) r(z) = &5

10 4 | 0,40000000 | 250000000

100 25 | 0,25000000 | 4,00000000

1000 168 | 0,16800000 | 5,95238095

10 000 1229 | 0,12290000 | 8,13669650
100 000 9592 | 0,09592000 | 10,4253545
1000000 78498 | 0,07849800 | 12,7391781
10000 000 664579 | 0,06645790 | 15,0471201
100000000 | 5761455 | 0,05761455 | 17,3567267
1000000000 | 50847534 | 0,05084753 | 19,6666387
10000000000 | 455052512 | 0,04550525 | 21,9754863

V tabeli je posebej pomemben tretji stolpec, ki nam kaze “gostoto” pra-
stevil.

Vzemimo prvih milijon naravnih stevil; med njimi je 78 498 oziroma
7,85 % prastevil, veéina (okrog 92 %) pa je sestavljenih tevil. Iz tabele
lahko razberemo, da je ta odstotek pri prvih 10 milijonih naravnih stevil se
manjsi; funkcija 1{23}_ je oéitno padajoéa. V tabeli pa je Se cetrti stolpec in
izkazalo se bo, da je funkcija r zelo pomembna. Matematiki niso obupali
pri iskanju zakonitosti v napisani tabeli, éeprav je na prvi pogled vsak
napor 7e vnaprej obsojen na neuspeh. Pot do resitve se je nepri¢akovano
pokazala preko Stevila e in naravnega logaritma.

Da bi videli razvo] resevanja problema, naredimo Se eno tabelo.
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x r(z) = ﬁ (@)

10 2,50000000 12,182494

100 4,00000000 54,598150

1000 5,95238095 384,668150

10000 8,13669650 3417,609127
100000 | 10,4253545 33703,4168
1000000 | 12,7391781 340 843,2932

10000 000 15,0471201 3426 740,683
100000000 | 17,3567267 34508 861,36
1000000000 19,6666387 347626 331,2
10000000000 | 21,9754863 3498101746,

Desni stolpec v tabeli sicer ne kaze neke popolne zakonitosti, vendar se
takoj vidi, da je vsako stevilo nizje v stolpcu priblizno desetkratnik pred-
hodnega visje lezecega. Opazeno dejstvo bi lahko opisali z izrazom

e"(192) 10 e"®) 23 velike z (1)

ali z besedami: ¢e spremenljivko poveéamo od z na 10z, je vrednost funk-
cije e"(19%) pri povecani neodvisni spremenljivki z priblizno desekratnik
vrednosti funkcije e”(*) pri prvotni spremenljivki z. V tem spoznanju je
pot do resitve. Zakonitost sicer ne velja za vsako funkcijo r(z), ¢e pa
najdemo tako, da zanjo enakost velja, smo Ze blizu resitve.

Izkazalo se je, da je iskana funkcija ravno logaritemska funkcija z
osnovo e. Potrebovali bomo identiteti

In(e®) =z in e"* =z.
V (1) nadomestimo funkcijo r(z) z logaritemsko funkcijo Inz
In(102) _ (o=
in primerjajmo oba izraza
(r(102) 5 10 7(®)  In(102) _ 1 glno

Takoj lahko ugotovimo, da sta enakosti priblizno enakovredni za dovolj
velike vrednosti neodvisne spremeljivke z. Ta ugotovitev pa je ena od
oblik znamenitega prastevilskega izreka:
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Razmerje med 3tevilom prastevil, manjsih ali enakih narav-
nemu Stevilu n, in tem naravnim S§tevilom n, oziroma gostota
prastevil v mnozici naravnih stevil, je za velike n priblizno enaka
obratni vrednosti naravnega logaritma Stevila n.

S tem seveda slavnega izreka nismo dokazali, smo pa na dokaj eno-

staven naéin nasli kar natanéno aproksimacijsko funkcijo, saj se stevilo

1 . -+ (10 000 000 000) S
mToooosoo005 ©d Prave vrednosti funkcije =Fasa500000~ razlikuje le

za 0,002.

Najbolj nenavadno za to “izpeljavo” pa je, da so nasli med zapiski
15-letnega Carla Fridericha Gaussa iz leta 1792 naslednji zapis:

prastevila pod a (= oo) li'

a
Ce besedilo “prastevila pod @’ nadomestimo z ekvivalentno vrednostjo
m(a), znakla z Ina in (= oo) z besedilom za velike a, dobimo ravno

a .
m(a) % — za velike a,
Ina
z deljenjem z a pa obliko prastevilskega izreka, ki smo jo “izpeljali”.
Ocitno je mladostnik Gauss Ze razumel to lastnost prastevil, zaka] pa
je ni razvil in tudi ne dokazal, najverjetneje ne bomo nikoli izvedeli.

Drugi resni poskus, da bi ugotovil stevilo prastevil, manjsih od da-
nega naravnega stevila n, je s Studijem aritmeti¢ne funkcije m(n) naredil
francoski matematik Legendre leta 1808. Pri delu si je pomagal z Era-
tostenovim sitom. Kasneje so se s tem problemom moéno ukvarjali se
Cebisev, Riemann, Mertens in Sylvester. Sele leta 1896 sta prastevilski
izrek neodvisno dokazala Jacques Hadamard (1865-1963) in C. J. de la
Vallée Poussin (1866-1962). Pri tem sta uporabila Riemannovo zeta funk-
cijo in dosezke mnogih svojih predhodnikov v analiti¢éni teoriji stevil.

Dolgo ¢asa so bili matematiki prepri¢ani, da se pri dokazovanju tega
izreka ne da izogniti analitiénim metodam, zato je bil elementarni dokaz,
ki sta ga leta 1949 objavila P. Erdés in A. Selberg, prava senzacija. Alte
Selberg je bil zato nagrajen s Fieldsovo medaljo — nagrado, ki je po po-
membnosti enakovredna Nobelovi nagradi, Paul Erdos pa je dobil Coleovo
nagrado.

Gregor Pavlié





