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TRIANGULACIJE VECKOTNIKOV

Najprej na kratko opredelimo nekaj pojmov, ki jih bomo rabili v nadaljevanju.

Naj bodo Ay, Ag, ..., A, razli€éne totke dane ravnine.

Ve&kotnik z ogli¥&i A1, Az, ..., An je koncen del ravnine, ograjen s skle-
njeno &rto, sestavljeno iz daljic A1 Az, A2A3, ..., Ap_1A,, ApA7. Te daljice
imenujemo stranice veZkotnika in morajo ustrezati pogojema: .

a. Sosednji stranici, torej stranici s skupnim ogli¥€em, ne lefita na isti
premici.

b. Nesosednji stranici nimata skupnih tock.
Ce ima ve&kotnik n ogli¥&, mu re¥emo n-kotnik.

C
D
B
A
sedemkotnik trikotnik ABC, ki ni étirikotnik ABC D
Ag‘ AI. AZ
A lika na
> AZ levi in desni
nista
vetkotnika
Aq Az A A

Navedena definicija je nekoliko prilagojena potrebam tega sestavka. Tako
definirani veZkotnik se namre& v literaturi pogostoimenuje enostavni ravninski
veckotnik.

Stranice tvorijo rob vetkotnika, ostale toZke ve&kotnika pa njegovo no-
tranjost. VeZkotnik je konveksen ali izbo&en, &e so vsi njegovi notranji koti
izboZeni, torej manj%i od 180°.

Triangulacija vetkotnika A1Aj...Ap, je tako razkosanje tega veZkotnika
na trikotnike z ogli¥&i v to¥kah Aj, Az, ..., An, pri katerem poljubna dva
trikotnika bodisi nimata nobene skupne toZke bodisi imata skupno le ogli’&e
ali le stranico.
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Konveksni ve&kotnik trianguliramo zelo preprosto. Poljubno izbrano
ogli¥¥e zveZemo z vsemi ostalimi in konveksni veZkotnik tako razdelimo na
ustrezne trikotnike. S tnangulacijo nekonveksnega veZkotnika pa je ve& dela.

triangulacija sedemkotnika razkosanje petkotnika — ni triangulacija

lzberemo ogli¥€e takega veZkotnika, ob katerem je notranji kot ve&ji
od 180° (glej definicijo), in ga ozna&imo z A. Poglejmo iz A v notranjost
veZkotnika proti njegovemu robu. Opazimo vsaj eno ogli¥&e, saj bi v nasprot-
nem primeru iz A videli le eno stranico, kar pa ni mogo&e. Z diagonalo, ki
vefe A s tem ogli¥¢em, razdelimo veZkotnik na dva veZkotnika z manj&im
Stevilom stranic. Na podoben nacin se nato lotimo teh dveh veZkotnikov in
nadaljujemo z razkosavanjem, dokler ne pridemo do triangulacije.

Primer trianguliranja osemkotnika je prikazan na naslednji risbi

prvi korak trianguliranja ena od (dveh moZnih) triangulacij

Ve&kotnik ima lahko ve& tnangulacij, vse pa imajo enako trikotnikov.
Velja namreZ tale rezultat.

IZREK 1.Vsaka triangulacija n-kotnika ima natanko n-2 trikotnikov.

Dokaz bo s pomo&jo matematiZne indukcije zelo kratek.

Za trikotnik ni kaj dokazovati. Predpostavimo, da pridanem n > 3 izrek
velja za vsak k-kotnik, kjer je k < n.
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Ena od stranic poljubnega trikotnika iz triangulacije n-kotnika je njegova
diagonala, ki ga razdeli na p-kotnik in g-kotnik. Pri tem seveda velja

3<p<n 3<g<ninp+g=n+2

Po predpostavki imata triangulaciji p-kotnika in g-kotnika p—2 oziroma g—2
trikotnikov, zato je v triangulaciji n-kotnika

(p-2)+(9—-2)=p+qg—4=n-2

trikotnikov, prav to pa smo Zeleli dokazati.

Dobljeni rezulat nam omogoéa
dolo&iti vsoto notranjih kotov n-kot-
nika. Ta je namreZ enaka vsoti no-
tranjih kotov vseh trikotnikov iz tri-
angulacije n- kotnika, torej je enaka
(n —2)180°.

Povabimo zdaj bralca k nalo-
gam iz obravnavane snovi.

1. Koliko diagonal nastane pri triangulaciji n-kotnika?

2. Doka?i, da v vsaki triangulaciji vefkotnika z najmanj petimi stranicami
obstaja trikotnik, ki ima kveXjemu eno stranico na robu ve&kotnika.

3. Doka?i, da v vsaki triangulaciji n-kotnika, n > 3, obstajata vsaj dva
trikotnika, ki imata dve stranici na njegovem robu.

Pojem triangulacije lahko posplodimo na naslednji na&in.

Naj bo M koné&na podmnoZica tofk danega n-kotnika in najvsebuje vsa
njegova ogli¥€a Ay, Ag, ..., An. Tnangulacija z ogli¥&i v M je tako razkosanje
vetkotnika AjAs...A, na trikotnike z ogli3& v M, da je vsaka totka mnoZice
M ogli&&e vseh tistih trikotnikov iz razkosanja, ki to toZko vsebujejo.

&e mnoZice M ne navedemo, imenujemo pravkar definirano triangulacijo
posplodena triangulacija veZkotnika A1 Ay.. A,

Oglejmo si zdaj enega od nacinov, ki privede do triangulacije z ogli3&i v
M. Najprej trianguliramo veZkotnik AjA;...A,, kar e znamo storiti. Vsak
dobljeni trikotnik ima lahko to¢ke iz M Ze v svoji notranjosti in na stranicah.
Ce katera leZi znotraj trikotnika, jo poveZemo z njegovimi ogli¥&i z daljicami.
Enako storimo v novem razkosanju in tako nadaljujemo, dokler gre. Znotraj
dobljenih trikotnikov ni veE toZk iz M.
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Nastale trikotnike razkosamo takole: Vse toZke na eni stranici trikotnika
zve¥emo z daljicami z nasproti leZe&im ogli¥€em in po potrebi enako storimo
Ze s trikotnikoma, ki sta nastala ob drugih dveh stranicah trikotnika.

Kajlahko povemo o &tevilu trikotnikov posplosene triangulacije? Odgovor]|
daje naslednji izrek.

IZREK 2.Ce ima mnoZica M r to&k na robu n-kotnika in k tock v
njegovi notranjosti, je v poljubni triangulaciji z ogli%&i v M natanko r+2k—2
trikotnikov. Pri tem je seveda r > n.

Dokaz. Naj ima triangulacija z ogli¥& v M m trikotnikov. Potem je
vsota vseh njihovih notranjih kotov enaka m180°. Enako vsoto dobimo, &e
seftejemo notranje kote n-kotnika, polne kote ob to€kah iz M v notranjosti
n-kotnika in iztegnjene kote ob ostalih toZkah iz M na robu ve&kotnika. Torej

velja
m180° = (n — 2)180° + k360° + (r — n)180°
od koder sledi iskana enakost m = r + 2k — 2.
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Sklenimo prispevek z nalogami.

. Poi%i tako posplo¥eno triangulacijo trikotnika, da se v vsakem njenem

vozlid€u stikajo Stiri daljice triangulacije.

. Najima mnoZica M r toZk na robu danega n-kotnika in k to&k v njegovi

notranjosti. Koliko daljic, nastalih pri triangulaciji z ogli&&i v M, ne leZi

na robu n-kotnika? Pri tem $tejemo samo daljice, ki imajo samo kraji¥&a
v M.

. Ozna&imo s p 3Stevilo takih trikotnikov iz triangulacije z ogli¥&i v M, ki

imajo dve stranici na robu n-kotnika, n > 3. Potem je v tej triangulaciji
natanko p + 2k — 2 trikotnikov, ki nimajo nobene stranice na robu n-
kotnika, &e& k toZk iz M leZi v notranjosti n-kotnika. DokaZi.

Regitve nalog bodo v P-4.

Boris Lavri&





