MATEMATIKA

Marjan in oksitanski kriz

A 4
ALEKSANDER SIMONIC

V spomin Marjanu Jermanu.

- Marjan je med pocitnicami obiskal Francijo. Med
ogledom mesta Toulouse je v mestnem grbu opazil
geometrijski lik v obliki kriza (slika 1). To je bil
stirikraki oksitanski kriZ, imenovan po pokrajini

na jugozahodu Francije.

SLIKA 1.
Oksitanski kriz

Kot strasten ljubitelj geometrije je Marjan takoj
poiskal elegantno geometrijsko konstrukcijo oksitan-
skega kriza. Najprej je v kvadrat s stranico 1 vcrtal
Stiri polkroZnice in Stiri ¢etrtkroznice. 1z delov teh
kroznic je dobil kriz (slika 2), pri katerem so krajsi
loki izboceni in ne vboceni kakor na pravem oksitan-
skem kriZzu. Nato je svojo skico Se izpopolnil, tako
da je krajSe loke zamenjal z deli manjSih kroZnic, ki
se dotikajo simetrijske osi kriza v enem od njego-

SLIKA 2.
Marjanov poskus konstrukcije oksitanskega kriza

SLIKA 3.
Popravljena konstrukcija slike 2

vih ogliS¢ in potekajo skozi sosednje ogliSce (slika 3).
Tako je postal njegov kriz res zelo podoben pravemu
oksitanskemu krizu.
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Bralci Preseka bodo verjetno opazili, da je risanje
oksitanskega kriZza po tej konstrukciji odli¢na in ne
prezahtevna vaja za vse, ki se ucijo uporabe pro-
grama GeoGebra. Tistim bralcem Preseka, ki pozna-
jo osnove trigonometrije, pa lahko zastavimo Se ne-
koliko zahtevnejsi izziv.

Naloga. Za vsakega od krizev na sliki 2 in sliki 3
natanc¢no izracunajte njegovo plos$c¢ino.

ReSitev. Najprej bomo podali izpeljavo ploScine za
prvi kriz. Naj bo ABCD kvadrat s stranico |AB| = 1.
Oznac¢imo s pg, p1, p2 in p3 ploS¢ine pripadajocih
likov na sliki 4.

D E’ C

SLIKA 4.
Izpeljava ploscine kriza s slike 2

Naj bo P; ploScina kriza. Ni tezko videti, da potem
velja

" Py =4(p1+p2—2p3). 1)

V naslednjih treh odstavkih bomo izracunali pi, p2
in 2ps.

Zaradi simetri¢nosti konstrukcije velja p; + 2pg =
/8 in po + p1 = 1/4, od koder dobimo

1
Pr=5-%" )

V nadaljevanju bomo privzeli, da so vsi koti izra-
zeni v radianih. Oznac¢imo z E tisto presecisce kro-
Znic s polmeroma 1 in sredi§¢ema v C in D, ki leZi
v notranjosti kvadrata ABCD. Naj bo E’ pravokotna
projekcija tocke E na stranico CD. S tem je |DE| = 1
in [DE'l = 1/2. Plos¢ino p2 bomo dobili tako, da
bomo od ploscine kvadrata odsSteli plos¢ino ADEC
in ploscini kroznih izsekov ADE in ECB, torej

" p2=1-
1 y 2 2
5 (IDCI- [EE'| + |AD|* - LADE + |BC|* - ZECB).

Izracunajmo manjkajoce koli¢ine. Po Pitagorovem iz-
reku imamo
IDEJ* - |DE'?

- |EE| = 3

_ V3
=5
Ker je Se LZADE = /2 — ZEDE' = /2 — LZE'CE =
ZECB in ZEDE' = 1t/3, saj je ADEC enakostrani¢ni
trikotnik, sledi

e V3w
702—1—4—6- (4)

Oznacimo z F tisto preseciSce polkroznice nad AD
s kroznico polmera 1 in srediS¢em v B, ki leZi v notra-
njosti kvadrata ABCD. S tem je |AG| = |GD| = 1/2
in |[BF| = 1. Naj bosta F’ in F” pravokotni projek-
ciji toc¢ke F na stranici AD in AB. Podobno kot prej
bomo ploscino p3 dobili tako, da bomo od ploScine
kvadrata odsteli ploS¢ini AAFG in AABF ter plo-
§¢ini kroZnih izsekov FGD in CBF, torej

1 !
ps=1- (146l FF!
+ |AB|-|FF"| + |GD[? - ZFGD + |BC|?- LCBF).

Evklidov izrek |AF'| - |F'D| = |FF’ | za pravokotni tri-
kotnik ADAF zagotavlja

= |AF'| — |AF')> = |FF'|*.

1z

= 1 =|BF|* = |[FF"|* + |BF"|* = |AF'|* + (1 — |FF'|)*
sledi Se |AF'| = 2 |FF/| ter s tem

2 4

= |FF'|= 2, |FF'|=_.
FF| =, |FF"| =2 )

6
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Ker je pri cemer smo uporabili (3) and (5). Oznacimo z I ti-
sto presecisce kroznic s polmeroma 1 in srediS¢ema
v A in B, ki lezi v notranjosti kvadrata ABCD. Naj bo

[FF"|

= /FGD =2 -/FAD = 11 — 2 arctan

|[FF'| O srediSce kroZnice, katere kroZni lok podaja stra-
=TT — 2arctan 2, (6)  nico kriZza, torej |0O2I| = |O»F] ter premica skozi O»
T |FF”| T 4 in I je pravokotna na premico skozi O; in I. Tocka
ZCBF = ER arctan 1—FF| 2~ arctan 3 H naj bo pravokotna projekcija to¢ke F na stranico
O+1.
lImamo Plos¢ino p4 bomo dobili tako, da bomo od plo-
3m 1 4 Sc¢ine Stirikotnika O1102F z »ukrivljeno« stranico
" 2p3=1- %3 T arctan 2 + arctan EX ) O1F odsteli plosc¢ino kroznega izseka FO>I, torej

Po upoStevanju izrazov (2), (4) in (7) v (1) dobimo = 2p,4 = (|FH| + |021)) - |HI| + (|GO1| + |[FH]) - |01 H]|

11 4 2 2
. P1=27\/§+Tanarctaanélarctang. —[GF|"- ZO1GF — [O21[" - ZFO2l.

PloS¢ina prvega kriZa je tako pribliZzno 0.10406.
Sedaj bomo podali Se izpeljavo ploS¢ine za drugi

Izrac¢unajmo manjkajoce koli¢ine. Po (6) imamo

T s
kriz. Ozna¢imo s ps ploilino osencenega lika na ® £01GF = 5 LFGD = 5T 2arctan 2.
sliki 5, pri cemer sledimo tudi oznakam s slike 4. Po- _
tem bo ploscina kriZa P, na sliki 3 enaka 8p. Ker je
D= = (|[FH|—|0.1|)* + |HI|* = |02F|* = |01,
sledi

2 2
[FH” +HIF . 5

] Il =
1011 2 -|FH|

Po kosinusnem izreku za AFIO» imamo Se

2 2
= /FOyl = arccos | 1— M
2-10:1|
_ arccos 3 4V3
- 10
G ¢
Dobimo
SLIKAS. = Py =8py=27V3+ ~ — 46— 2arctan?2—
Izpeljava ploscine kriza s slike 3 2
2 _
4 (7 - 4\@) arccos 374\/?
Oznac¢imo z O; preseciSce polkroZnic nad strani- 10
cama AD in BC. S tem je Plosc¢ina drugega kriza je tako priblizno 0,08116.
« IGF|=|GOy| = £, |FH|= 1 pp|= L e
T T2 - 10’
1 3
H|=|FF'| - = = =
OuH] = |FF'| - 5 =

w

0’
4 L]
[HI| = |[EE"| - |FF"| = %—g, www.presek.si
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