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STEVILO RAZKOSANJ KONCNE MNOZICE

V neki druzini so $tirje otroci: Anton, Berta, Ciril in Darja. Zelo radi se seveda
igrajo. Nas pa zanima odgovor na vprasanje:
Na koliko razli¢nih nacinov se lahko igrajo po skupinah (tudi en sam
otrok Ze sestavija skupino)?
Med zavita oklepaja nastejmo, kateri otroci se lahko igrajo skupaj. Najprepro-
stej$a je moZnost, da se sploh ne razdelijo:

{ Anton, Berta, Ciril, Darja }

Kar na sedem razliénih naéinov se lahko igrajo v dveh skupinah:

{ Anton } { Berta, Ciril, Darja }

{ Berta } {Anton, Ciril, Darja }

{ Ciril } {Anton, Berta, Darja }
{ Darja} {Anton, Berta, Ciril }
{ Anton, Berta } { Ciril, Darja }

{ Anton, Ciril } { Berta, Darja }

{ Anton, Darja } { Berta, Ciril }

Na tri skupine se lahko razdelijo na Sest razliénih nacinov:
{ Antony  {Berta, Ciril } {Darja}
{ Anton}  {Berta, Darja} {Ciril }

{ Anton}  {Ciril, Darja } {Berta}
{ Ciril } {Anton, Berta} {Darja}
{ Berta), {Anton, Ciril } {Darja }

{ Berta} {Anton, Darja } {Ciril }

Stiri skupine s po enim otrokom so zadnja skrajna moZnost za razdelitev:

{ Anton} {Berta} {ciril} {Darja}

Primer nasih $tirih otrok bomo sedaj posplosili na poljubne konéne mnozice.
V ta namen se moramo dogovoriti, kako in kaj naprej.

Rekli bomo:

MnozZici sta si tuji, ¢e je njun presek prazna mnozica. Neprazne podmno-
Zice Ay, A3, ..., A, neprazne mnozice A tvorijo njeno razkosanje, e velja:

i) zapoljubna razlicna indeksa / in j sta si mnozici A; in A; tuji

i) unijamnozicA, A,, ..., A, je mnoZicaA.

Ista mnozica A ima v sploSnem veé razkosanj na dano 3tevilo podmnozic,
Stevilo razliénih razkosanj dane mnozice seveda raste s tevilom njenih ele-
mentov. Nas cilj je naslednji:
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Na koliko razliénih nac¢inov lahko mnozico A, ki §teje n elementov, razko-
samo na /m podmnozic?

Primer 1. Andrej, Boris in Cene so sicer dobri prijatelji, se pa vseeno pogosto
prepirajo, pri tem pa kdo od njih potegne z drugim ali pa tudi ne. Glede na to,
kdo je v prepiru s kom, so tele moZnosti (naSteti v zavitih oklepajih drzijo
skupaj):
1.V resnici se niso sporekli:  { Andrej, Boris, Cene }
2. Dvaprotienemu: { Andrej, Boris } {Cene}

{ Andrej, Cene } { Boris }

{ Boris, Cene } {Andrej }
3. Eden proti drugemu so na bojni nogi:
{ Andrej } { Boris } { Cene}

Bolj abstraktno povemo to takole:

Mnozico s tremi elementi lahko razkosamo na pet nainov na podmno-
Zice, in sicer: na en nac¢in na eno podmnozico, na tri nac¢ine na dve podmno-
Zici in na en nacin na tri podmnozice.

Bralec sam bo z lahkoto razkosal na podmnoZice mnozico z enim samim
elementom oziroma mnozico z dvema elementoma.

Stevilo vseh razkosanj mnozice z n elementi na m podmnozic oznagdimo
s simbolom S(n, m), §tevilo vseh razkosanj iste mnozice sploh pa s T(n).
Oéitno velja zveza:

T(n) =S(n, 1) +8(n,2) +...+8(n, n) (1)

Vsota se neha pri S(n, n), ker je S(n, m) = 0 za m > n. Hitro se vidi, da je
S(n,1)=1in8(n,n)=1.

Primer 2. 1z primera 1 razberemo: S(1, 1) = 1, §(2,1) =1, §(2, 2) =1,
§(3,1)=1,8(3,2)=3,8(3,3)=1,7(1) =1, T(2} =2, T(3}) = 5.

Z racunskega staliéa bo najvaznejSa povezava med Stevili S(n, m), to je
rekurzivna formula. Stevila S(n, m) se v matematiéni literaturi imenujejo
Stirlingova Stevila druge vrste, Stevila T(n) pa Bellova Stevila. Obstajajo tudi
Stirlingova 3tevila prve vrste, ki pa jih tu ne bomo obravnavali. Dokazimo
izrek 1. Stirlingova §tevila S(n, m) povezuje rekurzivna formula:

S(n+1,m) =m S(n, m) +S(n, m=1), m=2 (2)

Dokaz. Naj ima mnozZica B n elementov, mnozica A pa enega vec, recimo ag.
MnoZico A razkosamo v dveh korakih na m podmnozic. Najprej razkosamo
mnozico B na m podmnozic, kar je mogoce narediti na S(n, m) nadinov po
shemi
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Vsaki od teh podmnozic, ki so na shemi oznacene kar z zavitimi oklepaji, doda-
mo element ay. Na ta naéin dobimo m S(n, m) razkosanj mnozice A na m pod-
mnozic. S tem nismo dobili $e vseh razkosanj mnozZice A na m podmnozic.
Manjkajo $e tista, pri katerih je ena od nastopajocih podmnoZic { ag } .Do
teh razkosanj pridemo tako, da razkosamo mnozico 8 na m—1 podmnozic, kar
lahko naredimo na S(n, m—1) naéinov po shemi
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V zavite oklepaje za podpicji vstavimo element a,. S tem smo dobili $e preosta-
la razkosanja mnozice A na m podmnozic, torej S(n + 1, m) =m S(n, m) +
+S(n,m—1).

Zaradi rekurzivne formule, ki smo jo pravkar dokazali, lahko 35tevila
S(n, m) razvrstimo v trikotnik, ki ga bomo imenovali Stirlingov trikotnik druge
vrste. V prvem stolpcu in na hipotenuzi tega trikotnika so same enice, ostala
Stevila pa tvorimo po shemi:

S(n,m—1)+S(n, m).m=8n+1,m)

Zacetek tega neskonénega trikotnika, kateremu dodamo 3e Bellova Stevila, je
takle:
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n

1 1 1

2 1 1 2

3 1 3 1 5

4 1 7 6 1 15
5 1 15 25 10 1 52
6 1 31 90 65 15 1 203
7 1 63 301 350 140 21 1 877

Stirlingova $tevila druge vrste S{n, m) in Bellova §tevila T(n)

V nadaljevanju bomo posegli $e po Pascalovem trikotniku, o katerem je bilo v Preseku Ze
precej napisanega, Ce ga zapisemo v prejinjem stilu, dobimo:

m 0 1 2 3 B 5 6
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Pascalov trikotnik

Stevila v Pascalovem trikotniku se imenujejo binomski koeficienti, ker se pojavljajo kot
koeficienti v razvoju n—te potence binoma. Na krizis¢u n—te vrstice in m—tega stolpca
v Pascalovem trikotniku je binomski koeficient, ki ga oznatujemo s simbolom {:?] in bere-
mo “n nad m". Osnovni lastnosti binomskih koeficientov sta lastnosti simetriénosti in
Pascalova identiteta:

ny_(n n ny_(n+1

(m} {nml. { oAl )+ Iml { el ) (3)
Morda je bralec ze opazil, da na prvi vzporednici hipotenuze v Stirlingovem trikotniku
druge vrste lezijo trikotniska Stevila, o katerih je v Preseku tudi Ze bilo precej napisanega.
Dokazimo
trditev 1. Stevila na prvi vzporednici hipotenuze v Stirlingovem trikotniku druge vrste so
trikotniika stevila, dana s formulo

_n
Sln,n—1)= (2} (4)

zan=2,3,4,...
Dokaz. Formulo (4) dokazemo preprosto s popolno indukcijo. Zan = 2 je §(2, 1) =1in
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(:2!] = 1, torej formula drzi. Sedaj je na vrsti indukcijski korak. Privzemimo, da (4) drzi za
neko naravno &tevilo n > 2. Po formuli (2) dobimo:

Sln+1,n)=nSn,n) +Sln,n—1)=n+ Q) =D+ ()

Pascalova identiteta nam da konéno

S+ 1,m=("F")

kar je trditev (4) za §tevilo n + 1. Po principu popolne indukcije velja (4) za vsa naravna
Stevila, vedja od 2.

Naloga 1. Na podoben na¢in dokazite, da so 5tevila na drugi vzporednici hipotenuze v
Stirlingovem trikotniku druge vrste dana s formulo

Sin,n—2)=(3}1+3 () (5)

zan=3,4,5, ....

Naloga 2. Z nastavkom
Sln,n—3)=a () +b (g) + e (g)

zan = 4,5, 6, ... poskusite najte formulo za $tevila na tretji vzporednici hipotenuze v
Stirlingovem trikotniku druge vrste.

Na vpradanje, kako se izrazajo 5tevila S{n, m) v zakljuéeni obliki, odgovorimo brez
dokaza:

miS(n, m) =m" = () (m = )7+ () (m =27 + .+ (=)™ (™ ) (e)

Zanimivo je morda v zvezi s tem 3e tole: Stevilo m!S(n, m) je tevilo vseh surjektivnih
funkcij iz mnoZice z n elementi na mnozico z m elementi.

Bellova $tevila T(n) se izraZzajo $e bolj komplicirano, z neskonéno vrsto in s tevilom
ele=2,71828.):

eTin) =1"/11+27/21+ 37/31 + .., (7)

Pat pa lahko iz ze znanih $tevil T(1), T(2), T(3), ..., T{n) izratunamo naslednje stevilo
T{n + 1) po formuli:
Tlo+ 1) =1+ () T+ () T2+ ..+ (7) Tin) (8)

Aitken je na podlagi te formule in Pascalove identitete ugotovil, da Bellova tevila Ti(n)
lahko izraéunamo tudi s pomocjo trikotnika $tevil:

1
1 2

2 3 5

5 7 10 15

15 20 27 37 52
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V prvem stolpcu je nekaj zaéetnih znanih tevil T(n), katerim &isto na vrhu dodamo 3tevilo
1. Nadaljnja stevila tvorimo zelo preprosto: Stevilo v n + 1—vi vrstici in m + 1—vem stolpcu
je vsota Stevil v n—ti in n + 1—vi vrstici m—tega stolpca. Kakor je lepo razvidno, so v prvem
stolpcu in na hipotenuzi 3tevila T(n).

Prav za konec pa e tole: mnozica s tremi elementi se najverjetneje razkosa na dva de-
la, kar bi v vsakdanjem zivljenju lahko pojasnili kot ""sindrom treh’’; &e se namreé sporece-
jo tri osebe, bosta najverjetneje dve drzali skupaj proti tretji, kar se lepo vidi iz primera 1.

Marko Razpet

Opomba: Ste opazili sorodnost prebranega sestavka z nagradno nalogo (Marko
Petkoviek) v tretji Stevilki Preseka?
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