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TRI SKULPTUREFRANC SAVNIKMath. Subj. Class. (2000): 00A06, 51N20, 53A04Opi²emo matemati£ni pristop k oblikovanju treh skulptur, ki vklju£ujejo kon
eptMöbiusovega traku, tretja tudi idejo vozla.THREE SCULPTURESA mathemati
al approa
h to designing of three s
ulptures is des
ribed. All of themin
lude the idea of Möbius strip, the third one also the idea of a knot.Matemati£ni objekti so bili ve£krat predmet umetni²kih upodobitev.Med takimi, ki vklju£ujejo kon
epta Möbiusovega traku in vozla, so verjetnonajbolj znani lesorezi M. C. Es
herja in skulpture J. Robinsona. Pritegnejonas z nevsakdanjimi oblikami in s pritajenimi simetrijami; periodi£nost, kise spogleduje s slutnjo ve£nosti, jim daje nekak²no slovesno noto. NekaterihEs
herjevih mojstrovin se spominjamo z naslovni
 gimnazijskih Matemati£-nih beril pokojnega prof. dr. Fran
eta Kriºani£a, fotogra�je vseh Es
herjevihin Robinsonovih del pa lahko najdete na internetnih straneh [1℄ in [2℄.

Slika 1. Prva, druga in tretja skulpturaV umetnosti so znani primeri, ko so kak mikaven motiv upodabljali raz-li£ni avtorji. To velja tudi za matemati£ne skulpture. Tako dobimo na spletu
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Franc Savniks poizvedbo `s
ulpture & Moebius' ve£ kot 88 000 zadetkov. �eprav se jev tej zvezi uveljavil izraz matemati£na umetnost (`math art': 128 000 za-detkov), so prispevki, ki podrobneje pojasnjujejo matemati£no ozadje takihupodobitev, zelo redki. V sestavku opisujem matemati£ni pristop k obliko-vanju treh skulptur, ki vklju£ujejo idejo Möbiusovega traku, tretja pa tudiidejo vozla. 1. Prva skulpturaje zasnovana na ideji angle²kega kiparja Johna Robinsona. Pri izdelavi skulp-ture Eternity je uporabil 100 enakostrani£nih trikotnih plo²£, prevrtanih vteºi²£u. Plo²£e je nanizal na okrogel obro£ in vsako od njih zasuknil gledena prej²njo okoli teºi²£a za 1,2◦. Podrobnosti najdete v [2℄.Slika 2. Ploskev z ena£bo (1.2). Po kro-ºni
i K z ena£bo x

2
+ y

2
= a

2, z = 0, se gi-blje sredi²£e S enakostrani£nega trikotnika,ki leºi v normalni ravnini kroºni
e K. Tri-kotnik vrtimo v tej ravnini okoli S in ga prienem obhodu kroºni
e K zavrtimo za 120
◦.Kroºni
a K, po kateri se giblje trikotnikovoteºi²£e, je strºen dobljenega telesa. x

y

z

O

k

K

T
S

V matemati£nem modelu vzamemo namesto obro£a kroºni
o K, ki imasredi²£e O in polmer a. Postavimo jo v ravnino xy kartezi£nega koordina-tnega sistema Oxyz (slika 2). Naj bo S to£ka na tej kroºni
i. V ravnini,ki vsebuje os z in gre skozi S, je kroºni
a k s sredi²£em S in polmerom b.Po kroºni
i k enakomerno kroºi to£ka T (r(t)). �e se ravnina kroºni
e kenakomerno zavrti okoli osi z za tri polne kote in se medtem T enakomernozavrti okoli S za en polni kot, se T giblje po krivulji z ena£bo
r = f(t) =

(

(a+b cos t) cos 3t, (a+b cos t) sin 3t, b sin t
)

, t ∈ [0, 2π] . (1.1)To£ke r(t), r
(

t + 2π
3

) in r
(

t + 4π
3

) so ogli²£a enakostrani£nega trikotnika.Ko se t spreminja od 0 do 2π, strani
e teh trikotnikov opi²ejo ploskev zena£bo
r = f(t) + u

(

f
(

t + 2π
3

)

− f(t)
)

, t ∈ [0, 2π] , u ∈ [0, 1] . (1.2)82 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 3
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Tri skulptureKroºni
o K imenujemo strºen telesa, ki ga omejuje ta ploskev.Ena£bi (1.1) in (1.2) lahko posplo²imo tako, da veljata za vsak pravilni

n-kotnik. �e se ta pri enem obhodu kroºni
e K zasu£e okoli svojega sredi²£aza kot 2π
n
, se njegova ogli²£a gibljejo po krivulji z ena£bo

r = f(t) =
(

(a+b cos t) cos nt, (a+b cos t) sinnt, b sin t
)

, t ∈ [0, 2π] . (1.3)Strani
e takega n-kotnika opi²ejo ploskev z ena£bo
r = f(t) + u

(

f
(

t + 2π
n

)

− f(t)
)

, t ∈ [0, 2π] , u ∈ [0, 1] . (1.4)Pri n = 2 je (1.4) ena£ba Möbiusovega traku in (1.3) ena£ba njegovega roba.V tem primeru gre za sukanje izrojenega ve£kotnika in je v (1.4) pametnovzeti t ∈ [0, π]. 2. Druga skulptura

x
y

z

a

Slika 3a. Rob Möbiusovega traku razte-gnemo v smeri koordinatnih osi. Del do-bljene krivulje nato izbo£imo. �tevili kz in
∆f (t) iz (2.1) in (2.2) sta tukaj prilagojeniilustra
iji.

x

y

O-akx

Slika 3b. Pravokotni projek
iji krivulj(2.1) in (2.2) na ravnino z = 0. Pro-jek
ija krivulje r = g(t) nad intervalom
−

π

2
≤ t ≤

π

2
je narisana krepko.Za izdelavo njenega strºena uporabimo rob Möbiusovega traku. Rob naj-prej primerno raztegnemo vzdolº koordinatnih osi, tako da dobimo krivuljo

r = f(t) =
(

kx(a + b cos t) cos 2t, ky(a + b cos t) sin 2t, kzb sin t
)

,

t ∈
[

−π
2
, 3π

2

]

.
(2.1)
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Franc SavnikRazdelimo jo na dva loka. Vzemimo lok, ki ustreza vrednostim −π

2
≤ t ≤ π

2
,in ozna£imo z e(t) enotski vektor glavne normale loka v njegovi poljubnito£ki T (f(t)). To£ko T premaknimo za ∆f(t) = cos(t)|f ′(t)∆t|e(t), pri £e-mer je ∆t primerno izbran prirastek parametra. S faktorjem cos t doseºemo,da je premik najve£ji na sredini in najmanj²i na robovih intervala [−π

2
, π

2
].Ostanek krivulje (2.1) pustimo nespremenjen.Krivulja

r = g(t) =

{

f(t) + ∆f(t) za t ∈
[

−π
2
, π

2

]

f(t) za t ∈
[

π
2
, 3π

2

] , (2.2)je strºen skulpture.V nadaljevanju si pomagamo z diskretiza
ijo. Najprej nadomestimo str-ºen z njegovim pribliºkom, s sklenjeno lomljenko. Njena ogli²£a Pk leºijo nakrivulji (2.2). Dobimo jih pa tako, da vzamemo v (2.2) zapored vrednosti
t = 2kπ

n
− π

2
, k = 0, 1, 2, . . . , n; potem je res t ∈ [−π

2
, 3π

2
], to£ki P0 in Pn pasovpadata.

Pk rk

Slika 3
. Oblikovanje skulptures strºenom (2.2). Strºen nado-me²£a sklenjena lomljenka. Na-rejena je iz n dalji
 s kraji²£i nastrºenu.
k

rk

O

r0

rmax

rmin

8118 189135 216Slika 3d. Spreminjanje polmera rk pri drugi skulp-turi na sliki 1. Lomljenka vsebuje 216 dalji
. Pravo-kotnika na vznoºju in na vrhu skulpture sta v£rtanakroºni
i s polmerom r0.Sedaj v vsakem ogli²£u Pk postavimo ravnino, ki je pravokotna na te-tivo PkPk+1. V vsako ravnino postavimo kroºni
o s sredi²£em Pk in pol-merom rk. V£rtamo ji pravokotnik, ki ga v naslednji kroºni
i zasu£emookoli sredi²£a za kot 2π
n
. Velikost pravokotnikov lahko spreminjamo s pol-84 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 3
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Tri skulpturemerom rk, na primer takole:

rk = rA sin
(

4kπ
n

+ B
)

+ C , k = 0, 1, 2, . . . , n . (2.3)Tukaj so r, n, A, B in C primerno izbrane konstante, kot 4kπ
n

pa se prienem obhodu strºena spremeni za dva polna kota. Na sliki 3d vidimo, kakopolmer rk pri tem obhodu dvakrat doseºe svoji najve£ji vrednosti.3. Tretja skulpturaMedtem ko je strºen prve skulpture kroºni
a in je bil tudi pri drugi dokajpreprost, je z njim pri tretji nekoliko ve£ dela. Za za£etek vzemimo ravninskokrivuljo
r = f(t) = (sin 3t cos t, sin 3t sin t, 0) , t ∈

[

π
2
, 3π

2

]

, (3.1)ki jo kaºe slika 4a. �e naj jo preoblikujemo v strºen skulpture, moramonjene loke zviti v prostor. Ker je krivulja simetri£na glede na os y, bomostorili to najprej z lokoma AB in AC. Ena£bo loka AB dobimo tako, dav (3.1) vzamemo t ∈ [π
2
, 5π

6
].

x

y

z

O

1

A

B

C

Slika 4a. Triperesna detelji
a (trifolium)z ena£bo (3.1) in umetni²kim imenom tro-listna roºa (rosa trifolia).
x

y

z

O

1

A

B

B1

T

T1

S

Slika 4b. Lok AB zvijemo okrog osi y in stem dobimo lok AB1. To£ka B

�
−

√
3

2
,

1

2
, 0

�se preslika v B1

�
−

√
3

4
,

1

2
,−

3

4

�.Zavrtimo vsako to£ko T (f(t)) loka AB okoli osi y za kot t− π
2
v to£ko T1.Ozna£imo s(t) = (f(t) · j)j in s S(s(t)) pravokotno projek
ijo to£ke T na
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Franc Savnikos y (slika 4b). To£ki T in T1 leºita na kroºni
i s sredi²£em S, polmerom

ρ(t) = f(t) − s(t) in ena£bo
r(t) = s(t) + cos

(

t − π
2

)

ρ(t) + sin
(

t − π
2

)

ρ(t) × j .Ko t prete£e vse dovoljene vrednosti, dobimo lok AB1 z ena£bo
f1(t) = s(t) + sin(t)ρ(t) − cos(t)ρ(t) × j , t ∈

[

π
2
, 5π

6

]

. (3.2)Podobno lahko zvijemo okoli osi y � v nasprotno smer kot AB � ²e lok AC.Isti u£inek doseºemo, £e prezr
alimo lok AB1 £ez os y v lok AC1 z ena£bo
f2(t) =

(

−f1(t) · i, f1(t) · j,−f1(t) · k
)

, t ∈
[

π
2
, 5π

6

]

. (3.3)Lok AB1 nato prezr
alimo ²e £ez premi
o OB1 v lok C1B1 z ena£bo
f3(t) = 2(f1(t) · e)e − f1(t) , t ∈

[

π
2
, 5π

6

]

, (3.4)pri £emer je e enotski vektor osi −−→OB1.
x

y

z

O

A

B1

C1

1

P

Slika 4
. Lok AB1 prezr
alimo £ez os y vlok AC1 in £ez premi
o OB1 v B1C1. Zle-pek v to£ki C1 ni gladek. Lok AB1 je naodseku AP negativno, na odseku PB1 papozitivno zvit.
O

A

B2

C2

x1

y

z

R

Q

Slika 4d. �e vzamemo a = 1,24345655 inzanemarimo usmerjenost lokov AB2, AC2in C2B2, kot med lokoma v nobenem sti-£i²£u ne presega 10
−6 kotne stopinje. Nor-male na lok AB2 opisujejo njegovo zvijanje.Zlepek usmerjenih lokov AB1, AC1 in C1B1 je sklenjena krivulja, ki jokaºe slika 4
. V to£kah A in B1 je gladka, v to£ki C1 pa ne. Prva je skupniza£etek dveh lokov in njuni tangenti sta v sti£i²£u A nasprotno usmerjeni;86 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 3
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Tri skulpturepodobno se v B1 stikata kon
a lokov. To£ka C1 pa je za£etek enega in kone
drugega loka.Za strºen skulpture ºelimo pripraviti gladko krivuljo, zato v ena£bi (3.2)v obeh kotnih funk
ijah t nadomestimo z at. Poskus ni uspe²en: v to£ki Aostane si
er krivulja gladka za vsak a, vendar za nobeno vrednost a ni gladkav obeh preostalih stikih zlepka.Z nekaj sre£e najdemo faktor sin2 t, s katerim razbijemo monotonostizraza at: v obeh kotnih funk
ijah ena£be (3.2) nadomestimo t s funk
ijo

ϕ(t) = at sin2 t, kjer je a primerno izbrana konstanta. Dobimo lok AB2 zena£bo
g1(t) = s(t) + sin[ϕ(t)]ρ(t) − cos[ϕ(t)]ρ(t) × j , t ∈

[

π
2
, 5π

6

]

. (3.5)Prezr
alimo ga £ez os y v lok AC2 z ena£bo (3.6) in £ez premi
o OB2 v lok
C2B2 z ena£bo (3.7):

g2(t) =
(

−g1(t) · i, g1(t) · j,−g1(t) · k
)

, t ∈
[

π
2
, 5π

6

]

, (3.6)

g3(t) = 2(g1(t) · e)e − g1(t) , t ∈
[

π
2
, 5π

6

]

, (3.7)pri £emer je e enotski vektor osi −−→OB2.
x

y

z

O

1

A

B2

C2Slika 4e. Lok AB2 izbo£imo v smeri −−→OC2in v smeri aktualne glavne normale. Po-dobno izbo£imo lok AC2, lok B2C2 pa iz-bo£imo samo vzdolº −→

OA.
B2 C2

x

y

O 0.5

Slika 4f. Pravokotne projek
ije lokov r =

h3(t), r = h4

�
4π

3
− t

� in r = χ(t) na rav-nino z = 0. Projek
ija loka r = χ(t) jenarisana krepko.Znano je, da je predznak zvitosti krivulje r = f(t) dolo£en s predznakomprodukta f
′(t) · (f ′′(t) × f

′′′(t)). Ena£ba f
′

1
(t) · (f ′′

1
(t) × f

′′′

1
(t)) = 0 ima
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Franc Savnikna intervalu [

π
2
, 5π

6

] le en koren, ki mu na sliki 4
 ustreza to£ka P . Vnjej preide leva stran ena£be iz negativnih v pozitivne vrednosti. Ena£ba
g

′

1
(t) · (g′′

1
(t)× g

′′′

1
(t)) = 0 pa ima na intervalu [

π
2
, 5π

6

] natanko dva korena,ki jima na sliki 4d ustrezata to£ki Q in R. Med njima je leva stran ena£bepozitivna, si
er pa ne.Poskrbeti moramo ²e, da se loki strºena ne bodo sekali. Ozna£imo z
a, b, c zapored enotske vektorje smeri −→OA, −−→OB2, −−→OC2. Naj bo ∆t izbraniprirastek parametra, n1(t) in n2(t) pa naj bosta zapored smerna vektorjaglavne normale na krivulji (3.5) in (3.6). Sedaj vsako to£ko T (g1(t)) loka
AB2 premaknemo za

∆g1(t) = |g′

1
(t)|∆t(αc + βn1(t)) cos2 3t .S konstantama α in β uravnavamo izbo£enost loka. Ker je π

2
≤ t ≤ 5π

6
, sfaktorjem cos2 3t prepre£imo izbo£enje v kraji²£ih loka in ga pove£amo nanjegovi sredini.Podobno izbo£imo lok AC2 za ∆g2(t) = |g′

2
(t)|∆t(αb + βn2(t)) cos2 3t,lok B2C2 pa samo vzdolº −→

OA za ∆g3(t) = |g′

3
(t)|∆tγa cos2 3t, kjer je γizbrana konstanta. Zlepek dobljenih lokov je prikazan na sliki 4e.

P0

P120 P240

P360 P0

P120 P240

Slika 4g. Levo strºen, kot ga �vidi� Mathema-ti
a iz to£ke (0, 0, 10
5
). To£ke P0, P120 in P240ustrezajo sti£i²£em lokov (3.8) in leºijo v ravnini

z = 0. Desno pogled iz to£ke (10
5
, 0, 0). To£ke

P0, P120 in P240 leºijo v ravnini x = 0, zadnjidve se na sliki prekrivata. Slika 4h. Na strºen nanizamo 360skladnih pravokotnikov, vsakega naeno strani
o lomljenke. Vsak pravo-kotnik je glede na prej²njega zasukanokoli osi skozi svoje teºi²£e za kot 3π

360
,zadnji glede na prvega za 3π.Lok B2C2 krivulje na sliki 4e ima ena£bo

h3(t) = g3(t) + ∆g3(t) , t ∈
[

π
2
, 5π

6

]

,in ni simetri£en glede na os y. To hibo odpravimo, £e ga najprej prezr
alimo88 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 3
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Tri skulpture£ez os y v lok z ena£bo

h4(t) =
(

−h3(t) · i, h3(t) · j,−h3(t) · k
)

, t ∈
[

π
2
, 5π

6

]

.Krivulja
χ(t) = 1

2

(

h3(t) + h4(4π
3
− t)

)

, t ∈
[

π
2
, 5π

6

]

,je simetri£na glede na os y. Zlepek lokov
h1(t) = g1(t)+∆g1(t) , h2(t) = g2(t)+∆g2(t) in χ(t) , t ∈

[

π
2
, 5π

6

]

, (3.8)je ºe zelo podoben strºenu skulpture. Glede na njegovo konstruk
ijo je si-metri£en glede na os y, koti med tangentami v sti£i²£ih pa ne presegajo1,5 kotne sekunde. To£ke A, B2 in C2 tvorijo enakostrani£ni trikotnik sstrani
o √
3.Pri izdelovanju skulpture je ugodno, £e leºijo vrhovi trolistnega vozla vravnini xy. Zlepek (3.8) zato zasu£emo okoli osi y tako, da vsa tri sti£i²£alokov leºijo v ravnini z = 0.

a) b) 
)Slika 5. a) Preseki skulpture z ravninami z = kd, k = 1, . . . , 19; d je izbrana konstanta;b) preseki z ravninami x = kd, k = 1, . . . , 22; 
) grobo obdelana skulptura.Ker povr²je objekta ni podano z ena£bo, naredimo nivojni
e tako, da iz njegovegara£unalni²kega modela najprej izri²emo slike zelo tankih plasti, ki so med seboj oddaljenepribliºno za d. Sliko vsake plasti spremenimo s kakim risarskim programom v krivuljoin ji nato odstranimo dele, ki iz to£ke (0, 0, 10
5
) oziroma iz (10

5
, 0, 0) niso vidni. Izde-lamo ²ablone, ki imajo obliko vidnih delov nivojni
. Po ²ablonah v grobem obdelamo lesz nadmiznim rezkarjem. Vi²inska razdalja d med nivojni
ama je na obdelovan
u vi²inastopni
e med dvema nivojema. Simetri£nost skulpture glede na os y nam prihrani izdelo-vanje polovi
e ²ablon. Pre
ej lesa ostane pod previsi, zlasti zato, ker strojna obdelava vsmeri osi y ni moºna. Odstraniti ga je treba ro£no.V nadaljevanju nadomestimo zlepek lokov z lomljenko. Njena kraji²£adobimo tako, da v ena£bi vsakega loka vzamemo za t vrednosti t = π

2
+k π

3n
,
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Franc Savnik

k = 0, 1, 2, . . . , n; potem je res t ∈
[

π
2
, 5π

6

]. Nato jo primerno raztegnemov smeri koordinatnih osi. Tako dobimo za n = 120 sklenjeno lomljenko
P0P1P2 . . . P360, pri £emer to£ki P0 in P360 sovpadata. Nadaljnje oblikovanjepoteka podobno kot pri drugi skulpturi, le da so sedaj pravokotniki, ki jihnanizamo na strºen, med seboj skladni.J. Robinson je zapisal, da je model skulpture Immortality izdelal iz stotihvºigali£nih ²katli
 in iz bakrene 
evi, ki jo je �malo zvil na pravih mestih�.Drugi spet uporabljajo za oblikovanje takih teles spe
ializirano programskoopremo in z njo povezane 3D-tiskalnike, o £emer poro£a npr. £lanek [5℄.Zgodbo o izdelavi lesenega trolistnega vozla, podprto s programom v okoljuMathemati
a, najdemo v [6℄. V njej je strºen konstruiran �po to£kah� zmetodo poskusov in zmot, telo pa je zlepljeno iz 80 plasti. Pristop, ki gaopisujem v prispevku, se mi je zdel bolj ²porten in skulptura se da izdelatiiz enega samega kosa. A to sodi v drugo vrsto obrti.LITERATURA[1℄ The O�
ial M. C. Es
her Website, http://www.m
es
her.
om/.[2℄ Symboli
 S
ulpture, The Colle
ted Works of John Robinson,http://www.johnrobinson.
om/.[3℄ Mathemati
a, verzija 5.0, Wolfram Resear
h, Champaign, 2003.[4℄ Eri
 W. Weisstein, Rose, http://mathworld.wolfram.
om/Rose.html .[5℄ Carlo H. Séquin, Splitting Tori, Knots, and Moebius Bands,http://www.
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