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168 . Matematika

VSOTA GEOMETRIJSKE VRSTE —
PO GEOMETRIJSKO

Vzemimo pozitivno stevilo ¢, manjse od 1, kar lahko zapiSemo s simboli
takole: 0 < ¢ < 1. Njegov kvadrat, torej g2, je tudi tako stevilo, toda ta
hip je pomembneje, da je ¢*> < ¢q. Po mnozenju obeh strani neenakosti
g < 1 s pozitivnim g dobimo namreé neenakost ¢> < g < 1. Postopek
nadaljujemo in najdemo zaporedje potenc:

0<.. <cgPr zg®<c...cf @ <gel.

Zaporedje 1,q,q¢%,¢%, ... je geometrijsko, saj je v zaporedju koliénik po-
ljubnega ¢lena z njegovim predhodnikom enak g, torej stalen. Prvi ¢len
tega zaporedja je 1. Clene zaporedja upodobimo na stevilski premici, kot
prikazujeta sliki. Cim manjsi je ¢, tem hitreje se potence ¢" priblizujejo
nicli:

-9 q9-q¢ -4 )
; g : : :,, =5
0 ¢ ¢ ¢ q’ q- q 1
r—F o—=§ 1—q .
s :. I’ = g=ig
0 - g% q* q 1

Ocitno ¢leni zaporedja delijo interval [0, 1] na vedno krajse podinter-
vale, ¢e gledamo z desne proti levi strani tega intervala. Prvi podinterval
ima dolzino 1 — g, drugi g — ¢*> = q(1 — q), tretji ¢* — ¢ = ¢*(1 — ¢) in
tako naprej. Njihove dolzine sestavljajo zaporedje

1-q,9(1-q),¢*(1 - q),...
ki je tudi geometrijsko zaporedje s koliénikom g. Prvi ¢len je 1 —q. Velja:
0<...<q"(1-¢g)<...<¢(1—-q) <q(l—-¢q)<1—q.

Prvi podinterval z desne ima dolzino 1 — g, kar je manj od dolzine inter-
vala [0,1], ki je dolg 1. Prva dva podintervala skupaj merita (1 —¢q) +
+q(1—¢q) =1— g2 Prvi trije imajo skupno dolzino (1 —¢) + ¢(1 — q) +
+¢(1—q)=1—q+q—¢*+¢*—¢* = 1—¢3, po n korakih ugotovimo, da
meri skupna dolzina prvih n podintervalov 1 — ¢". Ce sestejemo po vrsti
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dolzine dovolj velikega Stevila zaporednih podintervalov, se stevilu 1 pri-
blizamo, kot le zelimo, saj potenca ¢" za dovolj velik n postane poljubno
majhna. To zapiSemo v obliki vsote, ki ima neskonéno mnogo ¢lenov:

(1-g)+q¢(l—q)+P(1—q)+...=1.

Tri pike (...) pomenijo, da se sestevanje ¢lenov nadaljuje v nedogled.
Vsota vseh dolzin delnih intervalov, na katere cleni zaporedja g, e
delijo interval [0,1], je seveda 1. Ce v zgornji vsoti izpostavimo vsem
¢lenom skupni faktor 1 — g, dobimo

l-g(l+g+@+¢+..)=1,
od koder dobimo vsoto geometrijske vrste:

1
1+¢+@C+g¢+...= —. (A)
1-g¢
Geometrijska vrsta ji pravimo zato, ker sestavljajo njeni ¢leni geometrijsko
zaporedje. Formula (A) je oéitno pravilna tudi za g = 0.
Primer:

1 1 1 1

1+§+§+§+...=1_%=2.

Kaj pa, ce je g negativen, toda po absolutni vrednosti manjsi od 17
Tedaj pisemo g = —r, kjer je 0 < r < 1. Geometrijsko vrsto preoblikujemo
takole:

149+ @ +@+¢*+...=1—-r+7 P +rt4 ... =
=1-r+r1-r)+r*1-7)+...
Izpostavimo faktor 1 — r in dobimo:
1+g+q +@ +¢" +ioo= (1 =)L+ +2 +20).

Vrsta 1 +r? + 1% + ... je geometrijska s koliénikom r? < 1, njeno vsoto
lahko izraéunamo s formulo (A):
1 1

1422 +rtt...= = )
R e S S S =

Tako smo nasli vsoto vrste:

1 1 1

(1—=r)(1+7) T 1+r 1—gq°

1+q+@+¢@+g¢*+...=(1—7)



170 Matematika — Resitve nalog

Formula (A) torej velja za vsako realno stevilo g, |¢] < 1.
Primer:
1 il 1 2

=5 =

1
- — e o —"
1+3 8

- _—
2 9% 28

Za |g| > 1 geometrijska vrsta nima vsote. Res:

Zag=1imamo 1+141+... Ko sestejemo prva dva élena, dobimo
vsoto 2, vsota prvih treh ¢lenov je 3 in tako naprej. Ce nadaljujemo,
o¢itno dobljena vsota s¢asoma preseze Se tako veliko pozitivno stevilo.

Zanimiv je primer ¢ = —1, ko imamo opravka z vrsto 1 — 141 — 1+
+ ... Tedaj je vsota prvih dveh ¢lenov 0, vsota prvih treh 1, prvih §tirih
spet 0 in tako naprej. Tako zaporedje nicel in enic se seveda ne priblizuje
nobenemu stevilu, cetudi sestejemo 8e tako veliko stevilo élenov.

Kaj pa, ce zdruzujemo po dva in dva ¢lena? Tedaj dobimo novo vrsto
A-D+0-1D)+1A-1)+...=04+0+0+... =0. Kaj je pravilno?
Izkaze se, da smemo ¢lene vrste vcasih zdruzevati, véasih pa ne. Slednji
primer je tak, ko tega ne smemo.

V izpeljavi smo zdruzevali élene: 1 —r4r2 —pd4ptyp. . =
=(1—=r)+7r*(1l—7r)+r*(1l—7r)+... Vtem primeru smo to storili upra-
viceno.

V primeru |g| > 1 potence ¢" postanejo z rastoéim eksponentom n po
absolutni vrednosti vedno vecje, torej geometrijska vrsta tudi tedaj nima
vsote.
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