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O TANGENSU, VSOTAH POTENC, EULERJEVIH IN
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Eulerjeva stevila so definirana preko alternirajo¢ih permutacij, Bernoullijeva stevila pa
se enostavno izrazajo z Eulerjevimi stevili z lihim indeksom. V ¢lanku si ogledamo nekatere
uporabe teh stevil. Pojavljajo se namrec¢ v razvoju tangensa in sekansa v poten¢no vrsto,
v formuli za vsoto potenc prvih nekaj naravnih §tevil in v vrednostih funkcije zeta.

ON TANGENT FUNCTION, SUMS OF POWERS, EULER AND
BERNOULLI NUMBERS

We define Euler numbers via alternating permutations, and Bernoulli numbers as
rational multiples of Euler numbers with an odd index. In this paper, we study some
applications of these numbers. They appear as coefficients in the power series expansion
of the tangent and secant functions, in the formula for the sum of powers of the first few
integers, and in values of the zeta function.

Uvod: trigonometriéne funkcije kot potencne vrste

Predstavljajmo si, da ne vemo ni¢ o trigonometriji, vemo pa dovolj o po-
tencnih vrstah oblike > ) a,x™, da jih znamo med seboj sestevati, mnoziti
in ¢lenoma odvajati:

o oo o
Z anx’ + Z b = Z(an + by,)z"
n=0 n=0 n=0
[sestevanje istoleznih koeficientov] (1)

o0 n

0 o0
E apx™ | - E bz | = E apbn_p | "
n=0 n=0 0

n=0 \k=
[konvolucijsko mnozenje] (2)

o0

oo / o
g ap,z" | = E na,z" "t = g (n+ Dapyi2"
n=0 n=1

n=0
[odvajanje po ¢lenih] (3)
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Tu so a, koeficienti iz nekega obsega s karakteristiko 0, obi¢ajno R ali C.
Pri tem lahko na potencne vrste gledamo kot na dejanske funkcije (se pravi:
x, ki je po absolutni vrednosti manjsi od konvergencénega polmera, se pre-
slika v limito delnih vsot; v tem primeru so (1)—(3) Stevilske enakosti, ki
veljajo na nekem obmocju) bodisi kot na formalne potenc¢ne vrste (se pravi:
Yool panx™ je samo drug zapis za zaporedje (an)i,; v tem primeru so
zgornje enakosti definicije operacij). Prvi nacin je obic¢ajen v analizi, drugi
pa v kombinatoriki, obe gledis¢i pa imata svoje prednosti in slabosti. Za
vecino snovi, ki sledi, lahko ra¢une formalno utemeljimo bodisi na en bo-
disi na drug nacin. V nadaljevanju se v podrobnosti ne bomo spuscali in
bomo mirno sestevali, mnozili in odvajali vse poten¢ne vrste. Omenimo
Se, da konvolucijsko mnozenje uporabljamo tudi za mnozenje polinomov:
na primer, koeficient pri 23 produkta polinomov ag + ajz + - - + a,z™ in
bo + b1z + - -+ + bypx™ je vsota agbs + a1bs + a2b1 + asby.
Najpomembnejsa potenc¢na vrsta je eksponentna funkcija:

X n 2 3 4
. x x x
e E o +x+ 5 + 6 + Y + ;
n=0
tu je n!l = 1-2.--n (preberemo: n fakulteta) in 0! = 1. Eksponentna

funkcija ima lepo lastnost, da je njen odvod enak funkciji sami: res, e je
anp =1/nl je (n+1Dapy1 = n+1)/(n+ 1) =1/n! = ay.

S pomocjo eksponentne funkcije zlahka definiramo sinus, kosinus, tan-
gens in sekans:

. 611‘ _ e—Z.'L’ elﬂ? _'_ 6—133
sinz = - cosT =
24
sinx
tgx = secx = .
cos T cos T
Seveda je tu 2 = —1. Pripomnimo, da kotangens in kosekans nista defi-

nirana v tocki 0 in ju zato ne moremo razviti v potenéno vrsto okoli 0 (v
jeziku formalnih potenénih vrst bi rekli, da sin x nima inverza za mnozenje).

Za sode n velja (ix)" = (—iz)" = (=1)"/2z", za lihe n pa (iz)* =
—(—iz)" = (—=1)"=D/2iz" | zato hitro izpeljemo

00
x2n+1 3 5

A xr
: — —1)" - p— 2 - ..
SHE nz:%( Ve % i
& 2n 2 4
A xr X
cos e nz_;)( "G > T

Marsikatero dejstvo o trigonometriénih funkcijah sledi neposredno iz de-
finicije (na primer sin’z = cosz, cos’x = —sinz, cos?x + sin’z = 1). V
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razdelku Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in funkcija zeta bomo uporabili
tudi nekaj lastnosti trigonometri¢nih funkcij, ki ne sledijo na oc¢iten nacin
iz zgornjih razvojev. Pripomnimo, da ¢e na sinus in kosinus gledamo kot na
funkciji, sta njuna konvergenéna polmera oo, torej vrsti konvergirata za vsa
realna oziroma kompleksna Stevila z.

Tri naloge

Videli smo, da imata sinus in kosinus enostaven razvoj v vrsto. Kaj pa
tangens in sekans? ZapiSimo

[e.e]
tgx = Z anz”.
n=0

) (5)

Ker je po definiciji

0 r2n
cosz -tgx = (Z(—l)" an)!

n=0
2 4
z T 9
= <1—2+24—---> (a0 + a1z + agz® + - --)
=ag+az+ (a3 — Q)2 + (a5 — Y4)2’ + (as — @ + D)z + - -
1’3 x5
:smx:x—g—km—“',

lahko izra¢unamo nekaj zacetnih ¢lenov: ag = 0, a1 = 1, ag = 0, az =
1/2—-1/6 =1/3, as = 0 itd. Tako dobimo

. N z3 N 225 N 1727 N 622° N 13821 N 21844213 N 92956915 N

& 3 15 315 2835 155925 6081075 638512875

in podobno

secCr — oS T =
14 acj N 57:34 N 6120 N 2778 N 50521210 N 540553212 N 19936098114 N
2 24 720 8064 = 3628800 @ 95800320 = 87178291200

Takoj vidimo, da ima razvoj tangensa same lihe potence, sekansa pa
same sode (to ni presenetljivo, saj je tangens liha funkcija, sekans pa soda).
Ni pa ocitno, kako bi izrazili posamezne ¢lene v razvoju obeh funkcij. Lahko
morda najdemo formulo za n-ti ¢len? Izkaze se, da preproste formule ni,
obstaja pa lepa kombinatori¢na interpretacija koeficientov: to se pravi, ko-
eficiente lahko izrazimo preko moci dolo¢enih mnozic.
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Naloga 1. Poisci formulo za koeficiente v razvoju tangensa in
sekansa v vrsto.

Nalogo bomo regili v razdelku Alternirajo¢e permutacije in Eulerjeva Stevila.

Druga naloga je na videz povsem nepovezana s prvo. Verjetno vsi po-
znamo zgodbo o Carlu Friedrichu Gaussu (1777-1855), ki je kot otrok prese-
netil svojega ucitelja, ko je izredno hitro sestel §tevila od 1 do 100 in ga tako
prikrajsal za okrepcilen dremez med poukom. Gauss naj bi opazil, da lahko
najprej sestejemo 1 in 100, potem 2 in 99, potem 3 in 98 itd. V vsakem
primeru dobimo 101, vsot je 50, zato je skupna vsota 50 - 101 = 5050. Za
splosen n se podobno ali pa z indukcijo lahko dokaze dobro znana formula

n

L) Ty Ty Ty
7=1

Prav tako se z indukcijo lahko dokazejo podobne vsote

n
) n(n+1)2n+1 n® n? n
S L @iyt et
6 3 2 6
j=1
n 2 2 4 3 2
. n“(n+1 n n n
D A Gt L
4 4 2 4
7=1
Zn:_4 B n(n+1)(2n+1)(3n2+3n71)_n5+n4+n3 n
Tt 30 T5 273730

Videti je, da je vsota Z?Zl 4% polinom v spremenljivki n, ki se vedno

zacéne s clenoma n**+1/(k+1)+nk /2, ni pa o¢itno, kaj bi bili naslednji ¢leni.

Naloga 2. Poisci formulo za vsoto k-tih potenc naravnih stevil od
1 do n.

Nalogo bomo resili v razdelku Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in vsote
potenc.

Tretja naloga je nekoliko podobna drugi: tokrat nas zanimajo vsote
negativnih potenc wseh naravnih Stevil od 1 naprej. Iz osnovne analize
vemo, da harmonic¢na vrsta

oo
>
=17

divergira, medtem ko vrste

1
25

Jj=1
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konvergirajo za vse n > 1. Zelo znana je prelepa formula
o T o
=0

velja pa tudi

<1 4
<1 76
2 =
ii _m
jzljS ©9450°

2n

Domnevamo lahko, da za Zj; 72" vselej dobimo zmnozek §tevila 72"

in nekega racionalnega Stevila.

Naloga 3. Poisci vsoto sodih negativnih potenc naravnih stevil.

Nalogo bomo resili v razdelku Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in funkcija
zeta.

Izkaze se, da lahko resitve vseh treh nalog izrazimo preko FEulerjevih
Stevil ali z njimi tesno povezanih Bernoullijevih Stevil, ki jih bomo definirali
v naslednjem razdelku.

Alternirajoce permutacije in Eulerjeva sStevila

Permutacija velikosti n je zapis Stevil 1,...,n v nekem vrstnem redu. Pri-
meri permutacij so tako [1,2,3], [4,1,3,2], [9,8,1,2,5,7,10,6,3,4]. Obi-
¢ajno to zapiSsemo brez oklepajev in vejic (Stevila nad 10 v tem primeru
damo v oklepaj), torej 123, 4132 in 981257(10)634. Vseh permutacij veliko-
sti n je n!; za n = 3 so to 123, 132, 213, 231, 312 in 321.

Permutacija @ = w1 ...7m, je alternirajoca, Ce velja m > w9 < wg >
74 < ... Stevilo vseh alternirajoc¢ih permutacij velikosti n oznacimo z E,,
in imenujemo Eulerjevo $tevilo (tudi Eulerjevo cikcak Stevilo). Velja Ey = 1
(prazna permutacija je na prazno alternirajoca), 4 = 1 (edina permutacija
velikosti 1 je prav tako na prazno alternirajoca), Eo = 1 (edina alternirajoca
permutacija velikosti 2 je 21), F3 = 2 (alternirajoc¢i permutaciji velikosti 3
sta 213 in 312), z ra¢unalnikom lahko hitro preverimo 8e E4 = 5, F5 = 16,
FEg =61, By =272 itd.
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Eulerjeva stevila se imenujejo po Svicarskem matematiku Leonhardu Eu-
lerju (1707-1783). Pripomnimo $e, da obstajajo tudi eulerska Stevila, ki tudi
Stejejo permutacije z neko lastnostjo.

Za Eulerjeva stevila ni znana nobena enostavna formula; brez dokaza
povejmo, da se lahko izra¢unajo preko dvojne vsote

n+l k
E, = — ntl iz ( ) kj 2j)n+1(2l) kk—

k=1 5=0

kjer je i = —1.

Eulerjeva stevila se lahko izra¢unajo tudi preko precej lepse rekurzivne
formule (lema 1), s pomocjo katere lahko dokazemo na$ glavni izrek (izrek
2). Ta izrek resi nalogo 1, hkrati pa bo osnova za reSevanje nalog 2 in 3.

Lema 1. Zan > 1 velja

- n
2Eni1=) <k> ExEn-.

k=0

Dokaz. Ce velja w1 < mp > w3 < w4 > ..., re¢emo, da je permutacija m =
m ... T, obratno alternirajoc¢a. Obratno alternirajo¢i permutaciji velikosti 3
sta tako 231 in 132. Enostavno je videti, da je alternirajocih in obratno alter-
nirajoc¢ih permutacij velikosti n enako mnogo: permutacija 7 = 71 ..., je
alternirajoc¢a natanko tedaj, ko je njen obrat 7’ = (n+1—m1,...,n+1—m,)
obratno alternirajoca permutacija. Z drugimi besedami, 2F,, 1 Steje stevilo
vseh permutacij velikosti n + 1, ki so bodisi alternirajoc¢e bodisi obratno
alternirajoce.

Po drugi strani pa desna stran steje vse trojice (S, o, 7), kjer S oznacuje
podmnozico mnozice {1,...,n} velikosti k, o obratno alternirajo¢o permu-
tacijo velikosti k, 7 pa obratno alternirajoco permutacijo velikosti n — k.
1z take trojice lahko skonstruiramo alternirajoco ali obratno alternirajoco
permutacijo 7 velikosti n 4+ 1 takole. Na mesto k& + 1 postavimo n + 1; na
mesta k, k—1,...,1 postavimo §tevila iz S, urejena, kot dolo¢a o, na mesta
kE+2,k+3,...,n+1pastevilaiz {1,...,n}\ S, urejena, kot doloca 7. Z
drugimi besedami, ¢e je S = {iy,...,ix} in {1,....,n}\ S ={j1,.- -, Jn-t},
kjer je i1 < i9 < ... < ig in j1 < jo < ... < jn—k, potem je

™= (Zcrk7-"72crz>zolan+ 1’-77'1’]7'2""’-]7'7171@)'

Za n = 8 in trojico ({1, 5,8}, 132,25341) dobimo denimo 581937462.
Lahko je preveriti, da je 7 alternirajoca (Ce je k sodo Stevilo) oziroma
obratno alternirajoca (¢e je k liho stevilo) in da je naSa preslikava med

permutacijami in trojicami zgornje oblike bijektivna. Recimo, alternirajoca
permutacija 826174935 je slika trojice ({1,2,4,6,7,8},351426,12). "
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Izrek 2. Velja
Ny )
tgx +secx = E 2

nl
i

Dokaz. Pisimo F(z) = tgx + secx = 512 Potem je F(0) = 1 in

cosxT

2 (x) = 20082x+ (1+sinz)sinx _ 24 2sinz

cos? z cos? x

1 2si 102 2
_ 1+ smx—i—s;n T+ cos®x :F2(x)+1.
cos* T

Trdimo, da isti diferencialni enacbi zadoséa tudi desna stran G(z) =
Yoo %x" Ker je By = 1, je res G(0) = 1. Za vsak n > 1 pa je ko-
eficient pri 2" v 2G’(z) enak 2(n + 1) (grﬁ, = QE;!“, koeficient pri " v
G?(x) + 1 pa po konvolucijskem pravilu

" E, E,_ 1 «— /n
ek o o EvE,_p.
Kl (n— k)l n!z(k) W=k
k=0 k=0

Po lemi 1 sta ta dva izraza enaka. Koeficient pri 2° v 2G’(z) je 2E1 = 2, v
G*x)+1pa E2+1=2.

Ni tezko videti, da ¢e dve potencni vrsti obe ustrezata isti diferencialni
enachi in se ujemata v tocki 0, sledi, da morata biti enaki. m

Razvoj tangensa je potem lihi del, sekansa pa sodi del razvoja iz izreka
2. Zato dobimo

x2n+1 2n

[e.9] o0
. x
tgx = Z Eonta 2n+ 1) in secx = ZE%i(Qn)!'

n=0 n=0

Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in vsote potenc
Bernoullijeva stevila By, ki se imenujejo po Svicarskem matematiku Jakobu

Bernoulliju (1654-1705), so tesno povezana z Eulerjevimi $tevili z lihimi
indeksi. Definirana so takole:

1 . n=0
% o n=1
B, = 0 : n>1 liho
—1)ztnE,_
(=127 nEna n > 1 sodo
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Tako je denimo
(-1)%-2-1 1

By=-~+—_— =_.
2T 222 -1) 6
Zaporedje Bernoullijevih Stevil se zacne
1 1 1 5 691 v 3617

11
1.2 20— 0. —.0.——. 0. —. 0. — 0. -
7276707 30707 42707 30707 66707 27307076707 5107 Y
43867 0 174611
798 7 330 7

Bernoullijeva Stevila se prav tako pojavijo v razvoju neke pomembne
funkcije v potencno vrsto (lema 3). Za motivacijo poskusimo s pomocjo
rodovnih funkcij resiti nalogo 2, torej izra¢unati 2?21 G*.

Oznacimo z G, (z) (eksponentno) rodovno funkcijo vsot > %, 4% po vseh
k, torej

n

[e.e] I’k
Gulw) =3 | 229" | G
=1

k=0

7 zamenjavo vrstnega reda seStevanja dobimo
— — J
-3 (S0 ) -
j=1 \k=0 j=1

To je kon¢éna geometrijska vrsta, ki jo seveda znamo sesSteti:

Gn(z) =¢€"- =

et —1 e — 1 T

s enT_q oy -~ .. « et
Funkcijo znamo razvitl v vrsto; ce razvijemo v vrsto se —7—,

konvolucijsko formulo dobimo formulo za iskano vsoto.

S

Lema 3. Velja

ze® B, ,
et —1 Fm
n=0
Dokaz. Lahko je videti, da ima funkcija jejl razvoj v potencno vrsto, torej

xe® > z"
e —1 - Z anﬁ
n=0
za neko zaporedje (ay)52 . Nas cilj je dokazati, da je a,, = By,.
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O tangensu, vsotah potenc, Eulerjevih in Bernoullijevih Stevilih

Ker se 2"(2" — 1) B, izraza na preprostejsi nacin preko Eulerjevih stevil
kot B, izra¢unajmo rodovno funkcijo za 2"(2" — 1)a,. Ce zamenjamo z z

2z, dobimo
2ze? N
2z = Z 2%an 1’
e —1 n!
n=0

zato je

2ze% ze” o=, x"
e2r—1 ev—1 ;(2 a 1)anﬁ'

Ce ponovno zamenjamo x z 2x, dobimo

4xet® 27e% N o ren ™
T = 2%2 (2" = Dan—.
n=

V definiciji Bernoullijevih $tevil s sodimi indeksi nastopajo Eulerjeva stevila
z za 1 manj$im indeksom. Zato obe strani zadnje enakosti odvajajmo; nato
Se odstejmo 1. Na levi z nekaj rac¢unanja dobimo

I

4ret” 22e2% 1\’ . 4e?*y 4+ et — 1
edr 1 2 _ 1 o (€22 4 1)

na desni pa

xn—l

oo
n n
n=1
Naredimo 8e nekaj ra¢unov s funkcijo

$2n+1

o
tgor = Z E2n+1m-

n=0
Najprej obe strani odvajajmo in pomnozimo z x:
o0
T Z 5 x2n+1
— = 2n+1 75 Ny -
cos? x " (2n)!

n=0

Sedaj zadnji enakosti seStejmo in zamenjajmo trigonometri¢ne funkcije z
njihovimi definicijami:

dx 6ix o e—ix & :L,2n+1
, - A — = 2 2)E P SE——
(e + e~ix)2 * i(ei® 4 e~iT) nz;)( n+2) B (2n+1)!
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Zamenjamo x z tx in pomnozimo z —i:

Ar 6 —e T x2n+1
= "(2 2)E —_
(e* + e—f"’)2 et +e " Z n+2) B (2n+ 1)V
tu smo na desni upostevali —i-i?"+1 = —i?2"+2 = —(—1)"+! = (—~1)". Lahko

je videti, da se leva stran spet poenostavi v

4eTy 4+ et — ]

(27 + 1)
1z tega sledi, da je
> 1 o0 . 201
—1+ ; (2" — 1)anm = 7;)(—1) (2n + 2)E2n+1m.

Koeficienta na levi in desni strani pri 20 sta —1 + 2a; in 0, torej je aq

1/2 = By. Koeficienta pri 22", n > 1, sta 22771227 — 1)ay,,1/(2n)! i

0, torej je agni1 = 0 = Bayy1 za n > 1. Koeficienta pri 2271 n >
sta 227(22" — 1D)ag, /(2n — 1)! in (=1)""12nEs,_1/(2n — 1)!, torej je az,
(=)t 12nEy, 1/(227(2%" — 1)) = Ba,. Ker je tudi ag = lim,_,o ze®/(e*

1) =1 = By, smo dokazali, da je a,, = B,, za vse n > 0.

Pripomnimo, da se v literaturi vcasih vzame By = —1/2 namesto B
1/2. V tem primeru je > 7 Bpa™/nl = 25 —x = 55,

Sedaj lahko resimo tudi nalogo 2.

Izrek 4 (Faulhaberjeva formula). Za naravni Stevili n in k velja

n k
1 k+1
ko k+1-1
- B
;j k+1z< l ) o

_ kL ok [k/2] (71)z+1(21 1)E2z .
k+1 2 & 22220 — 1)

k+1-21

Dokaz. Dokazali smo zZe, da je

i N W ze® e —1
- N B z
k=0 \j=1

e = |
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torej moramo poiskati koeﬁcient pri na desni strani Po izreku 3 znamo

razviti v vrsto funkcijo %
mnozenje zato da

B
Z”EM

Koeficient pri z* na obeh straneh je tako

k
il Zy 0t 1 TS ; ( )Blnk+1l’

iz Cesar sledi izrek. n

557, ocitno je S——= = "7 k, , konvolucijsko

||
bl
L[]e
RN
|
=|
=
+| %
ol I
|
~—

ol

Prvih nekaj ¢lenov Faulhaberjeve formule je

n
> "=
j=1

nt +n—k+ () 1nk’1— (5) 'znk*3+ (5) - 16nk*5_wnk77

k+1' 2 ' 4.3 16 - 15 64 - 63 256 - 255 o

Za vsak fiksen k so binomski koeficienti v Stevcu prej ali slej enaki 0, tako
da za vsoto res dobimo polinom v n stopnje k + 1.

Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in funkcija zeta

Ena od uporab rodovnih funkcij je, da lahko z njimi izra¢unamo asimptotiko
¢lenov zaporedja. Naj bo f(z) funkcija, holomorfna (analiticna) v okolici
tocke 0, s Taylorjevim razvojem f(z) = > 2 ;a,z". Denimo, da ima f(z)
pol v tocki zp in da je to edina singularnost v krogu s srediS¢em v 0 in s
polmerom |zg| + € za neki € > 0. Z drugimi besedami, obstaja tak najmanjsi
r (ki mu recemo stopnja pola), da ima funkcija f(z)(z — 29)" odpravljivo
singularnost v zg, konvergencni radij Taylorjeve vrste te funkcije v tocki 0
pa je strogo vecji od |zp|. Potem ni tezko videti, da je dober priblizek za
koeficient a,, izraz

(_1)7”077,”7’—1

bn - 4(7._ 1)'Zn+r Y

(4)

kjer je
c—p = lim f(2)(z — 20)".

Z—20
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Dokaz bomo izpustili, glej na primer [3, Theorem 5.2.1]. Se vee, velja
lim |a, — by| - |20]" =0, (5)
n—oo

torej da razlika med a,, in b, raste pocasneje kot (1/|z9|)", ko gre n proti
neskonc¢no.

Oglejmo si, kaj nam formula (4) da za funkcijo f(z) = tgz + secz =
1+;s”;‘z. Slngularnostl funkcije z so nicle cosz, v katerih je sinz # —1.
Edina kompleksna stevila, ki ustrezajo tema pogojema, so z = w/2+ 2k za
k € Z. Singularnost, najblizja izhodisc¢u, je tako /2, v tej tocki ima f(z)
pol stopnje r =1,

e — lm (1+sinz)(z—m/2) lim (z—7/2) cos 2 + (1 +sinz) Y
z—m/2 Cosz z—m/2 —simz

kjer smo uporabili 'Hopitalovo pravilo. Dobimo priblizek za koeficiente
f(2), ki jih poznamo iz izreka 2:

E, (_1)1(_2)n0 - on+2

—_— Y =
n! 0!(m/2)n+1 antl
oziroma
on+2,1
E, ~ ———.
7-rn—f—l
Primerjajmo obe strani za n =0,...,10:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
En 1 1 1 2 5 16 61 272 1385 7936 50521
2:’:i1“ 1,27 | 0,81 | 1,03 | 1,97 | 5,019 | 15,98 | 61,03 | 271,96 | 1385,07 | 7935,86 | 50521,28.

Vidimo, da je priblizek zelo dober, ¢eprav ni res, kot bi morda kdo sklepal
iz teh primerov, da je E,, kar n:il!, zaokrozeno na najblizje celo Stevilo:
razlike med pravo in priblizno vrednostjo rastejo, koli¢niki pa konvergirajo
proti 1.

Dobimo lahko tudi boljsi priblizek: razlika f(z) — Zf;l/Q = f(2) — z%7r2/2
ima odpravljivo singularnost v tocki /2, tako da je zanjo —37/2 singular-
nost, najblizja izhodis¢u. Spet velja

1= lim <f(z)+

z——3m/2

) (z437/2) = lim f( )(z+37/2) = —2.

z——3 7T

2
z—7/2

Tako lahko odstejemo se funkcije —2(z + 37/2)7%, —2(2 — 57/2) 7L, —2(2 +
77/2)~1 itd. in dobivamo boljse in boljse priblizke za koeficiente f(z). S
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pomocjo (5) je lahko dokazati, da konvergirajo proti koeficientom f(z). Z
drugimi besedami, dobili smo

E, 2 2 2 2 2

nl (m/2)nt1 + (=3m/2)nt+1 + (57 /2)n+1 + (=7m/2)n+1 + (97 /2)n+1 o

To je posebno zanimivo, ¢e je n lih. Vstavimo 2n — 1, n > 1, namesto n:

Eop_1 _ 92n+1
(2n—1)! 720

1111
Ittt tgmt ) (6
Po drugi strani lahko ¢lene v vsoti

1

+4ﬁ

1

(C je grska ¢rka zeta) razdelimo na lihe in sode, potem pa pri imenovalcih
sodih ¢lenov izpostavimo 22*. Dobimo

1 1 1 1 1
iz Cesar sledi
1 1 1 1 1
1+3%+5%+7%+9%+”-: 1—2% C(Qn)

Pri tem smo upostevali, da lahko vrstni red sumandov v konvergentni vrsti
s pozitivnimi ¢leni poljubno spreminjamo. Torej nam (6) da
E2n717T2n (_1)n+122n—1B2nﬂ_2n

CCn) = sem a1 - (2n)!

zan > 1. S tem smo resili tudi nalogo 3. To pojasni denimo

o0
1 Esnt ot 7t
§(4):Z@: 1_ N ~ 90
jzlj 2-(2 )-@4-1)!" 2-15-6 90

Konéajmo 8e z nekaj dejstvi o funkciji zeta, ki je definirana kot

e}

(=Y~ (7)
j=1

]Z
za kompleksna tevila z = x 44y z > 1; pri tem je j* definiran kot e*1°87.
Ni tezko videti, da je vrsta pri tem pogoju konvergentna, pravkar pa smo

izracunali ((z) za soda naravna Stevila z.
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Za liha naravna Stevila z > 1 ni znana nobena formula za (z). Domneva
se, da so 7, ¢(3), ¢(5) itd. algebrai¢no neodvisna §tevila, torej da ne obstaja
netrivialen polinom v dveh spremenljivkah z racionalnimi koeficienti, ki bi
unic¢il dve izmed njih.

Pac pa velja naslednje: funkcijo ¢, ki smo jo definirali na delu kompleksne
ravnine {x + iy: x > 1}, lahko analiti¢no razsirimo na C \ {1}. Razsirjena
funkcija, ki jo spet ozna¢imo z ¢, ima v 1 pol stopnje 1, poleg tega pa velja

((-m) =~

n+1
za nenegativna cela Stevila n. Velja torej ((0) = —B; = —%, ¢((—2n) =01in
—1)" By,
C(1-2n) = Gmet zan=1,2,...

Eulerjeva stevila z lihim indeksom se torej pojavljajo ne le v razvoju
tangensa v vrsto in v formuli za vsoto prvih n k-tih potenc, temve¢ tudi pri
vrednostih funkcije ¢, in sicer tako pri pozitivnih sodih kot pri negativnih
lihih stevilih.

Formula

n
C(~(om 1)) = G P
(22n —1)
ima zanimivo interpretacijo. Na primer, za n = 1 dobimo ((—1) = —%. Ce
vstavimo z = —1 v (7) (Gesar seveda ne smemo storiti, ker vrsta na desni
divergira), torej dobimo

1

14243444 =——.
+2+3+4+ T

To je seveda nadvse nenavadno: delne vsote 1,3,6,10,15,21,... naj bi kon-
vergirale proti —1/12. Ta »trditev« (ki jo matemati¢no torej pravilno ra-
zumemo v smislu funkcije ¢, glej pa tudi [2] za alternativno razumevanje
teh rezultatov) je tako presenetljiva, da si je utrla pot tudi v nematema-
tiéni svet: v zadnjih letih lahko decembra v centru Ljubljane med drugimi
novoletnimi okraski vidimo tudi napis Y 00 n = —3.

Na internetu (npr. [4]) pa je mogoce najti tudi utemeljitve, kot je nasle-
dnja. Oznacimo

So =14+243+4+--
S =1—1+1—-1+--
Sy =1-243—4+--.

134 Obzornik mat. fiz. 64 (2017) 4



O tangensu, vsotah potenc, Eulerjevih in Bernoullijevih Stevilih

Potem je

29 = 1—1+1—1+---
+1-141—-- =1,

se pravi S; = 1/2. Podobno je

28 = 1-243—4+--
+1-243—---=1-1+1-1+---=5=1/2,

torej So = 1/4. Torej je

So—S2 = 1+2+3+4+-
14+2-3+4— - =4+8+12+16+-- = 4S,.

Iz tega dobimo 35Sy = —S3 in Sy = —53/3 = —1/12.

Taka izpeljava seveda ni matemati¢no korektna, ker racunamo z diver-
gentnimi vsotami, nam pa vseeno daje neko intuitivno predstavo, zakaj je
vrednost {(—1) ravno —75.

Na koncu omenimo Se najpomembnejSo domnevo v zvezi s funkcijo ¢
(mnogi jo imajo celo za najpomembnejsi nereSeni matematiéni problem).
Povedali smo Ze, da so soda negativna Stevila nicle funkcije (, recemo jim
trivialne nic¢le. Slavna Riemannova hipoteza pravi, da imajo vse netrivialne
nicle funkcije ¢ realni del enak 1/2. Domnevo je postavil nemski matematik
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), njena pomembnost pa je
(med drugim) v tem, da je njena reSitev tesno povezana s porazdelitvijo
prastevil.

Omenimo, da so Eulerjeva in Bernoullijeva Stevila standardna tema v
prestevalni kombinatoriki in pomemben zgled uporabe rodovnih funkcij;
odli¢na referenca je [1]. Za asimptotiko koeficientov rodovnih funkcij je
dober osnovni vir [3].
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Mednarodna objava rezultatov primerjalne raziskave znanja preduniverzitetne ma-
tematike je prinesla nekatere pomembne nove informacije o pouc¢evanju matematike pri
nas. Najpomembnejse je, da je znanje maturantov, ki se odlotajo za maturo iz mate-
matike na vi§ji ravni, zraslo in je relativno visoko. V prispevku prikazujemo rezultate
prvih nacionalnih analiz. Rezultate raziskave smo povezali z rezultati iz preteklih merjenj
znanja matematike med srednjesolci: iz sploh prvega sodelovanja Slovenije v mednarodni
primerjavi leta 1989 in iz treh merjenj trendov v letih 1995, 2008 in 2015. Neodvisno
izmerjene dosezke TIMSS Advanced smo primerjali z rezultati nacionalne mature. Iskali
smo razlago, zakaj so razlike v dosezkih med spoloma v obeh merjenjih razli¢ne, ¢eprav
sta preizkusa po vsebini in kognitivni strukturi zelo podobna. Ugotovili smo, da varianco
v dosezkih dijakov v veliki meri pojasnijo spol, izbira ravni mature, izbira fizike za matu-
ritetni predmet in naklonjenost do uc¢enja matematike. Rezultate primerjamo z rezultati
podobne analize pred osmimi leti.

WHAT DOES TIMSS ADVANCED SAY ABOUT MATHEMATICS
KNOWLEDGE OF SLOVENE SECONDARY SCHOOL STUDENTS

The international report of the results of large scale assessments of pre-university
mathematics has brought some important new information on mathematics teaching in
Slovenia. Most importantly, the knowledge of students who choose the higher level of the
national mathematics examination has grown and is relatively high. The paper presents
results of the first national analysis. We compare the results of the study with the results
from previous assessments: from the first participation of Slovenia in the international
comparative study in 1989 and from three studies of trends in the years 1995, 2008 and
2015. The independently measured achievements of TIMSS Advanced were linked with
the results of the national matura examination. We tried to find the explanation for di-
fferences in achievements by gender that are different in both measurements, even though
the content and cognitive structure of the tests are very similar. The important factors
which explain achievement variance were found to be students’ gender, the choice of the
national exam difficulty level, the choice of physics for the optional subject at the national
examination, and how much students like to learn mathematics.

Uvod

Slovenija je med leti 1988 in 2016 sodelovala v mednarodnih raziskavah
zdruzenja IEA (International Association for the Evaluation of Educational
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Achievement) iz znanja matematike in naravoslovja med u¢enci osnovne Sole
in dijaki v programih srednjih Sol, ki dopuscajo vstop v univerzitetni studij.
Drzave ¢lanice, ki so se ob vstopu zavezale k razvoju raziskovanja izobra-
zevanja, v IEA zastopajo skupine raziskovalcev iz raziskovalnih inStitutov,
univerz ali ministrstev. Zdruzenje IEA so pred skoraj Sestdesetimi leti usta-
novili raziskovalci izobrazevanja na sestanku Unesca, ko so ugotovili, da bi
lahko drzave veliko lazje izboljSevale izobrazevalne sisteme, ¢e bi se lahko
ucile o uc¢inkovitih resitvah druga od druge. Ker so za to potrebovale pri-
merljive podatke o sistemih, so zasnovale mednarodne primerjalne Studije
znanja in okolis¢in ucenja. V zacetku so bila izvedena posami¢na merjenja
znanja, od leta 1995 pa IEA izvaja najve¢jo mednarodno raziskavo trendov
Solskega matemati¢nega in naravoslovnega znanja, TIMSS (Trends in Inter-
national Mathematics and Science Study), na Stiri leta med osnovnosolci
in na okoli osem let med srednjesolci. V letih 1995, 2008 in 2015 je tudi
Slovenija sodelovala v raziskavi znanja matematike in fizike med dijaki zah-
tevnejsih programov matematike in fizike v zadnjem letu pred vstopom na
univerzo, TIMSS Advanced, ves ¢as pa tudi v raziskavah osnovnoSolskega
znanja. V prispevku bomo predstavili pomembnejsa sporocila raziskave med
srednjesolci za slovensko matemati¢no izobrazevanje, ki smo jih iz podat-
kov izlusécili po mednarodni objavi rezultatov zadnjega merjenja v letu 2016

[5, 6].

Kaj je raziskava merila in kako?

Mednarodna raziskava TIMSS Advanced tradicionalno meri skupno zna-
nje matematike, znanje posameznih velikih vsebinskih poglavij matematike,
algebre, analize in geometrije, ter lo¢eno tri kognitivne ravni znanja, pozna-
vanje dejstev in postopkov, uporabo znanja ter matemati¢no sklepanje. V
merjenje vklju¢i vnaprej natan¢no dolocene populacije dijakov zahtevnejsih
programov matematike v zakljuénih letnikih srednje Sole. Raziskava se vsa-
ki¢ za¢ne s skupnim oblikovanjem na¢rta o merjenju znanja in dejavnikov
ter zapisom nacrtov, vsebine in namena primerjav v publikaciji Izhodisca
raziskave TIMSS Advanced [5]. Sodelujoce drzave se skupaj dogovorijo o
vsebinah preizkusa. Ker je namen IEA raziskav merjenje Solskega znanja,
vsebine za preizkuse doloc¢ijo iz primerljivih analiz u¢nih na¢rtov. V preiz-
kuse znanja so vkljucene le vsebine, ki so pomemben del preduniverzitetnega
matemati¢nega izobrazevanja v vseh sodelujoc¢ih drzavah. Nekatera klasi¢na
poglavja matematike, kot so kombinatorika, verjetnost in statistika ter upo-
raba polarnega koordinatnega sistema, v letu 2015 niso bila zajeta, ker jih v
ve¢ drzavah ne ucijo na preduniverzitetni ravni. V seznamu ni bilo nobenega
poglavja, ki se ga slovenski dijaki programa sploSne gimnazije ne bi imeli
priloznosti nauciti v Soli. Naloge preizkusa znanja nato sledijo seznamu
vsebin ter hkrati trem kognitivnim kategorijam znanja.
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Vsebinska izhodisc¢a preizkusa TIMSS Advanced 2015

Algebra

Izrazi in operacije: racunanje z eksponentnimi, logaritemskimi, polinomskimi,
racionalnimi izrazi in koreni ter s kompleksnimi Stevili; izracunavanje vrednosti
algebrskih izrazov (npr. eksponentnih, logaritemskih, polinomskih, racionalnih in
korenskih); dolo¢iti n-ti ¢len aritmetiénega in geometrijskega zaporedja ter vsoto
koné¢ne in neskoné¢ne vrste.

Enacbe in neenacbe: resiti linearne in kvadratne enacbe in neenacbe, kakor tudi
sistem linearnih enacb in neenacb; resiti eksponentne, logaritemske, polinomske, ra-
cionalne in enacbe s koreni; uporabiti enacbe in neenacbe za resevanje problemskih
nalog.

Funkcije: interpretirati, primerjati in zapisati ekvivalentne predstavitve funkcij,
tudi sestavljenih, v obliki urejenih parov, preglednic, grafov, formul ali besedila;
prepoznati in loCiti temeljne lastnosti eksponentnih, logaritemskih, polinomskih,
racionalnih in korenskih funkcij.

Analiza

Limite: dolociti limite funkcij, tudi racionalnih; prepoznati in opisati pogoje za
zveznost in odvedljivost funkcij.

Odvodi: odvajati polinomske, eksponentne, logaritemske, trigonometri¢ne, racio-
nalne, korenske in sestavljene funkcije ter odvajati produkte in kvociente funkcij;
uporabiti odvode za reSevanje problemskih nalog iz optimizacije in hitrosti spre-
memb; uporabiti prve in druge odvode za doloc¢anje naklona tangente ter iskanje
ekstremov in prevojev polinomskih in racionalnih funkcij; uporabiti prvi in drugi
odvod za skiciranje in opisovanje grafa funkcije.

Integrali: integrirati polinomske, eksponentne, trigonometri¢ne in enostavne raci-
onalne funkcije; izracunati vrednosti dolocenih integralov in uporabiti integriranje
pri ra¢unanju plosc¢in in prostornin.

Geometrija

Nekoordinatna in koordinatna geometrija: uporabiti nekoordinatno geome-
trijo za reSevanje problemskih nalog v dveh in treh dimenzijah; uporabiti koor-
dinatno geometrijo za reSevanje problemskih nalog v dveh dimenzijah; uporabiti
lastnosti vektorjev, njihovih vsot in razlik pri reSevanju problemov.
Trigonometrija: uporabiti trigonometrijo pri resevanju nalog s trikotniki; pre-
poznati, interpretirati in narisati grafe sinusnih in kosinusnih funkcij in funkcije
tangens; re$iti problemske naloge, ki vklju¢ujejo trigonometri¢ne funkcije.
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Preverjanje je potekalo ob koncu aprila in v zacetku maja 2015, da je
kar najmanj motilo izvajanje mature. Sole so bile vnaprej seznanjene z vse-
binskimi izhodis¢i raziskave in so dijakom ve¢inoma prilagodile obravnavo
snovi. Pri interpretaciji rezultatov pa je primerno upostevati, da nekatere
vsebine 8e niso bile utrjene. U¢itelji so za vsako snov sporocili, ali so jo nji-
hovi dijaki obravnavali ze pred zadnjim letnikom, v 4. letniku ali pa so jo pri
pouku pravkar uvedli in e ne utrdili.! U¢itelji 23 odstotkov slovenskih dija-
kov so zapisali, da Se niso dokoncali obravnave uporabe odvoda za dolo¢anje
prevojnih tock. 26 odstotkov dijakov pri pouku Se ni dokoncalo obravnave
integriranja funkcij in 17 odstotkov se jih Se ni naucilo uporabiti odvodov
za reSevanje problemov (ekstremalne naloge). Dokoncano obravnavo drugih
vsebin so potrdili ucitelji ve¢ kot 95 odstotkov dijakov. V drugih drzavah,
Se posebej v Franciji, so sodelujoci dijaki pred testiranjem celovito obdelali
manj snovi kot v Sloveniji.

TIMSS Advanced meri dosezke dijakov s Sestimi razlicnimi pisnimi pre-
izkusi, v katere je bilo leta 2015 porazdeljenih 115 nalog. Vsak dijak resi le
po en preizkus. Naloge TIMSS Advanced 2015 so enakomerno, v tretjinskih
delezih, pokrivale omenjene tri vsebine (algebro, analizo in geometrijo) in
tri kognitivna podrocja (poznavanje dejstev in postopkov, uporaba znanja
in matematic¢no sklepanje).

Naloge sestavljajo ucitelji matematike iz vseh sodelujo¢ih drzav na sku-
pnem delovnem sestanku. Ze ob sestavljanju vsako nalogo enoliéno umestijo
v vsebinsko in kognitivno kategorijo. Mednarodna komisija za naloge izvede
recenzijo. Vse drzave jih nato prevedejo, prilagodijo v svoj jezik in preizku-
sijo med dijaki. Za vsako izvedbo raziskave je treba na novo napisati okoli
polovico nalog, druga polovica pa se prevzame iz prejSnje izvedbe raziskave.
Po vsakem zakljucku merjenja znanja polovica nalog ostane prikritih, da se
lahko v enaki obliki prihodnji¢ ponovijo. V letu 2015 so bile naloge raz-
deljene v devet skupin ali poglavij in §tiri od teh so po izvedbi raziskave
postale javno dostopne [4].

Velika vecina nalog v raziskavah TIMSS preveri le znanje enega doloce-
nega koncepta. Resitve dijakov so ocenjene z ni¢ ali eno tocko. Najvec je
nalog izbirnega tipa, kjer dijak dobi eno tocko za pravilno izbran odgovor
med Stirimi ali petimi moznostmi. Del nalog je odprtega tipa, pri katerih
dijaki sami zapiSejo svojo reSitev in odgovor. Med temi je nekaj veésto-
penjskih (leta 2015 jih je bilo 18), da zaporedoma preverijo dva povezana
koncepta in dijakovo sposobnost reSevanja obseznejsih problemov. Te na-
loge dijakom prinesejo 0 tock za napacno reSitev, 1 tocko za pravilno resitev

'Podatki vseh drzav o obravnavi snovi so objavljeni v dokumentu:
TA15_MAT _TeacherAlmanac, dostopnem na timssandpirls.bc.edu/timss2015/
advanced-international-database/downloads/TA15\_Almanacs.zip
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enega dela ali izkazano znanje enega koncepta ali 2 tocki za popolno resitev.
Toc¢k ni bilo mogoce deliti. V mednarodni podatkovni bazi se za vsakega
dijaka in vsako nalogo® ohrani tudi podatek o vrsti dijakove regitve, tudi ¢e
je napacna (npr. racunska pot, tipi¢éna napaka) in se uporabi za primerjalne
analize napacnih resitev ali nerazumevanja konceptov.

Poleg delezev pravilnih resitev je iz rezultatov raziskave mogoce dobiti
tudi druge informacije. Ob nalogah, ki so bile uporabljene v ve¢ zaporednih
raziskavah, lahko spremljamo spreminjanje uspesnosti dijakov pri istih kon-
ceptih. Ob nekaterih nalogah, ki so bile uporabljene v letih 1995, 2008 in
2015, bomo prikazali spreminjanje uspesnosti slovenskih dijakov v primer-
javi z nekaterimi drugimi drzavami.

Kaj kazejo resitve nalog?

Ruska federacija je sodelovala v vseh treh merjenjih z zelo specializirano
populacijo dijakov programa intenzivne matematike (Sest ur ali ve¢ pouka
matematike na teden), v letu 2015 pa s splosno maturitetno populacijo, ki je
po obsegu pouka matematike primerljiva s slovenskimi maturanti. Francija
in leta 2015, ko je znanje dijakov tako padlo, da se je uvrstila med drzave
s podpovprecnim rezultatom. Italija je sodelovala v vseh treh raziskavah
in nikoli ni dosegla zelo visokih dosezkov, ¢eprav njihova gimnazija traja
pet let. ZDA so sodelovale v letih 1995 in 2015. V zadnjem merjenju so
ameriski dijaki resevali naloge in odgovarjali na vprasanja zelo podobno kot
slovenski. Svedska je sodelovala v vseh treh merjenjih. Med vsemi drzavami
je dozivela najmocnejsi padec znanja med 1995 in 2008, potem pa ji je do
leta 2015 uspelo svoje rezultate izrazito popraviti. Trendi dosezkov za vse
drzave so prikazani v preglednici 2.

V nadaljevanju prikazujemo podrobnejse podatke o reSevanju petih pri-
merov klasi¢nih matemati¢nih nalog, ki so se na preizkusih v letih 1995,
2008 in 2015 ponovile in katerih rezultati opozarjajo na potrebo po posebni
pozornosti slovenskih uciteljev pri pouku.

V Sloveniji smo primerjali reSevanje med dijaki, odlo¢enimi za vi§jo in
osnovno raven maturitetnega izpita iz matematike. Med vsemi maturanti
splosne mature je bila leta 2008 in 2015 na viSjo raven izpita iz matematike
prijavljena priblizno ¢etrtina dijakov. Uc¢ni nac¢rt matematike za obe skupini
je enak, razlikujejo se samo zahtevani standardi znanja za maturo. Temu je
prilagojena tudi priprava dijakov na maturo.

2Datoteke z rezultati nalog so locene po drzavah in od datotek z odgovori dijakov, uci-
teljev ali ravnateljev na vprasalnike. Dosegljivo na timssandpirls.bc.edu/timss2015/
advanced- international—database/downloads/TAlS_SPSSData.zip
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Primer 1: Naloga iz algebre, racionalizacija izraza, uvrSéena med
poznavanje dejstev

— - L
S Cejex>0,y>0 in x=y, potemje —= ~— enako:
g’ -y DeleZi odgovorov v Sloveniji, 2015
= A* B C D E
Vx+iy Jx-Jy Osnovna
®
x-y x-y raven mature | 47,4 14,3 7,7 24,8 3,9
Vigja
1 1 1 Jx+y raven mature | 77,8 9,0 1,8 65 3,2
© xfy @ ﬁ_ﬁ ® 2 7yz
DeleZi pravilnih odgovorov med dijaki v sodelujo&ih drZzavah
Ruska Osnovna Vigja
Letp Francija Italija Ruska federacija Svedska ZDA Slovenija raven raven
raziskave federacija
6 ur+ mature mature
1995 79,4 55,0 78,9 52,4 44,6 62,7
2008 61,6 82,2 22,6 59,6 55,9 78,7
2015 43,8 57,7 57,6 77,1 20,4 42,2 55,1 47,4 77,8

Dijaki vi§je ravni matematike v Sloveniji so glede na druge vrstnike
to nalogo leta 2015 dobro resevali. V povprecju so dosegli enak rezultat
kot dijaki intenzivne matematike iz Ruske federacije in boljsega kot dijaki
drugih drzav. Slovenski dijaki osnovne ravni so nalogo resili veliko slabse,
samo malo bolje kot Francozi in slabse kot leta 2008.

Ob razmeroma slabih splosnih rezultatih pri tako elementarni nalogi bi
se v Sloveniji (in tudi drugod) najbrz morali zamisliti in ve¢ pozornosti
posvetiti razumevanju in vadbi osnovnega rac¢unanja z ulomki. Natanc¢nejSa
vsebinska analiza rezultatov pri tej nalogi pokaze ne samo, da tako osnovno
nalogo zna resiti le slaba polovica teh dijakov, temve¢ tudi to, da jih je kar
Cetrtina izbrala ZELO napacno resitev D.

Primer 2: Naloga iz kompleksnih Stevil, uvrséena med poznavanje
dejstev

Pri tej nalogi je treba opozoriti na izrazito slab uspeh nasih dijakov in na
veliko poslabsanje v zadnjih letih v vecini drzav, tudi pri nas. Leta 2015 so
slovenski dijaki visje ravni (8 % populacije) nalogo resili enako dobro kot
veliko vec¢ja skupina slovenskih dijakov v letu 1995 (74 % populacije). Slo-
venski dijaki osnovne ravni so najpogosteje loc¢eno izra¢unali tretji potenci
realnega in imaginarnega dela Stevila. Dosezek je slabsi, kot bi pric¢ako-
vali glede na ucni nac¢rt, ki med cilji poglavja o u¢enju kompleksnih stevilih
navaja » mnozenje kompleksnih Stevil« in med priporod¢ili pravi, da je » pou-
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. P 1 .
= Ceje ZICOS . <IN S o, PO G 2 enak: DeleZi odgovorov v Sloveniji, 2015
< A B C- D E
= ® 0 ®1 ©i Osnovna
raven mature [ 4,2 9,9 149 38,2 25,7
) - Vigja
343 343
@) T\/_+é Tf—é raven mature | 1,8 3,2 40,7 18,5 28,5

Delezi pravilnih odgovorov med dijaki v sodelujoéih drzavah

Let Ruska Ruska N Osnovna Vigja
eto Francija Italija " federacija  Svedska ZDA Slovenija raven raven
raziskave federacija 6
ur-+ mature mature
1995 59,1 18,6 55,9 46,2 24,1 40,3
2008 24,0 65,2 40,2 23,4 19,3 42,1
2015 36,7 23,8 351 47,6 30,7 251 21,5 14,9 40,7

darek na racunskih operacijah s kompleksnimi stevili«. Obenem je potenci-
ranje in mnozenje kompleksnih Stevil obi¢ajno vklju¢eno v maturitetni izpit
na osnovni ravni.

Primer 3: Naloga izracuna odvoda sestavljene eksponentne funk-
cije, uvrscena med poznavanje dejstev

.. . . ¥2 .
2 Funkcija f je podana z f(x)=¢™ . DeleZi odgovorov v Sloveniji, 2015
E Njen odvod f*(x) je enak A B C* D E
= Osnovna
® exz o © ZXCXZ raven mature | 20,7 14,7 36,0 22,7 4,5
Vigja
raven mature | 8,7 7,4 68,6 11,1 25

® e +2x ® 20

DeleZi pravilnih odgovorov med dijaki v sodelujo&ih drZzavah

Ruska Osnovna Vigja
Leto Francija Italija Ruska federacija Svedska ZDA Slovenija raven raven
raziskave federacija 6
ur+ mature mature
1995 925 62,5 73,7 57,7 326 556
2008 68,1 73,3 52,0 48,1 43,4 70,8
2015 79,8 61,7 61,8 68,9 48,3 70,7 44,2 36,0 68,6

Odvod sestavljene eksponentne funkcije so znali najbolje izracunati v
Franciji, najslabse pa nasi dijaki, ki kazejo tudi najvecje padanje znanja
od leta 1995 dalje. Razlika v uspehu med slovenskimi dijaki osnovne in
vi§je maturitetne ravni je zelo velika. Rezultati so v nasprotju s smernicami
uCnega nacrta, kjer je med uénimi cilji za obe ravni navedeno, da dijaki
»odvajajo elementarne funkcije in kompozitum funkcij«. Slabi rezultati
opozarjajo, da tudi te vsebine potrebujejo ve¢ pozornosti pri pouku.

142 Obzornik mat. fiz. 64 (2017) 4



Kaj nam o matematiénem znanju maturantov sporoca raziskava TIMSS Advanced?

Primer 4: Prepoznavanje enacbe pravokotnice na premico, uvr-
S§¢ena med uporabo znanja

Katera od naslednjih premic je pravokotna na

~
8 premico 6x +2y =4 in gre skozi to¢ko (-6, 5)7 DeleZi odgovorov v Sloveniji, 2015
< A B C D E*
® 3x-y=--23 3x-7=13 Osnovna
raven mature | 20,1 7,9 14,6 10,1 39,7
© 3x-9y=9 © x-3y=-7 Vigja
raven mature | 9,0 2,1 4,8 12,0 69,1

® x-3y=-21

DeleZi pravilnih odgovorov med dijaki v sodelujo&ih drZavah

Ruska Osnovna Vigja
Let_o Francija Italija Ruska .. federacija gvedska ZDA Slovenija raven raven
raziskave federacija 6
ur+ mature mature
1995 51,6 432 42,5 39,8 36,7 51,4
2008 44,6 48,6 23,3 46,6 39,3 78,5
2015 25,7 40,1 36,5 45,2 18,7 49,7 46,5 39,7 69,1

V primerjavi z drugimi kazejo nasi dijaki relativno dobro razumevanje
tega koncepta, Se posebej dijaki visje ravni, ki so moc¢no prehiteli vse druge,
tudi precej bolj specializirane ruske dijake. Zanimivo pa je, da so se rezultati
nasih dijakov osnovne maturitetne ravni od testiranja v letu 2008 ohranili
oziroma celo rahlo izboljsali, med dijaki viSje ravni pa je znanje nekoliko
upadlo.

Primer 5: Naloga z vektorji v trikotniku, iz geometrije, uvrséena
v uporabo znanja

Pri nalogah z vektorji se nasi dijaki tradicionalno dobro obnesejo. Zanimivo
je, da se je pri tej nalogi rezultat v Sloveniji od preizkusa leta 2008 celo
izboljsal. Nasi dijaki so se najpogosteje zmotili, ker so vektor od A do B
prepoznali kot vsoto in ne kot razliko med @ in b.

Od leta 2008 je pri reSevanju preizkusov TIMSS (skladno z globalnimi
trendi) dovoljena uporaba simbolnih in graficnih kalkulatorjev. Vendar so
naloge Se naprej sestavljene tako, da kalkulator ne olajsa reSevanja. Dijaki
so opozorjeni, da morajo pri resitvah s pomocjo kalkulatorjev primerno na-
vesti razmisleke (algoritem resevanja oz. ukaze) in vmesne rezultate, resitve
pa so posebej oznacene, da so sledljive. Pri raziskavi 2015 so kalkulatorje
uporabljali predvsem skandinavski dijaki in analiza reSitev je pokazala, da
uporaba kalkulatorjev ni zagotavljala boljSega uspeha.
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Toc¢ka B leZi na daljici AC.

MA13020

DeleZi odgovorov v Sloveniji, 2015
A B C* D E

Osnovna
raven mature | 18,1 14,8 37,7 9,1 9,9
Vigja
raven mature | 10,4 10,1 56,7 3,2 9,2

Ceje AC =3AB, potem je ¢ enak

® 2i+3% 156-10d  (© 3b-2d

© 10d-155 (@) 2d-3b

DeleZi pravilnih odgovorov med dijaki v sodelujoéih drZavah

Ruska 8 Osnovna Visja
Leto Francija ltalija RUSK2 . foeracija  Svedska ZDA Slovenija raven raven
raziskave federacija 6
ur+ mature mature
1995 389 241 53,1 17,2 27,6 47,0
2008 23,2 62,2 18,9 36,8 32,9 54,2
2015 48,2 17,9 45,4 55,8 18,8 30,1 421 37,7 56,7

O metodah izracunavanja predstavljenih TIMSS dosezkov

Raziskava TIMSS je izjemno kompleksna in vanjo so vkljuceni razli¢ni mo-
deli ter statisticne metode. Na ta nacin raziskava TIMSS zagotavlja Siroko
bazo zanimivih statisti¢nih podatkov, ki jih je ob primerni poglobitvi mogoce
dobiti in analizirati na razlicne nacine. Najodmevnejsi so rezultati dosezkov
na lestvicah, ki ponujajo tako primerjavo med drzavami kot tudi ¢asovne
trende glede na zaporedne raziskave (1995, 2008, 2015). Za izracun dosezkov
iz osnovnih dijaskih resitev nalog se uporabljajo zahtevni statisti¢ni modeli,
ki omogocajo sledljivost in primerjavo znanja dijakov kljub razlicnim oko-
lis¢inam v vsaki izvedbi raziskave: naloge v zaporednih TIMSS raziskavah
so le deloma enake, sodelujoc¢e populacije dijakov se razlikujejo med drza-
vami, razlike so v nacionalnih uénih nacrtih, organizaciji solskih sistemov in
nacionalnih prevodih preizkusov znanja. Vse skupaj v vsebinskem in teh-
nicnem pogledu ustvarja navidezno razlicne pogoje za resevanje. Konéno
izracunavanje primerljivosti in dosezkov je racunsko zelo zahteven proces,
ki uposteva in preseze razlike, da so kon¢ni dosezki vsakega dijaka primer-
ljivi med drzavami in med ¢asovno zaporednimi izvedbami merjenja znanja.
Izrac¢un dosezkov izvedejo psihometriki pod vodstvom Mednarodnega cen-
tra raziskave TIMSS (TIMSS and PIRLS International Study Center, Lynch
School of Education, Boston College).

144 Obzornik mat. fiz. 64 (2017) 4



Kaj nam o matematiénem znanju maturantov sporoca raziskava TIMSS Advanced?

Postopek je v osnovi sestavljen iz izracuna dosezka za vsakega sodelujo-
¢ega dijaka in nato dolocanja lestvice (z linearnimi transformacijami) tako,
da je primerljiva z lestvicami iz preteklih raziskav. Ceprav v zaporednih
izvedbah sodelujejo razlicne drzave, postopek zagotovi primerljivost med-
narodne lestvice za nazaj. Doloc¢anje lestvice dosezkov je predstavljeno v
tehniénem porocilu [8], shematsko pa prikazano na sliki 1. Lestvice dosez-
kov so vedno umerjene tako, da je mednarodno povprecéje med dijaki enako
500 tock, standardni odklon pa 100 tock.

3 T
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Slika 1. Prikaz doloc¢anja lestvice dosezkov za izra¢une trendov.
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Za uporabnika podatkov je pomembno, da so lestvice iste vrste rezul-
tatov primerljive med drzavami in med leti (npr. matematiéni dosezki ali
dosezki iz algebre). Med seboj pa niso primerljivi dosezki z razliénih lestvic
(npr. dosezki iz algebre z dosezki iz sklepanja v isti drzavi). Raziskava od
vseh nacionalnih merjenj znanja odstopa po tem, da dosezki vsakega dijaka
niso eno stevilo, pa¢ pa pet verjetnostnih vrednosti (angl. plausible values).
V statisticnih racunih je treba upostevati teh pet vrednosti in Se dejstvo, da
dijaki niso popolnoma naklju¢ne osebe, pa¢ pa izbrani iz nakljuénih, ven-
dar razlicno velikih Sol in razredov. Za delo s podatki so zato na spletni
strani objavljenih rezultatov (Timss2015.org,internationaldatabases)
na voljo obsirna navodila in dostop do statisti¢nih orodij (IDB Analyzer, ki
pozZene ustrezne kombinacije ukazov v SPSS). Za uporabnike brez SPSS so
na voljo tudi specialne knjiznice v R, trenutno Bifie in Intsvy.

Kaj kazejo trendi v znanju matematike v Sloveniji?

Slovenija je prvi¢ izpeljala mednarodno primerljivo merjenje znanja leta
1989. To je bila raziskava znanja matematike SIMS (Second International
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Mathematics Study®). Med dijaki naravoslovno-matemati¢nih (Slovenija
NM) in drugih srednjih Sol sistema usmerjenega izobrazevanja (Slovenija
Ne-NM) je bilo znanje matematike izmerjeno na popolnoma enak nacin kot
v petnajstih drugih drzavah med letoma 1980-1982. Pod vodstvom med-
narodnega centra raziskave TIMSS smo dopolnili mednarodno bazo podat-
kov s slovenskimi meritvami. Mednarodnim povpreénim delezem pravilnih
odgovorov za skupine nalog iz posameznih poglavij matematike smo do-
dali podatke za naSe dijake, loceno za dijake naravoslovno-matematicnega
usmerjenega izobrazevanja in dijake drugih smeri (preglednica 1, [3]).

MnoZice Verjet-
in Stevilski Alge- Geome- Ana- nostin Prikaz skupnega deleza
Drzava/sistem  relacije sistemi bra  trija  liza statistika Skupno  pravilnih odgovorov
Hong Kong 79,5 77,7 783 651 712 72,6 72,7
Japonska 78,6 683 778 60,0 66,1 70,0 68,2
Anglija 61,4 594 66,0 51,4 575 637 58,6
Finska 77,1 56,7 688 479 546 57,6 57,5
Svedska 58,8 62,1 599 485 51,1 639 54,9

Slovenija NM 69,1 51,0 603 409 53,0 50,2 53,0
Nova Zelandija 71,8 50,6 56,6 429 482 57,9 50,8

Belgija F1. 71,5 47,8 61,3 424 457 43,1 49,5
Ontario 69,1 46,6 56,7 415 455 46,1 48,2
lzrael 51,2 46,1 60,4 346 450 35,6 45,7
Belgija Fr. 66,0 44,0 553 37,7 429 42,1 45,5
Skotska 50,4 390 479 41,8 316 45,6 39,7
ZDA 53,0 40,3 42,6 32,6 283 40,9 35,6

Brit. Kolumbija 47,8 43,1 469 301 21,0 38,4 33,4
Tajska 52,1 330 383 298 264 34,1 321
MadzZarska 35,2 279 449 30,2 258 28,7 31,3

Slovenija Ne-NM 44,2 31,0 40,2 238 290 33,3 30,9

Preglednica 1. Rezultati Druge mednarodne raziskave matematike, SIMS, v zadnjem
letniku srednje Sole, 1989.

Slovenski dijaki naravoslovno-matemati¢ne usmeritve so s povpreé¢nim
matemati¢nim rezultatom dosegli 6. mesto med petnajstimi drugimi drza-
vami. Dosegli so 5. mesto v analizi, 6. mesto v nalogah iz mnozic in Stevilskih
sistemov, 7. mesto iz algebre in verjetnosti ter 10. mesto v geometriji. Pov-
precni rezultat slovenskih dijakov, ki niso bili v naravoslovno-matemati¢nih
gih drzav. Ker je raziskava od dijakov zbrala Se mnozico podatkov o uc¢enju
in odnosu do znanja, je bila nacionalna primerjava pomembna za kriti¢no
analizo usmerjenega izobrazevanja.

3Podatki o osnovni izvedbi raziskave SIMS 1980-1982 so dostopni na: ips.gu.se/
english/research/research_databases/compeat/Before_1995/SIMS
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Na prvih dveh mestih sta izstopala Hong Kong in Japonska. Sledile so
jim Anglija, Finska in Svedska. Azijske drzave so $e vedno v vrhu vseh
mednarodnih primerjav iz znanja matematike, Anglija pa je od takrat dozi-
vela padanje znanja matematike med svojimi dijaki in u¢enci do leta 2011.
Od objave rezultatov TIMSS 2011 za osnovno $olo Anglija sedaj intenzivno
izboljSuje svoje matematicno izobrazevanje, tudi z razlicnimi vzpodbudami
za dvig motivacije za uc¢enje matematike v druzbi na splosno (znani so npr.
novi matemati¢ni muzeji). Finska pri nas Se vedno velja za uspesno, ker
je med drugim med drzavami OECD pri petnajstletnikih dosegla najboljsi
rezultat v raziskavi Pisa iz matemati¢nih kompetenc med petnajstletniki
leta 2003 in iz naravoslovnih kompetenc leta 2006. Po prvem uspehu v raz-
iskavi Pisa nekaj ¢asa v TIMSS ni sodelovala in ko se je leta 2011 vrnila v
v Pisi 2012 prehiteli Azijci, padli pa so tudi finski naravoslovni dosezki v
Pisi 2015. Svedska v letih 19952011 kaze moéno padanje matemati¢nega
znanja, ki je bilo 8e ve¢je v osnovni Soli. Po objavi TIMSS 2011 so se lo-
tili temeljite prenove matemati¢nega izobrazevanja (predvsem z dodatnim
sistemati¢nim izobrazevanjem uciteljev) in ze v letu 2015 zaznali ob¢utno
izboljsanje na vseh ravneh. Njihova izku$nja je skladna s splosno ugotovi-
tvijo TIMSS 2015, da je dobra izobrazenost uciteljev in stalno dopolnjevanje
njihovega znanja kljuéno za doseganje odli¢nosti v poucevanju matematike.
Na zalost se v Sloveniji dodatno izobrazevanje za ucitelje izrazito zmanjsuje,
Se posebej na osnovnosolski ravni vse od leta 2012, ko je bila nasa drzava Se
zgled drugim po obsegu ponudbe in Stevilu vkljucenih uciteljev.

Slovenija je vkljuéno z raziskavo 2015 sodelovala v Sestih raziskavah ma-
tematike in naravoslovja v osnovni $oli in §tirih raziskavah matematike in
fizike v srednji Soli. V preglednici 2 so prikazani dosezki maturantov izbranih
drzav za vse izvedbe raziskave TIMSS v srednji Soli.

Pri osnovnosolcih gre za obvezno Solanje celotne populacije, zato rezul-
tati osnovnosolcev kazejo nacionalna povprecja. Pri populacijah srednje-
Solcev pa govorimo o indeksu (odstotku) pokritja populacije vseh ustrezno
starih mladostnikov v drzavi. Slednje je Se posebej zanimivo v luéi primerjav
zahtevnih matemati¢nih programov (natancen opis programov in populacij
je na spletni strani Timss2015.org).

Skupna ugotovitev raziskave TIMSS Advanced med srednjeSolci v letu
2015 je, da je znanje matematike v zadnjih dvajsetih letih padlo v vecini
drzav. Edina drzava, ki je dosegla visje dosezke vsaj v zadnjem obdobju,
je Svedska. Vendar tudi njihovi sedanji dosezki §e vedno zaostajajo za re-
zultatom iz leta 1995. V letih 2008 in 2015 so bili najuspesSnejsi dijaki
intenzivnega programa matematike iz Ruske federacije, ki pa jih je v popu-
laciji manj kot 2 odstotka in so torej zelo specializirana skupina. Sledijo jim
slovenski dijaki vi§je ravni mature, ki so po povpreénem dosezku v letu 2015
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Indel.<s.* .. Razlika med leti
pokritia ~ Povpretni ————————

Drzave populacije  doseZek 2008 1995 Porazdelitev matemati¢nega dosezka
Francija
2015 21,5% 463 (3,1) -107 I I .
1995 19,9% 569 (3,9) | BN |
Italija
2015 24,5% 422 (53) -27 4 -61 1 .
2008 19,7% 449 (7,2) 34 1 I E .
1995 14,1% 483 (9,8) L ]
Ruska federacija 6 ur+
2015 1,9% 540 (78) -21 | -9 [ B B |
2008 1,4% 561 (7,0) 12 B B |
1995 2,0% 549 (8,2) Il E
Slovenija, viSja raven mature
2015 8,2% 549 (34) 26 1 .
2008 10,1% 523 (51) Nl =
Slovenija, osnovna raven mature
2015 26,2% 433 (33) -6 N 1 =
2008 30,3% 439 (3,8 D
Slovenija, povprecje
2015 34,4% 460 (34) 2 -18 N 1 .
2008 40,5% 457 (4,3) 20 E I
1995 75,4% 478 (9,3) B B
Svedska
2015 14,1% 431 (40 19 7T -711 | [ B e |
2008 12,8% 412 (56) -89 T
1995 16,2% 502 (52) |
ZDA
2015 11,4% 485 (5,2) -12 I .
1995 6,4% 497 (74 B
{ Rezultati so se poslabgali. 100 200 300 400 500 600 700 800
T Rezultati so se izbolj3ali. Percentili dosezka

5. 25. 75. 95.

|
95-% interval zaupanja za povprecje (+/-2SE)
- —

Preglednica 2. Trendi 1995-2015 v dosezkih maturantov v izbranih drzavah.

enaki ruskim vrstnikom. V resnici je znanje slovenskih dijakov visje ravni
mature boljSe, saj imajo relativno visok indeks pokritja populacije, ki je ve-
liko veéji od ruskega. Najvisje znanje matematike med vsemi primerjavami
so izkazali francoski dijaki v letu 1995. Na zalost se je do leta 2015 njihov
dosezek izrazito poslabsal. Francoski raziskovalci verjamejo, da je razlog za
slabo znanje matematike tudi to, da sodelujoci dijaki v svoj program ma-
tematike niso izbrani kot posebej uspesni v matematiki, pa¢ pa po svojih
Studijskih zeljah. Pokazalo se je, da so ti francoski dijaki po nameravanem
vpisu na naravoslovne, tehniske in matemati¢ne programe precej podobni
slovenskim dijakom vi§je ravni.

Leta 1995 je Slovenija sodelovala v raziskavi z dijaki, ki so predstavljali
kar 75 odstotkov populacije vseh enako starih mladostnikov v nasi drzavi. V
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tej luci je splosni padec znanja bolj zaskrbljujo¢. Po uvedbi poklicne mature
leta 2003 je pri nas v zahtevnejSem programu gimnazijske matematike Se ve-
dno vec kot 30 odstotkov populacije, kar je precej ve¢ kot v vecini drugih
primerljivih drzav. Vendar srednjesolski program zahtevnejSe matematike
pri nas ni pogoj za vpis v naravoslovne, matemati¢ne in tehniske univerzi-
tetne Studije, kakor je v ve€ini drugih drzav. Iz podatkov raziskave TIMSS
je viden tudi upad vpisa na gimnazije pri nas, od ve¢ kot 40 odstotkov vpi-
sanih v splosni gimnazijski program v letu 2008 na 33 odstotkov splosnih
gimnazijcev v letu 2015.

Razveseljivo je, da v primerjavah z drugimi drzavami zelo dobri slovenski
dijaki visje ravni mature posebej izstopajo v znanju algebre, ki vsaj v ZDA
velja za najelitnejse podrocje (preglednica 3).

Drzave/sistemi Algebra Analiza Geometrija
Francija 469 (29 466 (32) W 441 (3,7) 1
Italija 414 (5,1) B 433 (52) B 413 (5,7) W
Ruska federacija 6ur+ 556 (9,0) WM 513 (g0) W 560 (84) MW
Ruska federacija 495 (6,3) NN 459 (5,9) BN 500 (5,8)
Slovenija, vi§jaravenm. 558 (3,0) MO 532 (37) M 532 (37) W
Slovenija, nizjaravenm. 448 (3,5) 408 (4,5) W 425 (39 BN
Slovenija 474 (3,5) W 437 (44) B 456 (4,00 W
Svedska 422 (41) B0 438 (3,9 W 430 (3,7) B
ZDA 478 (5,0) W 504 (6,00 W 455 (57) M

Preglednica 3. Dosezki iz posameznih poglavij matematike, TIMSS Advanced 2015.

Razlike v znanju matematike v Sloveniji

Eno glavnih sporo¢il rezultatov mednarodnega merjenja znanja matematike
so velike razlike med spoloma. V nobeni drzavi dekleta ne prekasajo fantov,
v precej drzavah pa so bili fantje bolj uspesni od deklet. Razlike med sre-
dnjesolci so Se posebej zaskrbljujoce vprico dejstva, da je na ravni osnovne
Sole precej drugace. V nekaterih drzavah (tudi v Sloveniji) razlik v dosezkih
med spoloma sploh ni, ponekod so dekleta celo uspesnejsa.

V Sloveniji so razlike v dosezkih med spoloma v srednji Soli precejsnje.
Analiza razlik med spoloma v Sloveniji skupaj s primerjavo dosezkov na ma-
turi pa nam postavlja nekatera tezka vprasanja o poucevanju matematike.

V raziskavi TIMSS so fantje v povprecju dosegli kar za 27 tock visji
rezultat od deklet (preglednica 4). To je v nasprotju s Solskimi ocenami, ki
se nagibajo v korist dekletom pri pouku in na maturi.

Rezultati mature v tockovnih ocenah so bili v letu 2015 za priblizno 0,5
tocke (od 8 tock) visji pri dekletih. Natancen pogled pove, da so bila dekleta
uspesnejsa od fantov le v skupini osnovne ravni mature (preglednica 5). V
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% Povprec¢ni matemati¢ni
dosezek
Drzava fantov Dekleta (s.n.) Fantje (s.n.) | Razlika (s.n.)
Slovenija, viSja raven mature 45 538 (34) 562 (55) 24* 3.3)
Portugalska 49 481 (3,00 483 (31) 2 36) 1
ZDA 51 470 (53) 500 (6,4) 30* (5.8)
Slovenija 40 449 (35) 476 (49 27* 4,7)
Slovenija, osnovna raven mature 39 424 (40) 447 47 23* (5,2)

*Razlika je statisti¢no znacilna.

Preglednica 4. Razlike v matemati¢nih dosezkih TIMSS Advanced 2015 med spoloma.

Fantje Dekleta Razlika
Povprecna Povpreéna
ocena SD ocena SD Fantje - dekleta
Osnovna raven mature 3,28 0,98 3,84 0,68 -0,56*
ViSja raven mature 6,02 1,60 6,11 1,39 - 0,09
Skupaj 4,08 1,72 4,64 1,47 -0,56*

*Razlika je statisti¢no znacilna.

Preglednica 5. Maturitetna ocena iz matematike po spolu in ravni mature.

povprec¢ju so dekleta v primerjavi s fanti pridobila ve¢ tock in s tem visjo
oceno pri ustnem delu izpita.

V sodelovanju med nacionalnim centrom raziskave TIMSS in Drzavnim
izpitnim centrom smo na ustrezen nacin izracunali zanimive korelacije med
rezultati obeh merjenj znanja. Na podoben nac¢in kot v sodelovanju ob
TIMSS 2008 [2] smo izracunali korelacije med dosezki TIMSS Advanced,
rezultati mature in zaklju¢nimi Solskimi ocenami.

Ce primerjamo vsebine obeh preizkusov znanja (Izhodisca TIMSS Ad-
vanced [6] in Katalog za maturo), ugotovimo, da bi med rezultati mature in
preizkusa TIMSS upravic¢eno pric¢akovali zelo korelirane rezultate. Oba sta
merila znanje s podrocja istih vsebin in enako dolo¢enih kognitivnih ravni
znanja. V povpreéju rezultati tudi so primerno korelirani, korelacija med
dosezki TIMSS Advanced in pisnim delom mature je visoka, med TIMSS
Advanced in ustnim delom mature pa nizka. Pri primerjavi rezultatov med
spoloma pa opazimo zanimivo anomalijo (preglednica 6).

Pricakovano je najviSja korelacija med ocenami na maturi in Solskimi
ocenami. Nepricakovano so dosezki TIMSS Advanced najbolj povezani s
Solskimi ocenami, edinim merjenjem, ki ni zunanje. Zelo nizka je korela-
cija med dosezki TIMSS Advanced in ocenami ustnega dela maturitetnega
izpita, najverjetneje tudi zato, ker se ustni dosezki dijakov med seboj zelo
malo razlikujejo.
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Korelirani doseZzki Dekleta Razlika* Fantje
Matura, osnovna raven, pisni del + TIMSS 0,56 = 0,57
Matura, vi$ja raven, pisni del + TIMSS 0,59 > 0,56
Matura, osnovna raven, ustni del + TIMSS 0,27 > 0,24
Matura, vi$ja raven, ustni del + TIMSS 0,23 < 0,26
Kon¢ne ocene na maturi, osnovna raven (1-5) + TIMSS 0,56 = 0,56
Konéna ocena na maturi, visja ravenl (1-8) + TIMSS 0,58 > 0,55
Solske ocene (1-5) + TIMSS 0,61 < 0,65
Solske ocene (1-5) + konéne ocene na maturi 0,66 < 0,76

*Vse korelacije so statisti¢no znacilne.

Preglednica 6. Korelacije med dosezki TIMSS Advanced, maturitetnimi in Solskimi
ocenami iz matematike po spolu.

Ker korelacije ne pokazejo sistemati¢nih razlik med obema rezultatoma
na lestvici moznih tock, opazujemo Se absolutne dosezke v obeh preizkusih.
Grafi ordinalne dominantnosti na sliki 2 primerjajo skupini fantov in deklet
glede na njihov dosezek in nazorno pokazejo vecji uspeh fantov v pisnem
TIMSS Advanced preizkusu in pisni maturi ter vec¢ji uspeh deklet v ustnem
delu mature. Ce bi bili skupini izenaceni, bi érta potekala po diagonali,
tako pa kaze dominantnost ene oziroma druge skupine [1]. Prikazana pro-
blemati¢nost ocenjevanja na ustnem izpitu na maturi je sicer ze prepoznan
problem tudi pri drugih maturitetnih predmetih [9].

TIMSS Advanced, matematicni dosezki Matura iz matematike, pisni del, visja raven Matura iz matematike, ustni del, osnovna raven

0% o 100%

Fantje OME(y)=0.6

Fantje OME(y)=0.5
g

Fantje OME(y)=0.5

T T T T —— T T
O% 0% 20% 0% 0% SO% 6% 70% 8% 90%100% G 0% 20%30% A% SO 60% T0% G SO0% 100% 0% 0% 20% 0% A% 5% 6% 0% B0% 90%100%

Dekleta OME(x) = 0.4 Dekleta OME()= 0.4 Dekleta OME(x)=0.5

Slika 2. Delez deklet v odvisnosti od deleza fantov, ki so dosegli posamezno Stevilo tock
na preizkusu TIMSS, pisnem in ustnem maturitetnem preizkusu.

TIMSS Advanced dosezki naras¢ajo z ocenami fantov in deklet obeh
ravni mature (slika 3).

Prikazani dosezki na sliki 3 opozarjajo na dvoje:
1. V raziskavi TIMSS so fantje ob enaki oceni na maturi ali v 8oli kot
dekleta pokazali visje znanje.

2. Dijaki, ki so na raziskavi TIMSS pokazali enako znanje, so bili v Soli in
na maturi ocenjeni z vi§jo oceno, ce so bili dijaki osnovne ravni mature,
in z nizjo oceno, ¢e so bili dijaki vi§je ravni mature.
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Dosezki TIMSS Advanced in matura iz Dosezki TIMSS Advanced in Solske ocene iz
matematike matematike

650

600

550

500

450

400

350
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5

—®— Dekleta, osnovna raven Dekleta, visja raven

~—®—Fantje, osnovna raven ~~® " Fantje, vija raven

Slika 3. Dosezki TIMSS Advanced glede na maturitetno in Solsko oceno.

Med enako ocenjenimi dijaki v Soli in na maturi so fantje vedno dosegli
vi§ji TIMSS dosezek kot dekleta. Fantje viSje ravni mature z maturitetno
oceno 5 so v TIMSS pokazali skoraj enako znanje kot dekleta z oceno 6.
Skoraj enak dosezek TIMSS imajo fantje z maturitetno oceno 6 kot dekleta
z oceno 7. Podobno velja za razlike med osnovno in visjo ravnjo mature. Pri
istem dosezku TIMSS so dijaki vi§je ravni mature iz matematike na maturi
in v Soli dobili nizjo oceno kot dijaki osnovne ravni. Enako velja za dijakinje.

Da dijaki z enakim povpreé¢nim znanjem matematike na osnovni ravni
mature dobijo vi§jo oceno kot na visji ravni, ali dekleta visjo oceno kot
fantje, prav gotovo nista zazelena rezultata mature. Za visje ocene deklet
na ustnem delu mature je lahko ve¢ razlogov. Visje ocene deklet na ustni
maturi bi lazje razumeli, ¢e bi lahko z dodatno nacionalno raziskavo ugo-
tovili, kateri izmed treh vrst razlogov prevladujejo: ali so dekleta na ustni
maturi relativno bolje ocenjena za enako znanje kot fantje morda tudi zato,
ker imajo ucitelji o njih vnaprej ustvarjeno bolj pozitivho mnenje; ali so
dekleta na ustni maturi relativno bolje ocenjena, ker so se bolj temeljito
pripravila za ustni izpit iz mature, ¢eprav matematiko slabse razumejo; ali
so dekleta na ustni maturi relativno bolje ocenjena zato, ker svoje znanje
bolje demonstrirajo ustno, pisni preizkusi pa tega ne zaznajo? Dejstvo, da
pri enakem znanju dobi$§ vi§jo oceno na osnovni ravni maturitetnega izpita,
zelo verjetno vpliva tudi na manjSe zanimanje za maturo na visji ravni, kar
je Se eden od rezultatov TIMSS raziskave. Od leta 2008 do 2015 se je delez
dijakov visje ravni v populaciji zmanjsal z 10 % na 8 % (preglednica 2), zato
je nadaljnje raziskovanje problema ocenjevanja na maturi nujno.
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Katerih matematic¢nih sposobnosti matura ne opazi?

Iz primerjav sklepamo, da matura ne prepoznava dolo¢enega znanja, ki ga je
zaznal TIMSS Advanced med fanti. Primerjava dosezkov med vsebinskimi
podrocji pokaze za ve¢ kot 20 toc¢k (pri mednarodnem povprecju 500) visje
znanje fantov od deklet v skupini dijakov vi§je ravni mature, in sicer iz vseh
treh vsebin, algebre, analize in geometrije. Med dijaki osnovne ravni imajo
fantje visje dosezke pri analizi in geometriji, ne pa pri algebri. Zanimive so
razlike med spoloma glede na kognitivne ravni.

V preglednici 7 so povpreéni dosezki pri nalogah treh kognitivnih ravni
glede na spol in maturitetno oceno. Jasno se vidi, da so razlike med spoloma
najvisje na podro¢ju sklepanja. Razlike v dosezkih TIMSS Advanced iz
znanja dejstev in uporabe znanja niso statisti¢no znacilne med dijaki visje
ravni mature (z ocenami 6, 7 in 8). V dosezkih iz sklepanja pa so vsi fantje
prehiteli enako ocenjena dekleta. Fantje z nizjimi maturitetnimi ocenami
(5 ali manj) so v TIMSS Advanced torej dosegli visji rezultat od deklet na
vseh treh kognitivnih ravneh.

Povprecni dosezek - Raz- Povprecni dosezek — Raz-  Povprecni dosezek — Raz-
Maturi- sklepanje lika uporaba znanja lika znanje dejstev lika
tetna Dek- Dek- Dek-
ocena Fantje (s.n.) leta (s.n.) Fantje (s.n.) leta (s.n.) Fantje (s.n.) leta (s.n.)

8 617 (9,2) 585 (86) 33* 623 (7,9 602 (11,00 21 621 (86) 604 (7,2) 17
570 (7,6) 544 (7,4) 26* 581 (8,8) 567 (55) 14 579 (9,9) 573 (65) 6
555 (13,1) 521 (6,3) 34* 569 (11,9) 551 (8,9) 19 568 (9,7) 551 (5,5) 17
514 (8,0) 481 (59) 33* 533 (7,00 509 (4,9) 23 531 (69) 510 (4,8) 21*
475 (5,6) 439 (50) 37* 493 (58) 469 (3,9) 24* 491 (8,2) 468 (3,2) 23*
433 (6,2) 407 (6,1) 26*% 452 (52) 435 (4,3) 16* 450 (7,4) 431 (4,6) 19*
402 (8,3) 373 (8,6) 29* 420 (6,9) 402 (6,6) 18* 420 (7,8) 402 (51) 18*

Razlika je statisti¢no znacilna.

* N W B 0O

Preglednica 7. Razlike med dosezki TIMSS Advanced na kognitivnih podrocjih po
maturitetni oceni in spolu.

Rezultati nakazujejo, da matura na visji ravni izmeri in Se primerljivo
nagradi podobno matemati¢no znanje dejstev in uporabo znanja med dekleti
in fanti kot TIMSS Advanced. V enakem obsegu kot v preizkusu TIMSS
Advanced pa matura najverjetneje ne prepozna znanja najvisje kognitivne
ravni, sklepanja. Matura iz matematike na osnovni ravni pa najverjetneje
ne prepozna dela matemati¢nega znanja vseh treh kognitivnih ravni, ki so ga
pokazali fantje pri reSevanju sicer dokaj zahtevnih nalog TIMSS Advanced.

Kaksne so razlike med Solami?

V letu 2015 je bil vzorec sodelujocih dijakov v raziskavi TIMSS zasnovan
tako, da bi lahko pravilno izmerili razlike med dijaki, ki se odlo¢ajo za

136-157 153



Barbara Japelj Pavesi¢ in Gasper Cankar

osnovno in visjo raven matematike na maturi. Glede na na¢rtovane maturi-
tetne predmete dijakov so bile srednje Sole s programom splo$ne gimnazije
razdeljene v §tiri skupine:

1. Veliko vigje ravni mature iz matematike: Sole z maturanti (tudi iz fizike),
kjer je bil delez kandidatov za viSjo raven mature iz matematike visji
od 25 %.

2. Malo visje ravni mature iz matematike: Sole z maturanti (tudi iz fizike),
kjer je bil delez kandidatov za viSjo raven mature iz matematike nizji
od 25 %.

3. Zelo malo ali brez viSje ravni mature iz matematike: Sole z maturanti
(tudi iz fizike), kjer ni nihée ali so le posamezniki izbrali matematiko
na visji ravni.

4. Brez fizike: Sole brez maturantov iz fizike.

Deleze dijakov in dijakinj glede na celo populacijo splosnih maturantov
v posameznih skupinah prikazuje slika 4. Med vsemi maturanti je petina
deklet v Solah z veliko vi§je ravni matematike, vendar pa je petina fantov v
Solah, kjer se za visjo raven mature iz matematike odlo¢a malo vpisanih ali
pa le posamezniki. V Solah brez fizike je dvakrat toliko deklet kot fantov.

veliko visje ravni matematike
malo visje ravni matematike
brez ali zelo malo visje ravni matematike
H— 0, O/

Slika 4. Porazdelitev deklet in fantov po skupinah Sol (vzorec).

Rezultati primerjave v znanju pokazejo velike razlike v dosezkih TIMSS
med skupinami (preglednica 8). Dosezki padajo od $ol z ve¢ prijavljenimi na
vi§jo raven mature do Sol z manj prijavljenimi na vi§jo raven mature, med
dijaki na osnovni ali dijaki na vi§ji ravni mature. Tudi na Solah z zelo malo
prijavljenimi na visjo raven mature so dijaki, ki pa so imeli namen maturo
opraviti na vi§ji ravni, na preizkusu TIMSS pokazali veliko visje znanje
od dijakov na osnovni ravni. Ce upostevamo, da na teh Solah ve¢inoma
prevladuje pouk za osnovne standarde znanja na maturi in ti dijaki nimajo
vedno enako intenzivne priprave za visjo raven mature kot na Solah z velikimi
razredi kandidatov za viSjo raven, je to dober rezultat.

Analize so pokazale, da so v Sloveniji dosezki dijakov pri matematiki
mocno povezani s Stirimi dejavniki: izbiro ravni mature iz matematike,
izbiro fizike za maturitetni predmet, spolom in naklonjenostjo do ucenja
matematike. Z ustreznimi statisticnimi modeli je mogoce s temi Stirimi
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veliko visje ravni malo visje ravni zelo malo visje ravni brez fizike
matematike matematike matematike
B matematicnidosezek  Oznanje dejstev.  Ouporabaznanja  Bsklepanje
V Mate-
. A) raven % dijakov a‘?. znanje uporaba Skle-
Skupina d”a-mature v skupini mati¢ni  s.n. deistev. 5™ | znania 5™ e 5™
kov P dosezek ) | panj
. losnovna 96 379,60 9,19 | 384,04 7,89 | 386,16 9,00 | 358,07 9,67
brez fizike 12 | .
visja 4 511,16 24,30| 512,82 31,56| 522,98 30,44|494,30 34,91
zelo malo 25 losnovna 89 431,94 10,29| 437,67 10,70| 435,05 10,87|412,22 11,79
visje ravni m. visja 11 518,43 10,83| 529,71 15,70| 527,65 13,49|501,86 14,53
malo vije 29 losnovna 79 440,64 4,00 | 448,60 3,90 | 447,18 3,44 (422,74 4,23
ravni m. visja 21 543,34 6,77 | 550,06 8,07 | 550,28 7,87 |531,14 7,68
veliko vi3je a4 losnovna 58 456,90 3,53 | 464,47 4,01 | 460,33 5,53 | 440,22 4,36
ravni m. visja 42 557,57 3,71 | 561,67 4,77 | 563,11 4,86 | 543,82 5,48

Preglednica 8. Skupni uspeh in uspehi na posameznih kognitivnih podro¢jih med sku-
pinami Sol in dijaki, ki so izbrali osnovno ali vi§jo raven mature.

dejavniki pojasniti velik del variabilnosti dosezkov posameznikov in skupin.
Podobno je bilo ze z raziskavo TIMSS leta 2008, le da se je vpliv posameznih
dejavnikov spremenil. Od leta 2008 do leta 2015 opazimo povecanje vpliva
»spola« in »ravni mature«, vpliv »naklonjenosti do u¢enja matematike« pa
se je zmanjsal.

Vecji pomen spola in ravni mature ter manjsi pomen naklonjenosti do
matematike v letu 2015 kazejo, da je za dijakovo visoko znanje matematike
najpomembnejsa izbira visje ravni mature, medtem ko vecje veselje do uce-
nja matematike ni tako pomembno. Ve¢ matematike se naucijo dijaki, ki
izberejo visjo raven mature v primerjavi z dijaki na osnovni ravni, ki imajo
do matematike sicer iskreno veselje. Slovenija med drugimi drzavami (tako
v raziskavi TIMSS kot PISA) sicer izstopa s skoraj najnizjim veseljem di-
jakov do naravoslovnih predmetov in matematike. Kakor kazejo rezultati
primerjav v osnovni Soli, je Slovenija z nasprotjem med nenaklonjenostjo
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ucenju matematike in hkrati z relativno visokimi dosezki slovenskih dija-
kov podobna azijskim drzavam, za katere je tradicionalno znacilna najnizja

Zakljucek

Raziskava TIMSS je obsezna in kompleksna in taksna so tudi njena sporo-
¢ila. Skupaj je bilo izmerjenih in zabelezenih ve¢ sto podatkov za vsakega
dijaka in s tem posredno tudi za vsakega ucitelja in Solo. V analizi razlik
znanja med dijaki smo se osredotocili na povezanost uspesnosti s spolom, na
znacilnosti nalog preizkusa, na ocenjevanje v $oli in na naklonjenost dijakov
do matematike.

V primerjavah se je pokazalo, da ucéiteljeve ocene matemati¢nega znanja
pri pouku izkazujejo relativno dobro povezanost z neodvisnimi mednaro-
dnimi ocenami znanja, medtem ko so tako ocene pri pouku kot maturitetne
ocene (glede na iste dosezke TIMSS) boljse pri dekletih kot pri fantih. V
okviru mature pa je ocenjevanje ustnega dela z vidika razlik med spoloma
najbolj problemati¢no.

Pri nas obicajno tezavnost naloge narasca s kognitivno zahtevnostjo. V
raziskavi TIMSS pa so naloge sestavljene tako, da je tezavnost neodvisna
od kognitivnih ravni. Nekatere naloge preverjajo sklepanje in niso tezke,
druge preverjajo poznavanje dejstev in so tako tezke, da jih resi le majhen
del dijakov. S TIMSS Advanced 2015 smo zato izmerili znanje sklepanja
tudi med srednje in manj uspesnimi dijaki. Fantje so sposobnost sklepanja
izkazali v vec¢jem obsegu kot dekleta. Ker pri maturi ne merimo rezultatov
po vsebinah in kognitivnih ravneh, tudi ne vemo, ali so dekleta pri maturi
morda pokazala ve¢ znanja od fantov iz vsebin, ki jih TIMSS ne meri, na
primer iz verjetnosti.

Med letoma 2008 in 2015 je stopil v veljavo prenovljeni uéni nacrt za
gimnazije, ki vzpodbuja ucitelje k avtonomni doloc¢itvi zaporedja obravnave
snovi. Obenem so bolj jasno zapisani cilji in vsebine, ki so izbirni in se jih
dijaki ucijo po presoji uciteljev. Ob zadnji raziskavi TIMSS 2015 so ucitelji
porocali, da si prizadevajo za poucevanje, ki bi pri dijakih doseglo vecje
znanje visjih kognitivnih ravni, ¢esar v prejsnjih Studijah nismo zaznali.
Kljub relativno dobrim dosezkom ne smemo spregledati vse vecje razlike
med znanjem dijakov obeh ravni mature. Ob opazovanju trendov je treba
upostevati Se, da so maturanti, ki so sodelovali v raziskavi leta 2015, opravili
devetletno Solo, medtem ko so bili dijaki, ki so sodelovali v TIMSS 2008,
zadnja generacija stare osemletne osnovne $ole.

Iz povezav med dosezki in odgovori dijakov in uciteljev na spremljevalne
vpraSalnike je mogoce pridobiti Se veliko drugih zanimivih informacij. Na
primer to, da se vecina slovenskih dijakov z dobrim uspehom iz matematike
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(obi¢ajno na visjem nivoju mature) odloca za studij in zaposlitve s podrocja
matematike, naravoslovja in tehnike.

Podatki raziskave so javno dostopni in veseli bomo, ¢e bodo delezni
uporabe. Se posebej si zelimo uporabe, ki bi preko zanimivih nadaljnjih
ugotovitev pripomogla k boljSemu pouku in celovitejSem znanju matema-
tike. Ogromne mednarodne podatkovne baze so dober vir podatkov pri
ucenju in razvijanju statisticne metodologije. Od junija 2017 so vsi podatki
zbrani na javnem spletiséu ILSA Gateway (www.ilsa-gateway.org/). Tre-
nuten trend je razvoj knjiznic za paket R, s katerimi bi lahko najmodernejse
statisti¢ne analize opravili tudi za izobrazevalne podatke z vsemi njihovimi
znacilnostmi in omejitvami. Podatki so za nas najbrz zanimivi tudi zato, ker
podobnih ne bo ve¢. Slovenija je namre¢ po letu 2016 prekinila sodelovanje
v TIMSS.
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NOVE KNJIGE

Benjamin Wardhaugh, A Wealth of Numbers: An Anthology of
500 Years of Popular Mathematical Writing, Princeton University
Press, Princeton, New Yersey, 2012, 370 strani.

Avtor, ki ga bralci Obzornika poznajo ze
po knjigi How to read historical mathema-
tics, je tokrat zbral reprezentativna mate- An Anthology of 500 Years
maticna besedila, ki so jih napisali znani [QNEUEIENEGENENISRITTIINT
pisci o matematiki v obdobju zadnjih 500 ;
let oziroma po Gutenbergovi iznajdbi tiska.
V tem obdobju se je, kot pravi, pojavila in
izginila cela vrsta zanrov, tipi¢nih (v dolo-
¢enem ¢asu in okolju priljubljenih) nac¢inov
pisanja o matematiki. Ta besedila so bila
namenjena razlicnim matemati¢nim obéin-
stvom, pojavljala so se v razlicnih druzbe-
nih kontekstih, osvetljevala so razlicne vi-
dike uporabe matematike in nacina razmi-
Sljanja o njej.

Enajst poglavij te knjige z nekaj vec kot
100 odlomki iz v svojem ¢asu znamenitih ali
vsaj znanih matematiénih knjig tako pripo-
veduje nekoliko drugacno zgodbo o zgodovini matematike, kot jo sicer po-
znamo iz knjig, ki govore o razvoju matemati¢nih idej. Nekatera poglavja
(1, 3, 5 in 7) obravnavajo razvedrilno matematiko: igre in uganke, popula-
rizacije in zabavne zgodbe. Druga (2, 4, 6 in 8) prikazujejo matematiko v
ucilnici in v razliénih uporabah. Poglavji 9 in 10 sta bolj refleksivni, govorita
o tem, kako naj bi se matematiko ucilo in poucevalo, ter zakaj. Zadnje, 11
poglavje, pa obravnava avtorju najljubSo tematiko: matematiko v povezavi
z literaturo.

Kot pravi Wardhaugh, je bilo zanj najtezje iz obilice besedil o matema-
tiki, namenjenih SirSemu obc¢instvu (torej ne prvenstveno matematikom) se-
staviti ¢im bolj raznoliko antologijo, v kateri bodo uravnotezeno zastopana
tako dela, ki pripadajo »glavnemu toku«, kot tudi bolj ekscentri¢na dela.
Tako se, po avtorjevih besedah, v knjigi izmenjavajo slavna in obskurna
besedila, elegantna in ¢udna. Za tiste bralce, ki bi si zeleli Se ve¢ podobnega
¢tiva, priporoca dve antologiji, za kateri pravi, da sta med najbolj§imi: Ja-
cqueline Stedall, Mathematics emerging: a sourcebook 1540-1900 (Oxford,
2008), ter Marcia Ascher, Mathematics elsewhere: an exploration of ideas
across cultures (Princeton, 2002).

A WEALTH OF NUMBERS
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Fokus te antologije matemati¢nih besedil je torej za matemati¢no knjigo
precej nenavaden: bralec ima namrec priloznost kriticno primerjati ne samo
matematic¢ne vsebine, ki jih obravnavajo posamezni pisci, temve¢ tudi njihov
slog pisanja. Tako v tej antologiji najdemo Stevilna slavna imena, ki jih sicer
poznamo iz zgodovine matematike, nismo pa Se nikoli dejansko prebrali
nobenega odlomka njihovih izvirnih besedil!

Vsak v antologijo vkljuceni pisec je na kratko predstavljen, na kratko
je okarakterizirano tudi delo, iz katerega je vzet izbrani odlomek, omenjeno
je npr. kolikokrat je bilo izdano, kateri publiki je bilo namenjeno in kaksne
vrste pristop k matematiki je avtor uporabljal.

Tako je npr. Humfrey Baker v svojem delu The well-spring of sciences
iz leta 1564 (zadnja izdaja iz leta 1670 je bila preprosto imenovana Baker’s
Arithmetick) bralce osupljal s preprostimi aritmeti¢nimi triki dolo¢anja Ste-
vil, podvrzenih dolocenim transformacijam. Tako je npr. rezultate meta
treh kock z,y, z »skril« v trimestno stevilo 100z + 10y + z + 250, od koder
jih je bilo seveda mogoce zlahka rekonstruirati.

Podobno je Jacques Ozanam (1640-1717) ze leta 1708 v knjigi Profita-
ble and delightful problems, poleg raznih geometrijskih konstrukcij ter ma-
temati¢nih ugank in trikov, predstavil tudi znani problem prelivanja vina
iz posode z 8 pinti s pomoc¢jo praznih posod s po 3 in 5 pinti tako, da na
koncu dobis v eni posodi 4 pinte.

Henry Ernest Dudeney (1857-1930) je v svojem klasi¢nem delu s podro-
¢ja razvedrilne matematike Amusements in mathematics iz leta 1917 podal
samo probleme (z ilustracijami), a brez resitev. Med njimi najdemo npr.
probleme, s koliko najmanj nepretrganimi potezami (brez dviga svinénika
s papirja) lahko nariSemo dolo¢ene geometrijske vzorce. Najdemo tudi pri-
mere grafov, v katerih je treba poiskati hamiltonski ali pa Eulerjev obhod.

Avtor je v knjigo (z dovoljenjem) uvrstil tudi nekaj znanih iger (Spro-
uts, Nought and Crosses, Femto, Nim) s spletne strani nrich.maths.org,
za katero pravi, da je eden izmed najbolj priljubljenih spletnih virov za
matemati¢ne aktivnosti najrazlicnejsih vrst.

Drugo poglavje, posveceno prehodu od aritmetike k algebri, avtor zacne
z ugotovitvijo, da aritmetika nikoli ni premogla svojega Evklida oziroma
dela, ki bi po pomembnosti bilo primerljivo z njegovimi Elementi. Med pi-
sci, ki so po odkritju tiska dolgo ¢asa dominirali na tem podrocju, je najprej
omenjen Robert Recorde (1512-1558), eden prvih avtorjev matematiénih
ucbenikov v angleskem jeziku. V nekoliko dolgoveznem dialogu med ucite-
ljem in uéencem je opisano, kako se sesteva in odsteva, npr.: Ce imam npr.
160 knjig v latinskem jeziku in 150 v grskem jeziku in bi rad vedel, koliko
jih je skupaj, moram napisati ti dve Stevili eno nad drugo, vecje zgoraj, tako
da je prva Stevka enega pod prvo Stevko drugega, druga pod drugo, in tako
dalje . ..
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Nove knjige

Thomas Masterson je v svoji knjigi First booke of arithmeticke iz leta
1592, namenjeni bolj »nobel« ob¢instvu (angl. »aimed at rather more gen-
tlemanly readers«), zagovarjal stalis¢e (Wardhaugh mu pravi kar »reklamni
slogan«), da je aritmetika »zelo potrebna vsakemu cloveku«. Nato podrobno
opise, kako se mnozita dve §tevili, na primeru mnozenja Stevil 784378 in
987.

John Tapp (1575-1631) v svoji knjigi The path to knowledge iz leta 1621
posnema dialoski slog Roberta Recorda, le da pri njem (namesto ucitelja in
ucenca) nastopata junaka » Theodore« in »Junius«, ki se s skupnimi mo¢mi
prebijata skozi osnovna pravila rac¢unanja z ulomki, kot v primeru krajSanja
ulomkov: £ — 32 — 18 _ &

Decimalne ulomke ki th je vpeljal zgodaj v 17. stoletju nizozemski in-
zenir Simon Stevin, je v svoji knjigi iz 1695, posveceni predvsem trgovski
matematiki, opisal Edward Hatton takole: » Decimalni ulomek se od vulgar-
nega' razlikuje v tem: da je imenovalec decimalnega ulomka bodisi 10, ali
neka potenca 10, npr. 100, 1000, 10000 itd.«

»Pravilo treh« za racunanje cetrte koli¢ine d = %b iz razmerja a : b =
¢ : d ima po avtorjevih besedah Stevilne prakti¢ne uporabe, zavzema pa
vmesni polozaj med numeri¢no specificnostjo aritmetike in abstrakcijo ter
generalizacijo algebre. To pravilo najprej spoznamo v odlomku Wardhaugha
Thomsona iz 1771, ki v zvezi z njim niza razna opazanja, kot npr. da je
produkt skrajnih ¢lenov sorazmerja enak produktu notranjih ¢lenov: ad =
bc, nato pa je opevano Se v 40 verzih izpod peresa Nathana Withyja iz
leta 1792: » The Golden rule has always been/ composed of numbers three.
/these stated right will find a fourth,/shall in proportion be ... by it ten
thousand things are done/ ten thousand different ways,/ and he that learns
it perfectly/ will merit fame and praise.«.

V knjigi najdemo tudi odlomke iz slavnih del, kot je npr. Newton for
the ladies Francesca Algarottija iz leta 1739: » Sir Isaac Newton, sem nada-
ljeval, je osnoval svojo shemo v geometriji, ki jo lahko imenujemo njegova
domovina. Najgprej je pokazal, da ce telo v gibanju priviaci tocka, bodisi
premic¢na bodisi negibna, bo opisalo okrog te tocke enake ploscéine v enakih
casth, in v splosnem, da bodo plos¢ine sorazmerne ¢asom; in nasprotno, ce
telo opisSe okrog premicne ali negibne tocke ploscéine sorazmerne ¢asom, ga
bo priviacila ta tocka.«

O zgodovini diferencialnega racuna in Newtonovih odkritjih je izredno
zanimivo in filozofsko poglobljeno pisal tudi njegov navduseni zagovornik

!To presenetljivo slabsalno poimenovanje ulomkov z druga¢nimi, nedesetigkimi ime-
novalci naj bi bralce odvrnilo od njihove uporabe? Samo ugibamo lahko, kaj bi na to
»cenzuriranje imenovalcev« rekli stari Egipcani, ki so vse ulomke, razen %, izrazali kot
vsote ulomkov %, torej so v bistvu »cenzurirali Stevce«, razlicne od 1. Zgodovina se

ponavlja.
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Voltaire (1694-1778) v treh izmed svojih 24 Letters concerning the English
nation iz leta 1733, ki ga vcasih imenujejo tudi prvo delo razsvetljenstva:
» Labirint in brezno neskonénosti je prav tako mova smer, ki jo je ubral sir
Isaac Newton, in dolgujemo mu kljué, s pomocjo katerega lahko sledimo
njenim razlicnim vijuganjem.<«

V knjigi, katere naslov bi lahko prevedli kot Bogastvo stevil, najdemo
tudi modernejsa besedila, npr. Carl Boyer v knjigi A history of Mathematics
iz leta 1968, ki je postavila visoke standarde za vse nadaljnje zgodovinarje
matematike, pripoveduje o Eulerju kot o uteleSenju analize.

Med odlomki bolj znanih avtorjev je treba omeniti vsaj Se W. W. Ro-
use Balla (1850-1925), ki je v znamenitem delu Mathematical recreations
and problems of past and present times iz leta 1892, nekaksni zgodovini
razvedrilne matematike, poleg sofisticiranih porocil o znamenitih anti¢nih
problemih podvojitve kocke, tretjinjenja kota in kvadrature kroga med dru-
gim pogosto predstavil razline mozne resitve istega problema. Omenja tudi
argument (ne pa dokaz!), ki naj bi po njegovem mnenju govoril v prid (kazal
na pravilnost) slavnega Izreka Stirih barv (ki pa je ostal nedokazan Se skoraj
sto let!).

Obilica in pestrost prispevkov v knjigi je resni¢no fascinantna: v njej
najdemo npr. Se porocila o razlicnih matemati¢nih in astronomskih instru-
mentih, sonénih urah, pa eseje o pomembnosti matematike ter modernega
znanstvenega raziskovanja izpod peresa Josepha Glanvilla iz leta 1664: Ge-
ometrija, ki je tako temeljno koristna znanost, da brez mje me moremo v
nobent dobri meri razumeti zgradbe vsevednega arhitekta v kompoziciji ve-
likega sveta, in nas samih. » Theos geometrei« (» Bog geometrizira«) je bil
izursten Platonov izrek; in vesolje je treba spoznati z umetnostjo, s katero je
bilo ustvarjeno.?. Wardhaughu je vsekakor uspelo sestaviti izvrsten izbor be-
sedil o matematiki, namenjenih SirSemu obé¢instvu. Podobno, zagotovo nié¢
manj zanimivo in matemati¢no tehtno, antologijo matemati¢nih besedil in
matematic¢nih piscev bi bilo dobro narediti tudi v nasem prostoru iz besedil
slovenskih matematikov (preteklih stoletij in vse do danes). Skrajni ¢as je
namrec¢, da se nauc¢imo promovirati najboljSe v nasi matematiki tako, kot
to pocnejo t. i. veliki narodi, med drugim tudi s pisanjem privla¢nih knjig
za §irSe ob¢instvo (in njihovim kasnej$im prevajanjem v druge jezike). Sve-
tovljanstvo namre¢ ni hlapcevsko klanjanje vsemu tujemu, ampak pomeni
tudi kleno spostovanje lastne znanosti, kulture in jezika, na kar pripadnike
t. i. malih narodov nikoli ni odve¢ znova in znova spominjati.

Juriy Kovic¢

2Vsi samostalniki v tem stavku so, podobno kot zgoraj pri Algarottiju in Voltairu, v
izvirniku pisani z veliko zacetnico. To se nam danes zdi nenavadno, starinsko, poleg tega
pa je skregano s pravopisom.
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