MATEMATIKA

MARJAN JERMAN

Moderno resSevanje sistemov linearnih enacb v veliki
meri sloni na Gaussovem (1777-1855) ¢lanku iz leta
1809, ko je ob opazovanju asteroida Pallas reSil sis-
tem enajstih enacb s Sestimi neznankami. Njegovo
metodo sta izpopolnila in modernizirala James Jo-
seph Sylvester (1814-1897), ki je leta 1850 uvedel
matrike, in Arthur Cayley (1821-1895), ki je matrike
povezal s sistemi linearnih enacb.

Bralca na primeru spomnimo, kako danes poteka
Gaussova eliminacija. ReSili bomo naslednji sistem
linearnih enacb:

3x+2y+2z+u=-1
X+y+z+5uU=5
2X+y+z+5u=3

x+2y—-4z+3u=11

Postopoma bomo na videz zapleten sistem enacb
pretvorili v ekvivalenten, a veliko bolj enostaven in
laZje reSljiv sistem. Pri tem bomo izvajali t. i. Ga-
ussove transformacije, ki ohranjajo mnozico reSitev
sistema enacb:

(a) Vrstni red enacb lahko zamenjamo.

(b) Enacbo lahko pomnoZimo s Stevilom, ki ni ena-
ko 0.

(c) Poljubni enacbhi smemo priSteti poljuben vec-
kratnik kake druge enacbe.

Ker se Zelimo izogniti racunanju z ulomki, najprej

zamenjajmo vrstni red prve in zadnje enacbe:

X+2y—-4z+3u=11
X+y+z+5uU=5
2X+y+z+5u=3

3x+2y+2z+u=-1

Prvo enacbo ohranimo in hkrati uporabimo zato, da
z odStevanjem njenih veckratnikov odstranimo spre-
menljivko x iz ostalih enacb (od druge enacbe od-
Stejemo prvo enacho, od tretje dvakratnik prve in od
Cetrte trikratnik prve):

x+2y—-4z+3u=11
-y +5z+2u=-6
-3y +9z-u=-19
-4y + 14z -8u = -34
Sedaj prepiSemo prvo in drugo enacbho ter s pomo-
¢jo druge enacbe uni¢imo spremenljivko y v ostalih
enacbah:
x+2y—-4z+3u=11
-y +5z+2u=-6
—6z-7u=-1
-6z —16u = -10
Na koncu prepiSemo prve tri enacbe in se s pomocjo
tretje znebimo spremenljivke z v Cetrti enacbi:
X+2y—-4z+3u=11
-y +5z+2u=-6
—6z—-7u=-1
-9u =-9

Sedaj reSujemo enacbe od spodaj navzgor: u = 1

—6z-7u=-1=>-6z2=6=>2z=-1
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- y+5z+2u=-6=>-y-54+2=-6=>y =3

x+2y—-4z+3u=11=>x+6+4+3=11=>x = -2
Postopek je izjemno uc¢inkovit. Tisti, ki jih zanima
racunalniS$tvo, so morda opazili, da potrebujemo le

eno tabelo za shranjevanje koeficientov, ki jih med
postopkom zamenjujemo z novimi:
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2 -4 3 11

0o -6 -7 -1

0 -6 -16 -10

1 2 -4 3 11

0 -1 5 2 -6

0O 0 -6 -7 -1

0O 0 0 -9 -9
Postopek odkrije tudi bolj neobicajne primere, ko

sistem enacb bodisi ni resljiv ali pa je reSitev vec.
Gaussov postopek, recimo, sistem enacb

x+2y =3, 2x+4y =7,
prevede v sistem
x+2y=3, 0=1,
ki je ocitno protisloven.
Sistem
xX+2y =3, 2x+4y =6

pa prevede na sistem

x+2y=3, 0=0,

ki ima neskon¢no reSitev oblike x = 3 — 2.

Ze zelo stare civilizacije so pri reSevanju praktic-
nih problemov naletele na sisteme linearnih enacb.
Poraja se zanimivo vprasanje, kako so jih reSevali,
Ce vemo, da niso premogli niti udobnega matematic-
nega zapisa niti osnovnega znanja linearne algebre.
Poglejmo si nekaj najbolj zanimivih utrinkov iz zgo-
dovine matematike.
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Rhindov papirus je zvitek Sirine 32 cm in dolZine 536 cm. Na
sliki je manjsi sredinski kos papirusa.

Vecino stare egipCanske matematike poznamo
preko dveh papirusov, ki izvirata iz obdobja nekje
med 1850 in 1650 let pr. n. §t. Tako imenovani Rhin-
dov papirus je Skotski arheolog Alexander Henry Rh-
ind (1833-1866) kupil v Luxorju, danes pa ga lahko
najdete v Britanskem muzeju. Pisar Ahmes je zapisal
84 problemov. Stiriindvajseti se glasi:

Ce neki kolicini dodamo njeno Cetrtino, dobimo 15.
Koliksna je ta koli¢ina?

Problem reSi s tedaj obicajno metodo napacne
predpostavke. Najprej poskusi, ¢e je morda 4 ustre-
zna reSitev. Ker je

4
4+—-=5
4 y
kar je trikrat manj kot Zelenih 15, napacno reSitev
poveca za trikrat in s tem dobi pravo reSitev 12. Res
je
12
12+ — =15.
4
Radovedni bralci, pomislite, ali lahko takS$no skle-
panje uporabimo za reSevanje bolj zapletenih enacb!

O babilonski matematiki vemo veliko vec, ker so se
dobro ohranili zapisi na glinenih ploscicah. 1z pribli-
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Babilonska glinena ploscica VAT8389

7no istega obdobja kot Rhindov papirus izhaja gli-
nena tablica Stevilka 8389, ki jo hranijo v Muzeju an-
ticnega Bliznjega vzhoda v Berlinu. Da bo vsebina
tablice laZje razumljiva, najprej navedimo babilon-
ske merske enote: bur in sar sta ploSc¢inski meri,
bur = 1800 sar, sar = 36 m?; kur in sila pa pro-
storninski meri, kur = 300 sil, sila = liter.

Naloga se glasi takole:

Prvo polje da 4 kur/bur psSenice drugo pa 3
kur/bur. Prvi pridelek presega drugega za 500 sil.
Skupna povrsina obeh polj je 1800 sar. Koliko pri-
delka je zraslo na posameznem polju?

V danaSnjem matemati¢nem jeziku bi nalogo za-
pisali kot sistem dveh linearnih enacb:

x +y =1800
4-300 3-300
1800 X ~ 100 Y = 000

Babilonci takSnega zapisa niso poznali, prav tako ni-
so poznali Gaussovega postopka eliminacije. ReSeva-
nja so se lotili zelo premeteno. Da bo njihova resSitev
bolj jasna, jo zapiSimo v danasnji notaciji.

Najprej so izracunali

xX+y
2

= 900.

Nato so uvedli novo spremenljivko

ki je z velikostima polj povezana z enostavnima zve-
zama

_Xty x-y _

X = > +72 900 + z,
Xty X-y _ 3
Yy = > > 900 — z.

S pomocjo nove spremenljivke se druga enacba v sis-
temu prevede na linearno enacbho

%(900 +2z) - %(900 - z) = 500,

ki je ekvivalentna enostavnejsi enacbi

7

6Z = 350.

Od tod so dobili z = 300, x = 900 + z = 1200 in
v =900 — z = 600. Tako prvo polje meri 1200 sar,
drugo pa 600 sar.

Pripomniti je treba, da je sistemati¢no pridobiva-
nje enostavnejsih ekvivalentnih enacb opisal Sele Al
Khwarizmi (780-850) v svojem delu Hisab al-jabr
w’all-muqabala. Postopek al-jabr v danaSnjem je-
ziku dopolni levo in desno stran enacbe tako, da iz-
nic¢i negativne ¢lene, postopek al-muqgabala pa enac-
bo uravnotezi, t. j. pokrajSa enake vrednosti na obeh
straneh enacbe. Radovedni bralec je morda iz nena-
vadnih arabskih besed razbral, od kod pride beseda
algebra.

Leonardo Fibonacci (1175-1235) je v svoji knjigi Li-
ber abaci zapisal naslednji nenavadni problem o (po-
zitivnem) premoZenju petih moz in nepraznem mos-
njicku:

Prvi in drugi moZ imata skupaj z mosnjickom dva-
krat vec denarja kot ostali trije skupaj. Drugi in tretji
imata skupaj z mosnjickom trikrat ve¢ denarja kot
ostali trije; tretji in Cetrti skupaj z mosnjickom Stiri-
krat vec kot ostali; Cetrti in peti skupaj z mosnjickom
petkrat vec¢ kot ostali; peti in prvi skupaj z mosnjic-
kom Sestkrat vec kot ostali. Koliko denarja je v mos-
njicku?

10
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Stran iz Fibonaccijeve knjige Liber Abaci iz leta 1202

Z x1, ..., X5 ozna¢imo premoZenja posameznih
moZ, z y pa vsebino mosnjicka. Danes bi problem
zapisali s sistemom enacb:

X1+ X2+ Yy =2(x3+ x4+ X5)

X2 +Xx3+ Yy =3(x1 + X4 + X5)

X3+Xg+Yy =4(x1 + X2 + X5)

X4+ X5+ =5(x1 +x2+ X3)

X5+ X1+ Yy =6(x2+ X3+ X4)

Tudi z danaSnjimi metodami bi nas ta sistem petih
enacb s Sestimi neznankami kar precej namucil. Le-
onardo pa se je sistema lotil veliko bolj zvito. Opa-
zil je veliko simetrijo v sistemu in vsaki enachi pri-
Stel premoZenja moZ, ki se nahajajo na desni strani
enacbe in hkrati manjkajo na levi. Tako je npr. prvi
enacbi prisStel na obeh straneh xj3 + x4 + x5, drugi
X1 + X4 + X5, ..., zadnji pa x» + x3 + xX4. Vsoto x; +
X2 + X3 + X4 + X5 0znadimo z s. S tem sistem enacb
prepiSemo v obliko:

s+ y =3(x3+ x5+ x5)

s+y=4(x1 +X4+X5)

S+y =5(x1+x2+ Xx5)

S+y =6(x1+x2+x3)

S+y =7(x2+ X3+ Xx4)

MATEMATIKA

Ta sistem je ekvivalenten sistemu:

F(s+¥) = X3+ X4 + X5
%(5+y) = X1 + X4 + X5
L(s+y) =x1+x2+ X5
Hs+Y) = X1+ X2 + X3
%(5+y) = X2 + X3+ X4
Ce sestejemo vse enacbe, se na desni strani premo-

Zenje vsakega od moZ pojavi natanko trikrat. Tako
je

(5+5+1+5+3)(s+y) =3s,

459
10 (s +) = 3s,
torej
_ 420
S+y =158

PremoZenje prvega moZa dobimo s seStetjem druge
in Cetrte enacbe:

(l
Z

_ 5420 . _ 22
X1 = 1271535 =5 = 1535-

+é>(5+y)—x1+s,

Podobno dobimo premoZenje drugega moza s seSte-
tjem tretje in pete enacbe:

(5

X2 =

+%)(5+y):x2+s,

12 420

35 153 S.

S—§= —%
Ta vrednost pa pomeni, da je drugi moz zadolZen,
zato naloga sploh ni reSljiva!

Zaradi spoStovanja zgodovine povejmo, da je Leo-
nardo zadnji del problema resil malenkost drugace.
Ko so se v tretjem sistemu pojavili ulomki, je kar
privzel, da je s + v = 420. To je storil zato, da se
je izognil racunanju z ulomki. Stevilo 420 je namre¢
najmanjsi skupni veckratnik vseh imenovalcev 3, 4,
5, 6 in 7. Njegov na videz napacen privzetek lahko
opravi¢imo z linearnostjo sistema. Financno gledano
je Leonardo znesek s + y zamenjal v valuto, v kateri
je znesek vreden 420 enot.
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Prva naloga osmega poglavja kitajske knjige Devet poglavij ma-
tematicne umetnosti

Najvecje presenecenje pa se skriva v kitajski knjigi
Devet poglavij matematicne umetnosti, ki verjetno iz-
vira priblizno iz let 170-150 pr. n. St.

Prva naloga v osmem poglavju sprasuje takole:

Iz treh snopov najboljse Zitarice, dveh snopov slab-
Se in enega snopa najslabse dobimo 39 skodelic moke;
iz dveh snopov najboljse, treh slabse in enega naj-
slabse 34 skodelic in iz enega snopa najboljSe, dveh
slabse in treh najslabse 26 skodelic. Koliko skodelic
moke dd posamezen snop vsake od Zitaric?

Danes bi nalogo napisali kot sistem enacb:

3x+2y +z=39
2x+3y+z=34
X+2y+3z=26

Kitajci so za zapis Stevil uporabljali desetiski sis-
tem in bambusove palcke, ki so jih polagali vodo-
ravno ali navpicno. Palcke so polagali na nekakSno
plosco, podobno veliki Sahovski tabli. V knjigi je za-
pisana reSitev naloge, ki je sestavljena iz navodil za
prestavljanje palck.

Najprej je predstavljena tabela, ki bi jo z arab-
skimi Stevili zapisali takole:

11213

21312

3111
2613439

Ce pozorno pregledate tabelo, boste opazili, da se
v stolpcih od desne proti levi skriva vsebina naloge.

Navodilo pravi, naj se najprej pomnoZi vse ele-
mente v drugem stolpcu s prvim elementom tretjega
stolpca, potem pa naj se tretji stolpec odSteva od
drugega, vse dokler na vrhu drugega stolpca ne do-
bimo nicle. Tako dobimo novo tabelico:

1 2:3-3-2=0 3
2 3-3-2-2=5 1
3 1-3-1-2=1 1
26134-3-39-2=24|39

V jeziku moderne matematike so Kitajci naredili
Gaussovo eliminacijo. Mi jo delamo po vrsticah od
zgoraj navzdol, oni pa so jo naredili po stolpcih od
desne proti levi. Postopek so nadaljevali tako, da so
najprej s pomocjo tretjega stolpca unicili zgornji ele-
ment v prvem stolpcu, na koncu pa Se s pomocjo no-
vega drugega stolpca drugi element v novem prvem
stolpcu:

0]10]3 01013
4152 0]15]2
81111 - 3611 |1
3912439 9912439

Tako so prisli do tablice, ki predstavlja analogijo
naSim zgornje trikotnimi matrikam: 1z tablice lahko
preberemo, da iz enega snopa najslabSe Zitarice do-
bimo z = % = 14—1 skodelic moke. Do ostalih dveh
donosov so prisli Kitajci podobno kot mi. S pomika-
njem proti desni so vsakic¢ dobili vrednost Se ene, do

sedaj neznane spremenljivke, izrazene z znanimi:
11 17
Sy+ 3 =24=>y="7,

2%+11:>X=£

3x + by 7

12
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