MATEMATIKA

Sematorji in barvanje graftov
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- Namen cestnega omreZja je, da lahko s potjo po-

vezemo poljubni dve lokaciji. To neizbeZno vodi v

izognemo z izrabo tretje dimenzije - z nadvozi. Te
uporabimo predvsem pri avtocestah, kjer je pre-
tocnost brez ustavljanja poglavitnega pomena. Pri
drugih cestah, predvsem v naseljih, je to predrago

in prostorsko prevec potratno. Tam izkoriS¢amo

vozov, kjer lahko varnost zagotovimo s predno-

stnimi pravili, ki jih morajo vozniki dobro poznati,

......

vvvvv

remo zagotoviti socasno brez sekanja. Semafor pro-
blem kriZanja poti resi tako, da poti namesto v pro-
storu razporedi v ¢asu. V matemati¢ni idealizaciji
vsaka stopnja semaforja dovoljuje le poti, ki se med
seboj ne kriZajo. V vseh stopnjah semaforja, preden
se cikel ponovi, morajo priti na vrsto vsi, ne glede na
to, kam zavijajo.

Kot matematiki se lahko vprasamo, kolikSno je
najmanjsSe Stevilo stopenj, ki jih potrebujemo za ne-
nih stopenj je mogocih. Pred matemati¢no obrav-
navo moramo problem preoblikovati v bolj ¢isto in
pregledno obliko. Pri tem so bolj kot zac¢etne in kon-
Cne tocke poti pomembne poti same.

ti. Pri tem bomo izpustili zavijanje v desno, saj je to

SLIKA 1.
Grafe in zemljevide barvamo tako, da so sosedi razli¢cnih barv.
Levo: neveljavno barvanje. Desno: veljavno barvanje.

vedno mogoce vsaj takrat, ko je omogocen tudi pro-
met naravnost, ter na splosnem vedno, kadar cesta
na desni nima drugih »pritokov«. Za desne zavoje bo
zato v semafornem ciklu vedno prostor, ko dolo¢imo
vse drugo. V nekaterih krizis¢ih ima desni zavoj svoj
pas, ki ni odvisen od semaforja. V ZDA je previdno
zavijanje v desno dovoljeno celo pri rdedi ludi, kar
dovolili tudi v Sloveniji. Prav tako bomo prepovedali
polkrozno obracanje.

Vozniki vemo, da je najvecji izziv zavijanje v levo,
saj s tem sekamo pot nasproti vozecim vozilom. V
praksi semaforji pogosto nimajo posebne stopnje za
zavijanje v levo, ampak vozniki ¢akajo v sredini kri-
7iSCa, da se jim pot sprosti. Za naSo analizo bo bolj
ugodno, da ta primer idealiziramo kot sosledje dveh
stopenj - prvo za voZnjo naravnost in drugo za zavi-
janje v levo. Tako bodo vse nase semaforne stopnje
resnicno brez sekanja poti.

Naslednji korak je, da poiSCemo vse pare poti, ki
se kriZajo. Ce se poti krizata, vemo, da se morata po-
javiti v razlicnih stopnjah semafornega cikla. Mno-
7ico poti in kriZajocih se parov bomo predstavili ma-
temati¢no kot graf - mnozZico vozlis¢ (poti) in pove-
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nijo poti, ki imajo hkrati zeleno Iu¢. Te barve ustrezajo barvam
vozlisc¢ grafa.

predstavimo torej kot neusmerjen graf, pri cemer je
pogoj, da vozlisca, ki so med seboj povezana, ne
smejo biti v isti stopnji semafornega cikla. To pre-
poznamo kot znano vpraSanje iz teorije grafov: z
najmanj koliko barvami lahko pobarvamo graf (ali
zemljevid), da sta dve sosednji vozliS¢i (drzavi) ve-
dno razli¢nih barv (glej sliko 1). Se ve¢, vsako raz-
licno barvanje grafa pripada druga¢nemu semafor-
nemu ciklu, permutacija barv pa ustreza menjavi vr-
stnega reda stopenj cikla.

Pri dolocanju, katere poti se sekajo, moramo spre-
jeti Se nekaj odlocitev. Kadar se poti krizata v sre-
nacijo. Ce se sekata na zacetku, pa to pomeni za-
vijanje z iste vstopne ceste. To ne predstavlja ne-
varnosti za trk, je pa problemati¢no, e imata dva
zaporedna avtomobila namen zavijati v smereh, ki
nimata hkrati zelene luci. V teh primerih moramo
imeti ve¢ vstopnih pasov in torej §ir§o cesto. Ce se
poti sekata v kon¢ni tocki, imamo drugacen problem
- Ce visti izhodni pas hkrati vstopajo vozila z razlic-
nih smeri, imamo nevarnost trka. RazreSitev te ne-
varnosti lahko prepustimo previdnosti voznikov, ali
pa jim dodelimo vec izstopnih pasov, kar spet zah-
teva SirSo cesto. Ta presecisca lahko tudi enostavno
prepovemo in dobimo bolj stroge pogoje za veljavne
semaforne stopnje.

ki 2, katerega pripadajoci graf je kar trikotnik. Tega
lahko pobarvamo le na en nacin, in to s tremi bar-
vami. Raje se posvetimo bolj zanimivemu primeru
sekanje v koncni tocki. Pripadajoc¢i graf lahko po-
barvamo s Stirimi barvami, torej potrebujemo Stiri
stopnje semafornega cikla. Slika 3 prikazuje vse tri
mozne semaforne cikle s pripadajo¢imi pobarvanimi
grafi. Semaforni cikel @ je najbolj tipicen: najprej
imamo voznjo naravnost v smereh vzhod-zahod, sle-
di zavijanje v levo z istih cest, potem pa isto pono-
vimo Se za smeri sever-jug. Ta semaforni cikel zah-

barvamo na tri nacine. Vozlisca is-
tih barv predstavljajo hkratno zeleno

lug, in na grafu niso povezana.
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isto smer.

teva loCen pas za zavijanje v levo. Pri manjsih kriZi-
Sc¢ih to ni re§eno z loc¢eno stopnjo semaforja ampak
stavnejsi, saj za vsako cesto odpremo zavuanJe v vse
smeri, medtem ko na preostalih treh cestah cakajo.
Ta ne zahteva niti dodatnih pasov niti ¢akanja v kri-
ZiSCu, je pa redko v rabi, saj je v praksi ena cesta
prednostna in je zavijanja v levo malo. V teh pri-
merih ima cikel @ vecji pretok sploh ce je dovolj

Cikel @ je
kombinacija obeh ciklov - naravnost in levo vV sme-
reh vzhod-zahod, posamicni cesti v smereh jug in
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Ce dovolimo tudi sekanje v kon¢ni tocki, dobimo
Se dva dodatna cikla, prikazana na sliki 4. V primeru
@ pride do hkratnega zavijanja na cesti sever in jug,
v primeru | € |pa v vse Stiri izhodne ceste. Na grafu so
Z rumeno oznacene povezave, ki pripadajo sekanju
v kon¢ni tocki.
in avtocestnih prikljuckov, kjer je ena izmed eno-
smernih cest samo vstopna, druga pa samo izstopna.
V tem primeru je moZnih poti pet, dobljeni graf, ki
je kar cikli¢en, pa lahko pobarvamo z le tremi bar-
vami, in to na Stiri mozZzne nacine, prikazane na sliki
5. Opazimo pa, da se prva dva nacina razlikujeta le
v barvi C 1 - to pomeni, da lahko ta dva cikla zdru-
Zimo in pustimo zeleno Iu¢ C t v dveh stopnjah Ci-
za preostala dva nacina - v tem prlmeru smer A 1
lahko pobarvamo z dvema barvama, ne da bi prislo
do preseciSc¢. V resnici imamo torej le dve moZnosti.

Kako pa racunsko, brez risanja, ugotovimo, ali se
dve poti sekata7 Vta namen si bomo mislili da vse
Znici in jih oStevilcili s Stevili od 0 do n — 1 v smeri
urnega kazalca. az in ag naj bosta zacetni in konc¢ni
indeks prve poti, by in bx pa zacetni in kon¢ni in-
deks druge. Zdaj potujmo zgolj v smeri urnega ka-
zalca, in poskusimo na poti od a; do ax obiskati
eno izmed krajiéé poti b, kot na sliki 6. Ce sta obe

kata. Ce pa je med az in ax le eno krajisce b, se poti
sekata. V tem primeru sta opisana kota razli¢na.
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enosmernega izvoza z avtoceste z
zahoda in nazaj na avtocesto proti
vzhodu.

s
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SLIKA 6.

Prepoznavanje presecis¢ s pomocjo ciklicnega sprehoda. Levo:
sprehoda 9-1-2 in 9-8-2 sta razlicno dolga, torej se poti sekata.
Desno: sprehoda 3-1-8 in 3-6-8 sta enako dolga, torej se poti
ne sekata.

Ce z mod(x, n) piSemo pozitivni ostanek x po de-
ljenju z n, potem se poti ne sekata, ¢e in samo Ce
velja enacba

= mod(by —az,n) + mod(ax — bz,n) =
=mod(bx — az,n) + mod(ax — bg,n).

To pa je nekaj, kar racunalnik lahko preveri brez
znanja geometrije.

Videli smo, da s pomoc¢jo teorije grafov lahko sis-
temati¢no opiSemo mozne semaforne cikle in izbe-
remo tistega, ki najbolje ustreza nasi situaciji. To-

vimo, da imamo 32 moznih 5-stopenjskih semafor-
nih ciklov, ¢e prepovemo zavijanje na isti izhodni
voznike nepregledna, predvsem pa imajo nizko pre-
tocnost. V takih primerih raje uporabimo dve za-
nimajo tezav s krizanjem poti, Se vedno pa imamo
poti, ki se zlivajo v isti vozni pas - vozila se vkljucu-
jejo na pas, po katerem z leve lahko prihaja vozilo,
ki je Ze v kroziscu.

Bralce vabim, da med ¢akanjem pri rdeci luci opa-
zujejo, katera razli¢ica semafornega cikla velja, kako
se razvrscajo v pasove, in kako se razreSujejo zavoji,
ki jih semafor mogoce ne regulira loceno. S tem bo
tudi cakanje mogoce postalo nekoliko manj nadle-
Zno.

X X X

Tri lastnostl
Stevila 2023

MARKO RAZPET

->

1. Stevilo 2023 je petkrat pohlevno, ker se ga da
izraziti na pet nac¢inov kot vsoto nekaj zaporednih
naravnih Stevil, denimo x,x +1,...,x+n—1. Pri tem
sta Stevili x in n naravni. Veljati mora torej relacija

" x+(x+1)+...+(x+n-1)=2023.
Vsoto na levi strani znamo poenostaviti, tako da do-
bimo

nx+x+n-1))

> = 2023

oziroma
" nx+n-1)=2-7-17°

Desno stran te relacije lahko zapiSemo na pet naci-
nov kot produkt dveh faktorjev: 2 - (7 - 172),14 -
172,34 - (7 - 17),17 - (14 - 17),7 - (2 - 17%). Zato
lahko izberemo n = 2,2x+n—1 = 7- 172 in dobimo
x =1011. Podobno sledizan = 14,2x+n—-1=172
Se x = 138 itd. To pomeni, da veljajo zapisi

= 2023 =1011+1012=138+139+...+ 151
=43+44+...+76
=111+112+...+127
=286+ 287 + ...+ 292.

2. Stevilo 2023 je kongruentno, kar pomeni, da ob-
staja pravokoten trikotnik, ki ima za stranice racio-
nalna Stevila in plosc¢ino 2023.

Ker je 2023 = 7 - 172, je dovolj pokazati, da je 7
kongruentno Stevilo. Ni vsako naravno Stevilo kon-
gruentno. NajmanjSe kongruentno Stevolo je 5, kar
je vedel Ze Fibonacci.

Pravokotne trikotnike, ki imajo za stranice a, b, c
(a? + b? = c?) naravna Stevila, to je pitagorejske tri-
kotnike, znamo poiskati s formulami

2

= a=m?-n%b=2mn,c =m?>+n’.
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