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POTENCNA STEVILA

Osnovni izrek aritmetike pravi: vsako od ena vegje naravno Stevilo je produkt
enolitno doloZenih pra¥tevilskih potenc. Za naravno 3tevilo n > 1 obstajajo
torej enoli¥no dolotena pradtevila py < ... < pj in naravna Stevila ey, ..., ¢j
tako, da je

ns= pft L (1)
Zgledi za osnovni izrek: 100 = 2252 162 = 2.34,620 = 225.31,289 =
= 172,107 = 107 (3tevilo 107 je pratevilo).

Ce je v izrazitvi (1) vsak eksponent ey, ..., e; dve ali veZ, imenujemo
naravno &tevilo n potengno. Zgledi poten&nih tevil: 200 = 23.52, 10800 =
= 2%.3%3.52,15125 = 5.112, kvadrati, kubi, bikvadrati (Zetrte potence) od
ena vedjih naravnih Stevil.

Ko v zaporedju naravnih 3tevil

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ... (2)

izpustimo &lene, ki niso poten€na Stevila, ostane zaporedje potenénih Ztevil

4,8,9,616,25,27,32,36,49,64,72,81,100,108, 121, 125,128,144, ... (3)

Zaporedje (3) se nikdar ne neha. Poten&nih 3tevil je namre€ neskonno; saj
je Ze kvadratov 22 32 42 . Kisovsiv (3). neskongno.

Sosednji poten&ni Stevili v (3) sta bolj ali manj oddaljeni. Zanimiv je
primer potenénih 3tevil 8, 9, ki sta obenem zaporedni naravni &tevili. Ali se v
zaporedju (3) 3e kdaj zgodi, da sta sosednja &lena obenem zaporedni naravni
Stevili? Ali se to zgodi velikokrat?

Ker so kvadrati 22,32, ... poten&na &tevila, poglejmo najprej, ali je med
njimi kaj parov zaporednih naravnih 3tevil. Ce sta kvadrata y2 < x2 zapored-
ni naravni Stevili, je x2 = y2 4 1. Od tod sledi (x — y)(x + y) = 1. Ker
sta faktorja na levi naravni Stevili in njun produkt 1, je mogote le x — y =
=1, x+y=1intako x = 1,y = 0. Stevilo y = 0 ni naravno, kvadrata
0% = 0,12 = 1 tudi nista poten¥ni 3tevili. Med kvadrati 22,32, .. torej ni
parov, ki jih i¥€emo. Tako vemo: Ee sta sosednji potentni 3tevili v (3)
zaporedni naravni Stevili, vsaj eno ni kvadrat.

Ce potengno Stevilo ni kvadrat, mora vsebovati v zapisu (1) vsaj en
prafaktor v lihi stopnji, ve&ji ali enaki 3. Najbolj preprosto tevilo take oblike
je 23.y2 = 8y2, kjer je y naravno Stevilo. Ali je lahko naslednik 3tevila 8y2,
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tj. 8y2 + 1, kvadrat naravnega Stevila x? Kadar to dri, je
x% —8y? =1. (4)

Ce dajeta naravni Stevili x,y reditev enatbe (4), sta 8y2, x2 potentni in
obenem zaporedni naravni &tevili. Za xg = 3, yg = 1, ki izpolnjujeta ena&bo
(4), dobimo ravno par potenZnih Stevil 8, 9. Iz reSitve xg = 3,yp = 1 pa
hitro pridemo do drugih regitev enagbe (4) v naravnih Ztevilih.

Izhajajmo iz obrazcev

Xn = 3xp—1+ 8yn—1
x0=3, %=1 (5)
Yn = Xp—-1+3¥n-1

Ker poznamo xg, yo. iz (5) izraéunamo

x1 =3x+8w=33+81=17
i=x+3%0=3+31=6
Iz znanih x; = 17, y1 = 6 po (5) najdemo
xp =3x1 +8y; =3.174+8.6 =99
yo=x14+3y1 =17T+3.6 =35
Podobno dobimo po obrazcih (5) naprej
x3 =577 x4 =23363 x5 =19601
y3 = 203 y4 =1189  ys = 6930
Tako lahko nadaljujemo brez kraja. Po obrazcih (5) je
xa — 8y = (3xn—1 + 8yn—1)> = 8(xp—1+ 3yn—1)? = x2_; - 8y2_;
in ta povezava velja za vsak indeks n= 1,2, ... Torej je

x2 —8y2 = xg_l — Byg_l =.=x—-8=x -8 =32-812=1.
Vidimo, da vsaki Stevili x5, yn, dolo€eni po obrazcih (5), izpolnjujeta enatbo
(4). Zato sta vsaki potenZni Ztevili 8y2,x2 za n = 0,1,2,... zaporedni
naravni Stevili. Obstaja torej neskon€no parov takih potengnih Stevil, da
sta Stevili para zaporedni naravni Stevili. Ali drugaZe povedano: 3tevilo 1
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se da na neskon€no natinov izraziti kot razlika dveh potenénih Stevil.
Po zgornjem so zgledi za take pare:

32-2%12=1 5772-2%32042=1
172-2362=1 33632-23.11892 =1
992 -23352 =1 196012 — 2369302 =1

Za vsak naraven y je Stevilo 33.y2 = 27y? poten&no in ne kvadrat. Ce
je njegov naslednik kvadrat, je 27y2 +1 = x2 ali

x2 = 2Ty? =1. (6)
Kakor zgoraj se prepri€amo, da je z obrazcema

Xn = 26x”—1 + 135yn_1
ix0=26,y0="5 (7)
¥n =5xp—1+26yn—1

za n = 1,2, ... dolo€enih neskon&no naravnih reditev enatbe (6) in potenéni
Stevili 27y2, x2 sta spet zaporedni naravni Stevili. Ker enagbi (4) in (6) nimata
nobene skupne resitve v naravnih 3tevilih, so vsi sedaj dobljeni pari potenZnih
Stevil razlini od parov zgoraj. Za n =0, 1, 2,3 dobimo iz (7) pare potenénih
Stevil

262-3352=1 702262 -33.135152 =1

(+)

13512 -332602 =1 36504012 —33.7025202 = 1

Ugotovili smo, da se v zaporedju (3) potenénih 3tevil neskonZnokrat
zgodi, da sta sosednji potenéni Ztevili zaporedni naravni Stevili. (Z reSitvami
(5) in (7) e zdale& nismo iz€rpali vseh takih parov.) Zastavlja se sedaj
vpraZanje: Aliso v (3) kdaj trije ali morda celo Ztirje sosednji &leni zaporedna
naravna Stevila?

Med Etirimi zaporednimi naravnimi Stevili sta dve Stevili sodi, dve lihi. -
ManjZe sodo Stevilo se zapife 2°./; tu je e naravno 3tevilo, / liho tevilo. Sodi
Ztevili med zaporednimi &tirimi naravnimi tevili sta tako

22/ in 28/ +2. (8)
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Ce je e = 1, Etevilo 2/ ni poten&no; v njem je namret 2 le v prvi stopnji, ker
je I liho Stevilo. Ce je e > 2, je

2°14+2=2(2°"11+1).

Stevilo 21/ je zaradi e > 2 sodo, zato 221/ + 1 liho; torej nastopa 2 v
2€/+2 samo v prvi stopnji in tako 2¢/+2 ni potenno Stevilo. Med Steviloma
(8) je torej zmeraj vsaj eno,
ki ni poten€no. To pa pome-
ni, da 3tiri zaporedna na-
ravna Stevila nikoli niso vsa
potenéna. Tem bolj seveda
velja, da pri petih ali ve€ za-
porednih naravnih Stevilih ni-
kdar niso vsa potentna. V
zaporedju (3) se tako nikoli
ne zgodi, da bi Stirje ali ve&
sosednjih Elenov bili zapored-
na naravna Stevila.

Kako je s tremi zapored-
nimi naravnimi Stevili? Med
tremi zaporednimi naravnimi
Ztevili sta dve sodi in eno liho
ali pa eno sodo in dve lihi Ste-
vili. V prvem primeru sta
med tremi tevili sodi Stevili
oblike (8). Zanju pa Ze ve-
mo, da nista nikdar obe po-
tenZni. Ce so torej tri zaporedna naravna Ztevila vsa potenZna, morata biti
med njima dve lihi in eno sodo 3tevilo. Piscu teh vrstic ni znano, ali je v
zadnjem Zasu kdo naZel tri zaporedna naravna Stevila, ki so vsa potenéna.
Do nedavnega niso poznali nobene take trojice. Da takih treh Ztevil ni, tudi
ni dokazano. Tako ne vemo, ali v zaporedju (3) nastopajo kdaj trije sodenji
Eleni, ki so obenem zaporedna naravna 3tevila.

Videli smo, da je od dveh zaporednih sodih 3tevil (8) kve&jemu eno
poten¥no. Zaporedni lihi Stevili pa sta lahko obe potenZni. Zgled: 52 =
= 25,33 = 27. Ali je %e ve& primerov, ko sta zaporedni lihi §tevili obe
poten&ni?
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Pokazali smo ¥e, da ima enatba
x*=2Ty* =1 (6)
neskonéno reditev v naravnih Stevilih. Naj bo npr. x’, y’ taka reSitev, torej
x'2 ~21y'? =1,
Napravimo Ztevili
X =5x"+ 21y
(9)
Y = x' + 5y’
in izratunajmo
21Y? — X% = 27(x' 4+ 5y')? — (5x' + 21y')? = 2(x'2 = 27y"2) = 2.1 = 2.
Vsaki reditvi x, y’ enagbe (6) v naravnih %tevilih pripadata torej po (9) do-
loZeni naravni 3tevili X, Y, ki ustrezata enathi
27Y2 - X2 =12, (10)

Ker ima enaZba (6) neskonZno naravnih reitev, ima tudi enagba (10) neskon-
Zno naravnih reditev in potenéni 3tevili X2,27Y2 sta zaporedni lihi Ztevili.
Torej obstaja neskontno parov zaporednih lihih Stevil, ko sta obe Stevili
para potentni. Ali drugate povedano: 3tevilo 2 se da na neskonino
natinov zapisati kot razlika dveh potenénih 3tevil.
Napravimo nekaj zgledov. 1z (*) preberemo 3tiri reZitve za enatbo (6).
Pri reitvi x' = 26, y' = 5 dobimo po obrazcih (9)
X =5.26427.5 = 265
Y =26+455=51

in torej
33,512 — 2652 = 2.
ReSitev x’ = 1351, y' = 260 iz (*) daje po obrazcih (9)

X =5,1351427.260 = 13775
Y = 13514 5.260 = 2651
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in od tod zaradi (10)
3326512 — 137752 = 2.

Na enak na&in pridemo iz zadnjih dveh reditev v (*) do izrazitev

33.1378012 — 7160352 = 2
3371630012 — 372200452 = 2

Da je vsako potenéno &tevilo izrazljivo z razliko dveh potengnih 3tevil na
neskon&no natinov, hitro vidimo. Upo3tevajmo, da je na neskon&no naginov
mogote pisati

1=n-—n, (11)

kjer sta r, rp potenéni 3tevili. Naj bo r potenéno 3tevilo. Iz izrazitve (11)
sledi

r=ry —rrn

in r je izraZen kot razlika dveh potenZnih Ztevil. Po opredelitvi potenZnega
Stevila je namreg jasno, da je produkt potenZnih Stevil potenZno Stevilo.

Podobno kot zgoraj za Stevilo 2 se da tudi za 3tevila 3,5,6,7,10 in
mnoga druga, ki niso potenéna, pokazati, da jih je mogo&e na neskon&no
nafinov pisati kot razliko dveh potenénih 5tevil. Dognali so, da velja to sploh
za vsako celo Stevilo.

JoZe Grasselli





