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RAZDELIVA SI VINO

V četrti številki 14. letnika Preseka je bila pod gornj im na slovom objavljena
tale starodav na naloga :

" Dva prijatelja imata osem litrov vina v osemlitrski posodi. Poleg tega

imata še petlitrsko in trilitrsko steklen ico. Vino bi si rada razdelila na pol.
Kako naj sa mo s preliva nji med temi t rem i posodami razdelita vino?"

Anekdota prav i, da je ta naloga usodno vpliva la na Življenjsko pot znamenitega
fra ncoskega matemat ika Poissona (Simeon Denis Pois son, 1781 - 1840), ki da je kot
deček kazal na vseh področjih dokaj omejene sposobnosti . Ko pa je samostojno rešil nalogo
o delitvi vina s pret a kanjem med različnovelikimi posodami, se je ogre l za matematiko in
se z njo ukvarja l vse Življe nje.

Na logo lahko posp lošimo. Vzemimo posode A, B, C s cel oštevilskimi

prostorninami a, b, c, pri čemer je a sodo število in je c :s b. Prva posoda
naj bo pol na, drugi dve prazni . Zanima nas , al i lahko vsebino posode A
raz polovimo samo s pretaka njem med danimi posodam i.

o izraža nj u: Naši pred niki so za ravna nje z vinom in z drugimi tekOCinami razvili
obsežno in tenkočutno izrazje, o čemer pričajo glagol i točiti, dotočiti, iz točit l, netočitl,

odtočit i, potočlti, pretočiti, pritočitl, reztočiti, stočiti. lal med njimi ni takega, ki bi v
celot i ustrezal po tr ebam naš e na loge . Zadovolj ili se bomo z zvezo "ne točitl iz X v Y ", ki
naj pome ni "s preta kanje m iz X v Y izpraznit i X ali napoln it i Y".

Iz povedanega sle di, da j e pred vsa kim pre taka nj em in po njem vsaj ena
po sod a pol na , a li pa j e e na prazna .

Tre nutn o ra z pored it ev vina po posodah A, B , C opiširno z urejeno trojico

celih nenegat ivnih števi l (x, y, z) , kjer je

x + y + z = a ln x :s a, Y:S b, z:S c .

Začetno stanje je tedaj podano s točko (a, 0, O), rešitev na loge pa je
vsaka točka , ki jo lah ko dosežemo s pretaka njem in ima vsaj eno koordinato
enako ~ , Pr et a kanje med posoda mi lahko opišemo z usmerjenimi povezavam i

točk. Dobimo usm erj en i g raf; im enujmo ga g ra f nalog e [a , b, ej al i kar graf
ra, b , ej .

V tem članku se bo mo ukva rja li i z klj uč no z nalogam i, v katerih je b+c :s
:s a. Največjo skupno mero pro stornin b in c bomo oz n ačeva l i z d. Upošte­

va li bomo, da je t edaj b = b' d in c = c' d, kjer sta s i števili b' in c' tuji.
Bra lc u predlaga m, da za og revanje na riše g rafa [20,9,6] in [ 28 ,15, 10]



207

in ju primerja z grafom [8,3 ,2]. Videl bo, da imajo vsi t rije en ako število

točk in isto število povezav in da so si tudi sicer zelo pod obni. Pozneje bomo
videli , da sta za to "odgovorna" pogoj b + c ::; a in enakost razmerij b: c .

Slika 1. Graf [8,3.2). V
vsaki točk i je vsaj ena poso­
da polna. a li pa je ena pra­
zna . Naloga ima dve rešitvi :
(4.2.2) in (4 .3. 1).

V nalogi [20.9 ,6] lahko pretočimo naenkrat le 3, 6 a li 9 litrov vina, v
nalogi [28 ,15 ,10] pa le S, 10 ali 15 litrov . To ni naključje; velja na mreč

IZREK 1. Ce je b + c ::; a, sta prostornini vina v poso dah B in C
večkratnika največje skupne mere teh dveh posod.

Trditev je očitno pravilna za začetno točko (a, O,O). In če velja za točko

(x n, Yn , zn) , velja tudi za točko (Xn+1 . Yn+! , Zn+l), ki jo iz prejšnje dobimo
z enim natakanjem. Zaradi privzetka b + c :s a namreč lahko pretočimo iz
poljubne posode v katero koli drugo posodo le večkratn ik največje skupne

mere d . Tako se veljavnost izreka pren ese s točke (a , O, O) na vsako drugo
točko grafa.

Prostornina vina v posodi Aje največja v točk i (a ,O,O), najmanjša pa
je tak rat, ko sta posodi B in C polni : a - b - c :s x :s a . Ti oceni skupaj
z iz rekom 1 povesta, da so vrednosti x med števili Xk = a - k d, kjer j e
k = 0,1 , .. . , b' + c', Pokazali bomo, da ob pametnem pretakanju lahko
prostorn ina vina v posodi A dosele vsako izmed vrednosti Xk. Uporabimo
postopek Pl , ki je opisa n na sliki 2.

V postopk u P I je posoda B pred vsakim nata kanjem iz Av B praz na,
po njem pa je polna , saj bi sicer posoda A bila prazna in bi zarad i x = O in

Y < b ob privzetku b + c :s a veljalo x + Y + z < a . Za to se pri vsa kem
natakanju iz A prostornina x zmanjša za b. Podobno uvid imo, da se pri
vsakem natakanju v A prostornina x poveča za c.

Naj bo (xm, Ym . zm) m-ta točka, ki jo obiščerno v postopku P I. Oči t no

je xl = a. Pokalimo, da za vsako drugo dovoljeno vrednost m velja:



208

Če ]e m = 2k ali m = 2k + l ,je Xm = a - b - e + (ke) mod (b + e),
kjer je k ustrezno naravno število in je (ke) mod (b + e) ostanek pri deljenju
ke:(b+e).

10 Trditev je pravilna za m = 2, saj (l ·e) mod (b+e) = e in je X2 = a-b.
20 Naj bo m = 2k + 1. Iz opisa postopka P1 je razvidno, da v točko z liho

zaporedno številko lahko pridemo le z natakanjem iz B .v C. Po formuli
za X m je x 2 k + l = X2k in tako je tudi prav, saj pri natakanju iz B v C
pustimo vino v posodi A pri miru.

30 Iz točke z zaporedno številko m = 2k + 1 stopimo v naslednjo točko.

Pokazati moramo, da je

X m+ l = a - b - e + ((k + l)e) mod (b + e).

Poglejmo v posodo B. Le je prazna, je Xm ~ a - e . Od tod sledi ocena
(ke) mod (b + e) + e ~ b + e, zaradi katere je

(ke) mod ( b + e) + e - (b + e) = (( k + 1) e) mod ( b + e) ,

Xm+l = Xm - b = Xm + e - (b + e)

= a - b - e + (k e) mod (b + e) + e - (b + e)

= a - b - e + ((k + l)e) mod (b + e) .

Za natakanje iz AvB je trditev pravilna.
~---,---...,----::,

Začetek: (a,O,O }.

Slika 2. Postopek PI. Iz
A lahk o odtočirno le b li­
tr ov vina, v A ga lahko
dotočimo le c litrov na en­
krat. V točko z liho za­
poredno številko lahko pri­
demo le z natakanjem iz
B v C.
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~e pa posoda B ni prazna , pustimo vino v njej pri miru in po nataka nju
iz e vA je Xm + e < a. Po tem je

(ke) m od (b + e) + e < b + e , zato

( ke)mod ( b + e) + e = « k + l)e) mod ( b + e) in je

X m +l = X m + e = a - b - e + (ke) mod (b + e) + e

= a - b - e + «k + 1) e) mod (b + e).
Form ula za xm+I velja tud i pri natakanju iz evA.

Sedaj znamo izračunati prostornino X m za vsako točko, ki jo obiščemo

v postopku PI. Ne vemo pa še, ali t a pos topek doseže vse točke grafa; ne
vemo niti, ali se sploh kdaj konča . Naslednji premislek pokaže, da je odgovor
na obe vprašanji pritrdi len .

Naj bos ta b' in c' pros torn ini posod B in C, izmerjeni z največjo skupno
mero teh dveh posod . Števili b' in c' sta si tedaj tuji in ko preteče k vrednosti
1, 2, ... , b' + c', zavzame izraz a - b - e +(ke) mod (b+ e) natanko b' + c'
različnih vred nosti.

Denimo, da to ni res . Potem obstajata v zaporedju 1, 2, ..., b' + c'
različn i št evili kI in k2, za kateri dajeta izraza kI e in k2e pri deljenju z
b + e enak osta nek. Potem je razlika kI e - k2edeljiva z b + e in je
produkt (kI - k2)e' deljiv z b' + c'. Ker sta si števili c' in b' + c' tuji,
je razlika kI - k2 delj iva z b' + c' . To pa je zaradi ocene kI - k2 < b' + c'
možno le, če j e kI = k2. Res so za k = 1, 2, . . ., b' + c' vse vred nosti
a - b - e + (ke) mod (b + e) med seboj različne.

Brž ko k doseže vred nost b' + c', je

X m = a - b - e + «b' + e/)e) mod (b + e)

= a - b - e + «b + e)e/) mod (b + e)

= a - b - e .

Posodi 8 in C sta tedaj polni in postopek PI se konča .

Iz povedanega sledi, da doseže v postopku P I prostornina vina v posodi
A vsa ko izmed vrednosti Xk = a - k d , kjer je k = 0,1, ... , b' + c'.

Vrednosti x = a in x = a - b - e nastopita le v prvi in zadnji točki , vse
druge vrednosti x pa nastopijo po dvakrat. Graf [a, b, eJ ima potemtakem
2( b' + c') točk. Preštejmo še povezave. V točka h (a, O, O) in (a - b - e , b , e)
izvirata po dve , v točkah (a - b, b , O) in (a - e , O, e) izvirajo po tri, v vsaki



izmed peostalih t d k  pa po Riri. lmamo 

IZREK 2. &c jc b+c 5 a, ;ma grafnaloge 2(b1+c') totk in 8(b1+ cl)-6 
povcra v. 

Vidimo, da ob pogoju b+c 5 a podatek a ne vpliva na rtevilo tdk. Tako 
ima na primer graf [1734,243,1621 deset toEk - toliko kot graf [1734,3,2] 
ali pa graf [8,3,2]. 

Po vsem, kar smo ugotovili o grafu pretakanja, lahko nalogo o delitvi 
vina povemo takolt: 

Ali je enarba a - k d  = a/2 z neznanko k r d j i v a  v ltevilih 
1.2, ..., b'+ c'? 
IzraCunamo k = 6 in odgovor zapigemo v 

IZREK 3. Ce je b + c < a, je naloga o delitvi vine rd j iva  natanko 
takrat, kadar prostmnina ' ne presega vsote b + c in je veckratnik najvdje 
skupne mere posod B in z. 

V postopku P I  smo s pretakanjem iz A v B, iz B v C in iz C nazaj 
v A obiskali vsako t d k o  grafa natanko enkrat. To  pa lahko naredimo tudi 
s postopkom - imenujmo ga P2, k i  j e  zasnovan no strategiji pretakanja 
A -r C + B 4 A. Bralec se lahko sam prepriEa, da iz t d k e  ( a ,  0,O) do 
reJitve (Ee ta sploh obstaja) vodijo tudi  druge poti. Vendar je najkrajh tista, 
k i  jo  kare postopek PI ,  ali pa tirta. ki j o  kar t  postopek P2. Njuni doEni se 
da izraCunati. vendar tega vpraknja tokrat ne bomo nahnjali. 

Franc Savnik 




