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MATENARTIBA

PRINCIP NAJMANJSEGA IN NAJVECJEGA ELEMENTA
V PODMNOZICAH NARAVNIH STEVIL

1. Uvod

Ogledali si bomo dve lastnosti, ki ju imajo naravna &tevila, ostala %tevila
pa najvetkrat ne.

Lastnost minimuma. V vsaki podmnoZici naravnih 3tevil obstaja naj-
manyj$i element.

Ze racionalna Ztevila te lastnosti nimajo ve¥. Celo Ze je neka podmnoZica
racionalnih Stevil omejena navzdol, ni nujno, da ima najmanj%i element. Ce
vzamemo mnoZico vseh pozitivnih racionalnih 3tevil, potem ta mnoZica nima
najmanj$ega elementa, ker je ulomek 295 vedno manjsi od ulomka .. Podob-
no ne obstaja najmanj3e pozitivno realno 3tevilo. Poleg tega imajo naravna
§tevila Ze naslednjo lastnost:

Lastnost maksimuma. V vsaki podmnoZici naravnih Stevil, ki je ome-
Jena navzgor, obstaja najveéji element.

Racionalna ¥tevila tudi te lastnosti nimajo. PodmnoZica tistih racionalnih
Ztevil, ki so manj3a od 1, je namreZ navzgor omejena (kar s 3tevilom 1), nima
pa najvedjega elementa. O tem se lahko prepri€amo na naslednji na€in:

Naj bo 0 < & < 1 poljuben ulomek. Tr.daj je seveda n < m. Ce
primerjamo ulomka 4 , vidimo, da je = 4 < —"l_l'_—l < 1, torej vedno
obstaja ulomek, ki je veEjn ocTulomka L in e vedno manj%i od 1.

Obe omenjeni lastnosti je mogo&e koristno uporabiti pri reSevanju prob-
lemov iz teorije Etevil in kombinatorike. PokaZimo dva osnovna primera.

2. Primer uporabe lastnosti minimuma
Naj bo n neko naravno Ztevilo in naj bo

Vo={n.2n3n,...}

mnoZica njegovih vetkratnikov. Ta podmnoZica naravnih Stevil ima naslednji
lastnosti:
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Lastnost A. Ce je m poljubno naravno 3tevilo in p poljubno Stevilo iz
mnoZice V,, potem je $tevilo p - m tudi v mnoZici Vp,.

Lastnost B. Ce sta py in pa dve $tevili iz mnoZice Vy, in je p1 > pa,
potem je tudi Stevilo py — pa v mnoZici Vp.

Teh lastnosti ni tezko preveriti. Naj bo torej p iz mnoZice V. Tedaj je
p vetkratnik ¥tevila n. To pomeni, da obstaja tako naravno Stevilo r, da je
p = r-n. Ce je m poljubno nadaljnje naravno &tevilo, je m-p = (m-r)-n tudi
vetkratnik Stevila n in zato m - p spada v mnoZico V,, veZkratnikov 3tevila n.
Povsem podobno preverimo tudi lastnost B.

Zdaj se nam zastavi vpraZanje, ali obstajajo %e kakZne druge podmnoZice
naravnih 3tevil z lastnostma A in B:

Problem. Naj bo V neka podmnoZica naravnih Stevil, ki ima lastnosti A
in B. Ali obstaja tako naravno Stevilo n, da je mnoZica V kar enaka mnoZici
veckratnikov tega Stevila (oziroma ali je V = V, za neki n)?

Problem bomo redili z uporabo lastnosti minimuma in pokazali, da je
odgovor na zastavljeno vprasanje pritrdilen.

Ker je V podmnoZica naravnih Stevil, ima po lastnosti minimuma naj-
manjgi element. Ozna&imo ga s &ko n. Naj bo p poljubno tevilo iz mnoZice
V, razli¢no od n. Ker je n najmanjgi element mnoZice V, je ofitno p > n.
Stevilo p razcepimo na vsoto p = q - n+ o, kjer je ¢ > 1 kvocient, o pa
ostanek pri deljenju Ztevila p s ¥tevilom n. Gotovo vam je dobro znano, da
je ostanek vedno vegji ali enak 0 in manj3i ali enak n— 1, zato je 0 < n.

Zaradi lastnosti A je najprej Etevilo g - n v mnoZici V, saj je po pred-
postavki 3tevilo n v mnoZici V. Denimo, da je ostanek o razliten od niZ.
Tedaj je p > q- n, zato je po lastnosti B tudi ¥tevilo o = p— g- n v mnofici
V. To pa ni mogote, ker je Stevilo n najmanj$e v mnoZici V.

To pomeni, da je p = q - n, oziroma 3tevilo p je vefkratnik 3tevila
n. Dokazali smo, da je vsako tevilo iz mnoZice V veZkratnik 3tevila n, kar
pomeni, da je mnoZica V podmnoZica mnoZice V. Zaradi lastnosti A sta
ti mnofZici kar enaki, ker z mnoZenjem Ztevila n z vsemi moZnimi naravnimi
Etevili dobimo vse veZkratnike.
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3. Uporaba principa maksimuma
Rezili bomo naslednji

Problem. Na matematiénem kongresu sta dva prijatelja, ki sta la po
predavanjih skupaj na kosilo, ugotovila naslednjo zanimivost:

Ce sta imela dva matematika na kongresu enako $tevilo znancev, potem
nista imela skupnih znancev.

DokaZi, da je obstajal na kongresu tudi tak matematik, ki je imel samo
enega znanca.

Ta problem bomo refili z uporabo principa maksimuma. Ozna&imo
udeleZence kongresa s Stevilkkami 1, 2,..., n. Pri vsakem matematiku oz-
na&imo Ze 3tevilo njegovih znancev (brez njega samega) s 3tevili Z(1), Z(2),
O 3 )

Otitno je nemogote, da bi veljalo Z(1) = Z(2) = ... = Z(n) = 0. To
bi namre& pomenilo, da nih&e na pozna nikogar, zato se pri kosilu ne bi mogla
srefati dva prijatelja.

Ker nihe ne more poznati veZ oseb, kot je prisotnih, je vedno 0 < Z(i) <
< n—1, kjer je i eno izmed Ztevil 1,2,..., n. To pomeni, da je mnoZica
$Z(1), Z(2)s 454 Z(n)} navzgor omejena in ima po lastnosti maksimuma
najvegji element. Naj bo p ta najve&ji element, ki je zaradi razmisleka v
prejSnjem odstavku vsaj enak 1. Brez $kode za sploZnost lahko privzamemo,
da je kar Z(1) = p. To pomeni, da ima matematik 1 natanko p znancev
i1,#2,...,ip. Seveda ni nujno, da je matematik 1 edini udeleZenec kongresa
s p znanci.

Zdaj si oglejmo 3tevila Z(iy), Z(i2), ..., Z(ip). Ofitno je, da velja
Z(ih),...,Z(ip) < p. Ker vsi ti poznajo matematika 1, je tudi 1 <
< Z(i1),..., Z(ip). Torej imamo med 1 in p natanko p naravnih Stevil.

Ali sta lahko dve med njimi enaki? Ce bi veljalo Z(i1) = Z(i2), bi imela
ta matematika enako Stevilo znancev, zato po predpostavki ne bi smela imeti
skupnih znancev. Toda matematik 1 je njun skupni znanec, zato je Z(i1) #
# Z(ip). Na podoben na&in vidimo, da so vsa tevila Z(i1), Z(fi2), ..., Z(ip)
med seboj razlitna. Ce imamo p razlignih naravnih ¥tevil, ki so vsa med 1 in
p. pa ne gre drugaZe, kot da je eno med njimi enako 1, eno med njimi enako
2 in tako naprej do p. To pomeni, da mora biti nekdo, ki ima na kongresu
samo enega znanca.

Borut Zalar





