
i
i

“1115-Vencelj-cevov” — 2010/7/14 — 13:54 — page 1 — #1 i
i

i
i

i
i

List za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje
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CEVOVIZREK

Med vsemi ravninskimi li-
ki so se matematiki n ajveč

ukvarjali s trikotnikom. Le
stari Grki so vedeli, kako tri­
kotn iku očrtati krožnico , to
da gredo vse tri te ž i ščnice

skozi isto točko , da velja is­
to za višine in za kotne si­
metrale , pa še marsikaj dru­
gega .

Cevov izrek je zelo u­
poraben izrek, ki govori o
tem, kdaj imajo tri premice,
ki potekajo skozi različna

trikotnikova oglišča, skup-

no točko. Je torej nekakšna ~
posplošitev izrekov o teži- •
š č u , višinski točki in sredi-
šču včrtane krožnice . Od-
kril in dokazal ga je v dru-
gi polovici 17. stoletja itali-
janski matematik Giovanni
Ceva (beremo Leva) .

Preden izrek navedemo, se bomo nanj nekoliko pripravili.
• Najprej se domenimo za nekaj oznak:

AB premica skozi točki A in B
(A, B) daljica s krajiščema A in B
AB usmerjena daljica z začetno točko A in

končno točko B
AB dolžina daljice (A, B)

• Delilno razmerje. Naj bo dana daljica AB in točka C E (A, B).
Pravimo, da točka C deli daljico AB v razmerju AC : CB . Ta kvocient
je neko pozitivno realno število >., zato lahko tudi rečemo, da točka C
deli daljico AB v razmerju >. . Očitno deli točka C usmerjeno daljico BA

. 1
v razmerju >:.
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Le je C = A, je >. = o; ko gre C proti B, pa narašča delilno razmerje
čez vse meje .

+-----+

Pojem~lilnega razmerja lahko posplošimo na vse točke premice AB. Za

C E AB, toda C rf- (A, B), je delilno razmerje >., v katerem C deli
usmerjeno daljico AB, definirano takole:

x= -AC : CB

in je torej za točke C zunaj daljice (A,B) negativno. V obeh primerih

uporabljamo za delilno razmerje oznako ~;. Torej je za C E AB:

AC _ {AC : CB za CE (A, B)
C B - - AC : CB za C rf- (A, B)

Velja še: Dve različni točki delitadaljico AB v različnih delilnih razmer­
jih . O tem se lahko s kratkim računom sami prepričate za vsak primer s
slike 1 posebej .

C A B
--<>---<>----o-

AC
-1< BC< O

a)

A C 8
--<>--0----0--

O - AC
<; 8C

b)
Slika 1

A 8 C
--0----0---0-

AC
8C<-1

c)

• Cevova premica . Premica, ki poteka skozi natanko eno oglišče t rikot­
nika , se imenuje Cevova premica tega trikotnika .

Oglejmo si sedaj
Cevov izrek . Naj bo 6.ABC trikotnik in K, L, M točke na premicah

+-----+ +-----+ +-----+

BC, AC in AB, različne od oglišč trikotnika . Potem so Cevove premice
+-----+ +-----+ +-----+

AK , BL, CM ali vzporedne ali gredo skozi skupno točko natanko takrat, ko

Je

AM BK CL
MB' KC . LA = 1. (1)

(Torej tedaj, ko je produkt razmerij, v katerih točke K, L, M delijo usmerjene
trikotnikove stranice BC, CA, AB, enak 1.)
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+----+ +----+ +----+

Dokaz: Pogoj je potreben . Naj gredo AK , BL , CM skozi isto točko P.
Skupaj bomo dokazali trd itev za primer , ko je P notranja točka trikotnika
f:,.ABC. Sami poskusite na sličen na čin ugnati primer, ko leži P zunaj
trikotnika ali ko so Cevove prem ice vzporedne (slika 2) .

C

/~>~/ \

/ ... -:
A /VI B

Slika 2

..t-..
/11

/ '
c K /
/. i

fi .. /i
0-\
J, /11 3

j
/

"

Naj b~ R in S

vzporedno AB (slika 3).

~ C

A

Slika 3

+----+

presečiš či premic A K ln BL s prerruco skozi C,

c

B

Slika 4

Opazimo lahko štiri pare podobnih trikotnikov:

f:,.CLS ~ f:,.ALB, f:,.CPS ~ f:,.MPB,

f:,.CPR ~ f:,.MPA, f:,.AKB ~ f:,.RKC.

Iz njih razberemo :



CL
LA

A M

CR

in od tod , ker je M E (A, B),

A M A M CR
MB - MB - CS '

Nada lje je še :
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(2)

(3)

(4)
B K BK A B
K C - K C - CR '

Z množenjem ena čb (2) , (3), (4) dob imo pogoj (1) .

Pogoj je zadosten, Naj velja enačba (1). Potem so Cevove premice ali

vzporedne ali pa obstaja točka P, ki je dvema premicama skupna . Naj bosta
------.. ------.. ------..

to AK in BL , Položimo skoz i P novo Cevovo premico CMI (slika 4). Iz
potrebnosti pogoja Cevovega izreka sledi :

Od tod in iz (1) dobimo

A MI BK CL
M I B ' K C ' LA = 1. (5)

AMI AM
MIB - MB '

Toeki M in Ml torej deli ta usmerjeno daljico AB v istem razme~ Ker

pa delilno razmerje točko natanko določa, je M = Ml in torej PE CM , kar

smo že leli dokazati.

Uporaba.

Težišče. Težiščnice trikotnika nasprotno stranico razpolavljajo , torej
jo dele v razmerju 1. Ker je 1·1 ,1 = 1, gredo težiščnice skozi isto točko

- težišče tr ikotn ika .

Središče včrtane krožnice. Kotne simet rale dele trikotnikove stranice
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v razmerju priležnih stranic. Le so a, b , c dolžine t rikotni kovih strani c,

Je

AM BK CL b c a_ ._._=- -_._= 1.
MB KC LA abe

Kotn e simetrale gredo torej skozi isto točko - sred išče včrtane krožn ice.

Višinska točka. Za pravokoten t rikotnik nimamo kaj dokazovati . Le je
trikotnik ostrokoten, so p odnoži šča višin not ranje točke nasprotnih st ran­
ic. Pri top okotnem t rikotniku sta podnožišči višin, ki izhajat a iz ost rih
kotov, zunanji točki nasprotnih stranic, podnožišče tretje višine pa no­
tranja to čka. Vednoje torej produkt delilnih razmeri j z leve str ani formule
(1) poz itivno št evilo. Pogl ejmo še njegovo absolutno vrednost. Le so
Va, vb , Ve triko tnikove višine, j e

AM

LA

Ve Va

Ve

CL

KC Va

BMxA

P rodukt levih st rani teh e n ač b je absolut na vred nost leve strani enačbe

(1), produkt desn ih pa je enak 1. Višinska točka to rej obstaja .

Gergonnova točka. Spojimo oglišče t rikotnika z doti kališči včrtane

krožni ce na nasprotnih st ranic ah . Ker sta tangenti iz dane točke na dano
krožnico enako dolgi, imamo situacijo kot na sliki 5.
V

"

AM BK CL _ x y z - 1
eja MB ' Ke ' LA - Y, z - x - .

To rej gredo konstruira ne Cevo­
ve premice skozi skupno to čko

G. Imenujemo jo Gergonnova
to čka trikotnika .

Omeniti velja še nekaj . Že o­
krog leta 100 je grški matematik
Menelaj iz Aleksandrije dokazal na­
slednji izrek : Naj bo 6ABC trikot­
nik in K , L, M točke na prem icah

<-----+ <-----+ <-----+

BC , AC in AB, različne od ogli šč

tr ikotnika. Le so točke K, L, M ko­
linearne, je

Slika 5

AM BK CL
MB' KC - LA = -1. (6)
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Kasneje je bila dokazana tudi zadostnost pogoja (6) za kolinearnost točk

K, L, M. Ta - Menelajev - izrek je nekakšen izrek dvojček Cevovega izreka.
Zato se zdi kar neverjeto, da je med njunima odkritjema minilo poldrugo
tisočletje. Pove pa ta podatek veliko o počasnern razvoju matematike v tem
obdobju .

Za konec z uporabo Cevovega izreka rešite naslednji nalogi:

<----+ <----+

1. naloga: Naj bodo AK,BL,

CM tr i take Cevove premice trikot­
nika 6ABC, ki gredo skozi skupno
točko . Krožnica skozi točke K, L,
M-..se~nosi~ trikotnikovih stranic
BC , CA in AB zapored še v točkah

KI, LI, Ml (slika 6), ki niso nujno
različne od K, L, M. Dokaži, da gre-

<----+ <----+

do tudi Cevove premice AKI, BLI,
<----+

CMI skozi isto točko! (Nasvet: U-
porabi potenco točke glede na kro­
žnico!)

2. naloga: V ravnini naj bosta dani
daljica (A, B) in njej vzpor~a pre-

mica p . Izven premic p in AB izbe­
rimo poljubno točko P in narišimo
geometrijsko figuro kot na sliki 7.

Dokaži, da točka M razpolavlja
daljico (A. B)!

(Opomba : Kot veste , običajno

razpolavljamo daljico tako , da s še­
stilom in ravnilom narišemo njeno
simetralo. Tu smo uporabili le ravni­
lo! Res pa smo pri tem potrebovali
"oporo" - podana je morala biti tudi
vzporednica daljici (A, B).)

Slika 6

p

-----fl~_1"-_?t~- p

A

Slika 7

Marija Vencelj


