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MRTENATIGA

CEVOV IZREK

Med vsemi ravninskimi li-
ki so se matematiki najvet
ukvarjali s trikotnikom. Ze
stari Grki so vedeli, kako tri-
kotniku oé&rtati kroZnico, to
da gredo vse tri teZiZnice
skozi isto totko, da velja is-
to za viSine in za kotne si-
metrale, pa e marsikaj dru-
gega.

Cevov izrek je zelo u-
poraben izrek, ki govori o

KAKO TO,
DA IA2 NISEM
NA To
porisLiL !

tem, kdaj imajo tri premice,
ki potekajo skozi razligna
trikotnikova ogliZ€a, skup-
no totko. Je torej nekakZna
posplofitev izrekov o teZi-
g€u, vidinski toki in sredi-
§%u vértane kroZnice. Od-
kril in dokazal ga je v dru-
gi polovici 17. stoletja itali-
janski matematik Giovanni
Ceva (beremo Ceva).
Preden izrek navedemo, se bomo nanj nekoliko pripravili.
e Najprej se domenimo za nekaj oznak:

AB  premica skozi totki A in B
(A. B) daljica s krajis¢ema A in B
AB  usmerjena daljica z za€etno togko A in

__ konEno totko B
AB dolZina daljice (A, B)

e Delilno razmerje. Naj bo dana daljica AB in totka C € (A, B).
Pravimo, da totka C deli daljico AB v razmerju AC : CB. Ta kvocient
je neko pozitivno realno Etevilo A, zato lahko tudi re€emo, da totka C
deli daljico qB v razmerju A. OEitno deli totka C usmerjeno daljico BA

v razmerju —.
A
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Ceje C= A, je A =0; ko gre C proti B, pa nara¥ta delilno razmerje
Zez vse meje.

e—

Pojem delilnega razmerja lahko posploZimo na vse totke premice AB. Za

C € AB, toda C ¢ (A, B), je delilno razmerje X, v katerem C deli
usmerjeno daljico AB, definirano takole:

A=-AC:CB

in je torej za totke C zunaj daljice (A,B) negativno. V obeh primerih

uporabljamo za delilno razmerje oznako . Torej je za C € AB:

CB

A_C_ AC:CB za C e (A, B)
CB | -AC:CB za C¢(A B)

Velja ge: Dve razliéni totki delita daljico AB v razlignih delilnih razmer-
Jjih. O tem se lahko s kratkim raunom sami prepriZate za vsak primer s
slike 1 posebej.

C A = A C B A B ¢
e e Sr———— B e, S— , W— —_——
I -— 0. € AC _
T ~HC Br ==
a) b) c)
Slika 1

e Cevova premica. Premica, ki poteka skozi natanko eno ogli¥€e trikot-
nika, se imenuje Cevova premica tega trikotnika.
Oglejmo si sedaj
Cevov lzrek Naj bo AABC trikotnik in K, L, M totke na premicah
BC AC in_/ AB razlitne od ogli¥€ trikotnika. Potem so Cevove premice
AK BL CM ali vzporedne ali gredo skozi skupno totko natanko takrat, ko
Je
AM BK CL
MB KC TA " (1)
(Torej tedaj, ko je produkt razmerij, v katerih tocke K, L, M delijo usmerjene
trikotnikove stranice BC, CA, AB, enak 1.)



Dokaz: Pogoj je potreben. Naj gredo AK, BL, CM skozi isto totko P.
Skupaj bomo dokazali trditev za primer, ko je P notranja toZka trikotnika
AABC. Sami poskusite na sliten nalin ugnati primer, ko leZi P zunaj
trikotnika ali ko so Cevove premice vzporedne (slika 2).

vvvvv

Slika 3 Slika 4

Opazimo lahko &tiri pare podobnih trikotnikov:

ACLS ~AALB, ACPS ~AMPB,

ACPR~AMPA, AAKB~ ARKC.

Iz njih razberemo:
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in od tod, ker je M € (A, B),

AM _AM CR

MB~MB_ TS’ 2
Nadalje je Ze:

BK BK _AB

KC KC R )

Z mnoZenjem enatb (2), (3), (4) dobimo pogoj (1).
Pogoj je zadosten. Naj velja enagba (1). Potem so Cevove premice ali
vzporedne ali pa obstaja totka P, ki je dvema premicama skupna. Naj bosta

to AK in BL . PoloZimo skozi P novo Cevovo premico CM; (slika 4). Iz
potrebnosti pogoja Cevovega izreka sledi:

e K A=Y ®
Od tod in iz (1) dobimo
AMy _ AM
MiB  MB’
ToEki M in My torej delita usmerjeno daljico AB v istem razmerju. Ker

pa delilno razmerje totko natanko doloZa, je M = My in torej P € CM, kar
smo Zeleli dokazati.

l:lpo;aba.

Tezis€e.  TeZi¥nice trikotnika nasprotno stranico razpolavljajo, torej
jo dele v razmerju 1. Kerje1-1-1 =1, gredo teZisZnice skozi isto totko

w

- teZis€e trikotnika.

Srediste viértane kroZnice. Kotne simetrale dele trikotnikove stranice
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v razmerju prileZnih stranic. Ce so a, b, c dolzine trikotnikovih stranic,
je

AM BK CL_b c 3

MB KC LA a b ¢

Kotne simetrale gredo tore] skozi isto totko - sredit€e vEértane kroZnice.

Visinska totka. Za pravokoten trikotnik nimamo kaj dokazovati. Ce je
trikotnik ostrokoten, so podnoZisa vigin notranje totke nasprotnih stran-
ic. Pri topokotnem trikotniku sta podnoZigéi vigin, ki izhajata iz ostrih
kotov, zunanji toZki nasprotnih stranic, podnoZi&Ze tretje vigine pa no-
tranja totka. Vedno je torej produkt delilnih razmerij z leve strani formule
(1) pozitivno 3tevilo. Poglejmo e njegovo absolutno vrednost. Ce so
Va, Vp, Ve trikotnikove viine, je

AM Ve

_Va H_Vb

K
LA v, MB v¢' KC va
Produkt levih strani teh ena&b je absolutna vrednost leve strani enacbe
(1), produkt desnih pa je enak 1. ViZinska totka torej obstaja.

Gergonnova totka. Spojimo oglis€a trikotnika z dotikalis€i vértane
kroZnice na nasprotnih stranicah. Ker sta tangenti iz dane toZke na dano

krozmco enako dol [ imamo situacijo kot na sliki 5.
aM i x N

Vel]a = ~ &£ =1

Torej gredo konstrmrane Cevo—

ve premice skozi skupno totko

G. Imenujemo jo Gergonnova

tocka trikotnika.

Omeniti velja e nekaj. Ze o-
krog leta 100 je griki matematik
Menelaj iz Aleksandrije dokazal na-
slednji izrek: Naj bo AABC trikot-
nlk in K L, M totke na premicah 4 X
BC AC in AB razliéne od oglisg / =
trikotnika. Ce so tozke K, L, M ko-

linearne, je

AM BK CL _
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Kasneje je bila dokazana tudi zadostnost pogoja (6) za kolinearnost totk
K,L, M. Ta - Menelajev - izrek je nekakZen izrek dvojéek Cevovega izreka.
Zato se zdi kar neverjeto, da je med njunima odkritjema minilo poldrugo
tiso€letje. Pove pa ta podatek veliko o pofasnem razvoju matematike v tem

obdobju.

Za konec z uporabo Cevovega izreka regite naslednji nalogi:

1. naloga: Naj bodo H\’.E

CM tri take Cevove premice trikot-
nika AABC, ki gredo skozi skupno
tocko. KroZnica skozi tocke K, L,
M seka nosilke trikotnikovih stranic
BC, CA in AB zapored %e v totkah
Ky, Ly, My (slika 6), ki niso nujno
razlitne od K, L, M. Dakﬂ daﬂ?‘
do tudi Cevove premice AKy, B4,
CM; skozi isto totko! (Nasvet: U-
porabi potenco totke glede na kro-
Znico!)

2. naloga: V ravnini naj bosta dani
daljica (A, B) in njej vzporedna pre-

mica p. lzven premic p in AB izbe-
rimo poljubno to¢ko P in nari%imo
geometrijsko figuro kot na sliki 7.

DokaZi, da to€ka M razpolavlja
daljico (A, B)!

(Opomba: Kot veste, obiZajno
razpolavljamo daljico tako, da s Ze-
stilom in ravnilom narifemo njeno
simetralo. Tu smo uporabili le ravni-
lo! Res pa smo pri tem potrebovali
“oporo” - podana je morala biti tudi
vzporednica daljici (A, B).)

Marija Vencelj



