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(IATEMATIARA

SREDINI NA TEHTNICI

Znamenita neenakost med aritmetiéno in geometriéno sredino pozitivnih 3tevil
je doZivela vrsto razliénih dokazov. V dvajsetih letih 18, stoletja jo je dognal
Skotski matematik C. Maclaurin, slabih sto let kasneje pa A.L. Cauchy, po ka-
terem je ponekod celo dobila ime. Tu bomo predstavili izredno kratek {a manj
poznan) dokaz te neenakosti in nekaj zanimivih posledic.

Najprej opredelimo obe omenjeni sredini.

Naj bodo a,, a5, ..., 3, nenegativna realna itevila. Potem je

) +a= +..-+ﬂn
A=

n

njihova aritmeti¢na sredina in
G=a,a,..a,
njihova geometri¢na sredina.

Ce sta $tevili le dve (a, ina;), je njuna aritmeticna sredina A = (a, +a, )/2
vsaj tolikdna kot njuna geometriéna sredina G =/ & 1&, (torej A = G), kar je
znal utemeljiti Ze Evklid. Poskusite $e vil

Tudi za n > 2 velja

ay +az + ...+a,.,

A= > Yaa,..8, =G (AG)
n

To je neenakost, o kateri smo govorili na zagetku prispevka in jo bomo zdaj
dokazali.
Zaradi simetrije v (AG) lahko brez $kode predpostavimo, da velja

a;<a; <. < a,

Potem je na; <a; +a; +...+a, <na,, torej a; <A <a,, Zato velja
(A —ay)a, —A) =0, od koder dobimo

(ay +a, —A)A 2 a;a, (1)

Naprej bo dokaz potekal z matematiéno indukcijo. Pri n = 1 (AG) oéitno velja.
Predpostavimo, da neenakost (AG) drZi za n — 1 in jo uporabimo za §tevila

d9,83, .., 90 -1 in a ta, —A

Tako dobimo oceno
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a,+..+ap_q1+la +a, —A)

A=

n—1

_.1 e e hid
> "\ ay..3y_1l8y +a, — A)

okdoder s pomo¢jo (1) pridemo do iskane neenakosti
A"=A""V A >a,..a,_1la; +a, —A)A > a,.9,...a,

Dokaz je s tem konéan, bralca pa vabimo, da s ponovnim sprehodom skozenj
dozene, da v (AG) velja enaéaj natanko takrat, kadar jea; =a, = ...=a,.
Poglejmo 3e nekaj primerov uporabe neenakosti (AG).

Dokazimo, da ima med vsemi kvadri z dano prostornino kocka najmanjso
povriino. Oznaéimo robove kvadra z a, b in ¢. Kocka z enako prostornino
ima rob k = 3/ abc in povréino 6k*. Za povriino kvadra nam (AG) da

1.

zeleno oceno

Vzemimo poljubno nenegativno realno $tevilo x. Postavimo a; =a; = ...=
=a,_1=1ina, =1+ nx v neenakost (AG) pa dobimo oceno

Trx=2 1+ 4141 +nx) > Y 1+nx

\‘____.-\’__._)
n—1

ki jo preoblikujemo v znano Bernoullijevo neenakost
(1+x)" =21+nx

Oznaéimo z vy, vp in v, viSine
trikotnika ABC, z r pa polmer
vanj vértanega kroga. Dokazali
bomo, da velja neenakost

ar<y VaVpVe

Oznacimo s p ploic¢ino trikotni-
ka ABC, poglejmo na sliko in za-
belezimo:

avy =bvy =cvp=2p=ar+br+cr

Od tod z uporabo (AG) dobimo
oceno

atb+c 1 1 1
R -

2 P y' vb Vc

N =

odkoder sledi iskana neenakost.
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Za konec pa $e nekaj nalog.
1. DokaZzi naslednje neenakosti:

1+% >3Y1+x, x>0

2 e Lawed 3, . x,y,z2>0
y+z z+x x+y 2

nn =22""1pl s nEIN,AI=12....-n

2. Med vsemi kvadri z enako povr§ino ima kocka najvecjo prostornino.
Dokazi.
3. Dokazi, dazaa > 1 velja neenakost

loggla +1) < logg—1a

>

V dano kroglo vértaj stoZec z najvec¢jo prostornino.
5. Dokazi, da je teZi§cnica ostrega kota v pravokotnem trikotniku vsaj to-
liksna kot geometrijska sredina obeh katet.
Dragoljub M. Miloevi¢
prir. in prev. Boris Lavri¢
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