RoCno korenjenje

N2
ViD Kavcic

- Danes v Soli kvadratne korene Stevil ve¢inoma
racunamo s pomocjo Zepnih racunal, vcasih pa so
se Ze v osnovni Soli ucili dolociti kvadratni koren
rocno po posebnem postopku, ki ga lahko najdemo
v starih ucbenikih, uporabljal pa ga je tudi tudi Na-
pierov mehanski racunski stroj v 17. stoletju. V
c¢lanku bomo ta postopek predstavili in utemeljili,
hkrati pa bomo nakazali njegove posploSitve in ga

primerjali z drugimi metodami za korenjenje.

Predstavitev algoritma za racunanje
kvadratnega korena

Algoritem za roc¢no korenjenje bomo najprej prika-
zali na konkretnem primeru Stevila 189225.

= Stevilko razdelimo na tri razdelke po dve Stevki:
18192|25. Najprej dolo¢imo najvecje naravno Ste-
vilo, katerega kvadrat je manjSi ali enak najbolj
levemu razdeleku. To je jasno Stevilo 4, saj je
4% < 18. Desno od enacaja zapiSemo 4, pod prvi
razdelek pa vrednost 42 = 16, ki jo odstejemo in
pod ¢rto zapiSemo ostanek 2, ki mu pripiSemo na-
slednji razdelek.

= /18]92]25 = 4
16
292

= Dobljeno Stevilo je 292, dvakratnik dosedanjega
rezultata pa 2 - 4 = 8. Zdaj s poskuSanjem do-
lo¢imo najvecjo Stevko, ki jo lahko zapiSemo na
Crtici, da velja neenakost 292 =8 -
7 nekaj racunanja ugotovimo, da je 292 > 83 - 3 =
2491in 292 < 84 - 4 = 3306, torej je iskana Stevka 3,
ki jo napiSemo na Crtici in Se pri novem vimesnem
rezultatu 43. Vrednost 249 odStejemo od 292 in
dobljenemu ostanku 43 pripiSemo naslednji raz-
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delek 25, da dobimo 4325.

= \/18]92[25 = 43
16
292>83-3
249
43 25

= Zdaj ponovimo prejsnji korak. Dvakratnik dose-
danjegarezultata je 2-43 = 86. Na Crtici zapiSemo
najvecjo Stevko, za katero velja 4325 > 86__ - __
Tokrat je to Stevka 5, saj je 865 -5 = 4325 < 4325.
Stevko 5 dodamo tudi v vmesni rezultat, da do-
bimo 435. Ker velja 865 - 5 = 4325, dobimo pri
odStevanju ostanek 0, kar pomeni, da smo s kore-
njenjem zakljucili. Kon¢ni rezultat je torej 435.

= \/18]92]25 = 435
16
2
2

Kvadratni koren decimalnega Stevila dolo¢imo po-
dobno, le z nekaj izjemami. Korenjenec razdelimo
na razdelke po dve Stevki od decimalne vejice proti
levi in proti desni. Preden obravnavamo prvi razde-
lek desno od vejice, v rezultat za enacaj postavimo
decimalno vejico. Ce ima razdelek na skrajni desni
le eno Stevko, mu pripiSemo Se Stevko 0. Poglejmo si
ta postopek na primeru Stevila 1,5129.

= V1[,51]29 = 1,23
1
0 51>22-2
44
729=>243-3
729
0
Ker smo dobili ostanek 0, je algoritem koncan. Is-
kani rezultat je 1,23, kar je natanko kvadratni koren

Stevila 1,5129.
Postopek lahko strnjeno predstavimo s koraki:
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= Stevilo razdelimo na razdelke po dve $tevki, od de-
cimalne vejice levo in desno. Najbolj levi razdelek
je v primeru lihega Stevila $tevk enomesten. Ce
je potrebno, decimalna Stevila z ni¢clo dopolnimo
tako, da ima sodo decimalk.

= PoiS¢emo najveCje enomestno Stevilo, katerega
kvadrat je manjSi ali enak Stevilu v prvem raz-
delku. To je prva Stevka korena. Njen kvadrat od-
Stejemo od Stevila v prvem razdelku ter ostanku
pripiSemo drugi razdelek. Dobljenemu Stevilu
bomo rekli zahtevek.

= PoiSc¢emo najvecCjo tako Stevko, ki je lahko dopi-
sana dvakratniku dosedanjega rezultata, da bo do-
bljeno Stevilo, pomnozeno s to isto Stevko, manjse
ali enako zahtevku. Dobljeno Stevko zapiSemo za
enacaj kot drugo Stevko rezultata. To Stevko po-
mnoZimo s Stevilom, ki ima to isto Stevko pripi-
sano, dobljeni rezultat pa odStejemo od zahtevka
in dobimo nov ostanek.

= Novemu ostanku pripiSemo Stevki v naslednjem
razdelku in postopek nadaljujemo.

= Ce porabimo vse razdelke in v zadnjem koraku do-
bimo ostanek 0, smo izrac¢unali to¢no vrednost ko-
rena zacetnega Stevila. V nasprotnem primeru pa
lahko postopek nadaljujemo do Zelene natanc¢no-
sti, tako da zadnjemu ostanku in vsem naslednjim
pripisujemo po dve nicli, ki nam dolocata dodatno
mesto v rezultatu.

Utemeljitev algoritma

Za utemeljitev algoritma definirajmo posploSeni de-
setiSki sestav. Vsako naravno Stevilo N € N lahko v
posplosenem desetiskem sestavu izrazimo kot

= N

aiar...adn-1an

=10" 1. a; +10" 2 ar+ ...+ 10" a1+

100 - an,

kjer veljaa; e NU {0} zai e {1,2 ... n}.

PosplosSeni desetiSki sestav se torej od obi¢ajnega
razlikuje v tem, da lahko za Stevke vzamemo po-
ljubna naravna Stevila (vklju¢no z 0), ne pa le cela
Stevila od 0 do 9. Seveda tak sestav ne omogoca eno-
licnega zapisa Stevila, vendar ga bomo pri samem do-
kazu potrebovali.

Poskusimo algoritem najprej utemeljiti na
primeru korenjenja kvadrata dvomestnega naravne-

ga Stevila x7x>:

= (X1X2)% = (10x] + x2)° = 100x7 + 20x1X7 + X3,
= 100x% + x7 - (20x7 + Xx2),

= 100x? + x2 - (2x1) X2.

Zadnji izraz razjasni algoritem, ki v tem primeru se-
stoji iz dveh faz. V prvi fazi je treba poiskati eno-
licno dolo¢eno Stevko x7, ki predstavlja desetice re-
zultata korena. Nadalje je treba dolociti enice, tj.
Stevko x>, ki nastopa v drugem c¢lenu izraza, s kate-
rim smo zapisali korenjenec, torej v x»-(20x1+x2) =
X7 - (2x1) x2. Zapis desno od enacaja utemeljuje po-
stopanje iz algoritma; to, kar imamo v dozdajSnjem
rezultatu (v tem primeru je to x;), mnozimo z 2, po-
tem pa iS¢emo tako Stevko X7, ki jo moramo dopisati
Stevki 2x1, da bo dobljeno Stevilo, pomnoZeno s to
isto Stevko x>, dalo Stevilo, ki bo zajelo ostanek, ki
ga nismo zajeli s prvim clenom, tj. IOOxf.

Utemeljitev algoritma zdaj posplosimo na kore-
njenje kvadrata n-mestnega Stevila. V tem primeru
se bomo sklicali na naslednjo enakost, ki velja za po-
ljubna realna Stevila in jo lahko bralci preverijo s po-
mocjo matemati¢ne indukcije:

n n
(X1 X2 X)) = D 2XXG + D X2
i1

i,j=1
i<j

n
> xixj.

ij=1

S pomocjo zgornje enakosti lahko kvadrat poljub-
nega naravnega Stevila preoblikujemo v naslednji za-

pis.

Izrek 1. (Enakost za rocno korenjenje) Naj bo
X1X2...Xn-1Xyn poljubno naravno Stevilo, zapisano
s Stevkami v desetiSkem sestavu, Kkjer velja
x; € {0,1,...,9} in x1 # 0. Potem velja

= (X1X2..-Xn-1%n)° =
=10""2x? + 10°"4x;, - (2x7) xp + 10°" Ox3-

(2 X)) Xy

+xXn- (2 - (X1X2.. . Xn-1)) Xn.
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Dokaz. Levo stran izraza najprej preoblikujemo s
pomocjo prejsSnje enakosti:

= (X1X2-. Xn-1%Xn)"

( n-1 n-2 1 2
=(10"" - x1+10 - Xo+...+10 -xn_1+xn)
=102"2. x2 +10%" 4 . xZ3 + - - +10% - x2_ |+

+x2 4210 3x1x0 +2 - 107" X X3 + - - - 4

+2-10"xyx, + 2 - 107" P xox3+

+2- 102n_6X2X4 + ...

+2-10"%xxp + - - - +2 - 10 xp_1xp

Sedaj moramo spretno zdruZzevati in izpostavljati.
Clene zdruZujemo tako, da izpostavimo enako dese-
tiSko potenco. Poleg tega v i-tem koraku zdruzimo
Clene, ki vsebujejo x1, x2,...,x;. Na ta nac¢in dobimo
desno stran izraza, kot smo Zeleli.
= = 10°"2x2 +10%"4x; - (20x7 + X2) +

+ 102" O3 - (200X +20x2 + x3) + - - - +

+ Xy - (2 210" txg 42 10" Pxp 4 - 4

+2-10 - xp-1 +Xxn)

= 102" 2x2 + 10°" 4 x; - (2x7) xp + 10°" 6x3.

(2 (X1X2)) X3 + o X

- (2- (X1X2.. . Xn-1)) Xn.

Iz dokazane trditve zdaj neposredno sledi pravil-
nost algoritma za korenjenje naravnih Stevil, ki so
popolni kvadrati. Ta algoritem lahko posploSimo na
algoritem za korenjenje realnih Stevil, katerih koren
ima koncen decimalni zapis. Tako decimalno Stevilo
D pomnozimo z desetiSko potenco 10%* za dovolj
velik k € N, da dobimo naravno Stevilo N, ki ga Ze
znamo koreniti. Da dobimo koren prvotnega deci-
malnega Stevila, torej +/D, moramo /N le Se deliti
z 10%. S tem smo utemeljili postopek za korenjenje
decimalnih Stevil, opisan na zacetku ¢lanka.

Pozorni bralec je seveda opazil, da s tem nismo
utemeljili njegove pravilnosti tudi za iskanje pribliz-
kov kvadratnih korenov tistih Stevil, katerih koreni
nimajo konc¢nega decimalnega zapisa.

Kot zanimivost povejmo, da lahko na podoben na-
¢in izpeljemo tudi algoritem za kubicne ali viSje ko-
rene. Postopek za kubicni koren je denimo predstav-
ljen tudi v Mocnikovih ucbenikih, algoritmi za ko-
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rene viSjih stopenj pa so za prakticno rabo prezah-
tevni.

Zakljucek

Poleg opisanega algoritma obstaja Se precej drugih
metod za racunanje (priblizkov) korenov Stevil. V
dobi brez Zepnih racunal so imele veliko vlogo (Ve-
gove) logaritemske tablice. 7 njimi si lahko poma-
gamo tudi pri iskanju priblizka n-tega korena da-
nega Stevila s pomocjo obrazca ¥a = e%m“, pri Ce-
mer vrednost Ina razberemo iz logaritemskih tabel.

Poleg metode z neskoncnimi veriznimi ulomki in
Taylorjevega razvoja je zanimiva tudi Newtonova
numericna metoda. Slednja sloni na iskanju nicel
funkcije in temelji na odvodih, torej vsebini iz viSje
matematike. Ce i§¢emo nicle funkcije f(x) = x2 —a,
v resnici korenimo Stevilo a. Ta primer Newtonove
numericne metode se imenuje Babilonska metoda,
tudi Heronova metoda, saj jo je grSki matematik He-
ron v svojem delu Metrika objavil Ze v prvem stoletju
naSega Stetja.

Pri metodi najprej ugibamo vrednost korena xg.
Natanc¢nejSo vrednost korena dobimo iz izraza:

Dobljen priblizek nato ponovno vstavimo v zgornjo
enacbo, da dobimo Se boljSega, in tako naprej do is-
kane natanc¢nosti.

Zgoraj navedene metode korenjenja so bodisi ma-
temati¢no zahtevnejSe, saj temeljijo na vsebinah iz
viSje matematike (neskoncne vrste, limite, odvodi),
bodisi podajo zgolj priblizek. Algoritem, obravna-
van v ¢lanku, pa operacijo korenjenja zreducira na
osnovni operaciji mnozenja in odsStevanja, hkrati pa
je vsaka Stevka, ki jo na podlagi algoritma dobimo,
tocna. Zavedati pa se moramo, da je algoritem v pri-
merjavi z npr. Taylorjevim razvojem ali numeri¢nimi
metodami pocasnejsi, zato sta slednji ustreznejsi za
sodobna racunala.

Naj zaklju¢im, da je prispevek nastal na osnovi
raziskovalne naloge z naslovom Rocno korenjenje,
ki sem jo v Solskem letu 2019/20 napisal pod men-
torstvom mojega nekdanjega profesorja matematike
Tilna Setine, ki je s svojimi nasveti in predlogi pripo-
mogel tudi pri nastajanju tega clanka.
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Naloge brailcu

1. Roc¢no koreni:

(a) +/2989441
(b) +/9,8596
(c) v/5764801
2. Poisci prvih 5 decimalnih mest /2.

3. Dana Stevila zapiSi v obicajnem desetiSkem se-
stavu.

(a) 1(23)4(56)7(89)
(b) (123)(45)(6789)
(c) (12)345(67)89
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% +(v-V)v= M%prdr vAv + f(x,t)

SLIKA K MATEMATIENEMU TRENUTKU.

EDOMQO 2023

vid
ANA META DOLINAR IN LUKA HORJAK

- V Portorozu je od 13. do 19. aprila 2023 potekala
12. Evropska dekliSka matemati¢na olimpijada
(EDMO). Na tekmovanju je sodelovalo 213 tekmo-
valk iz 54 drzav (do 4 najboljSa srednjeSolska de-
Kkleta iz vsake drzave). VKlju¢no z vodji ekip, koor-
dinatorji (ocenjevalci), prostovoljci, organizatorji
ipd. je bilo udelezencev dogodka 504. To je bil
najvecji tovrstni dogodek v Sloveniji od leta 2006
naprej, ko smo v nasi drZzavi gostili Mednarodno

matematic¢no olimpijado.

Organizacija, potek

Evropska dekliSka matemati¢na olimpijada (EDMO)
je namenjena spodbudi deklet k pripravi in udelezbi
na matematicnih tekmovanjih, saj je razmerje spolov
na drugih tekmovanjih zelo neuravnotezeno - deklet
je na olimpijadah, kot je Mednarodna matematicna
olimpijada, le okoli 10 %. EDMO dekletom da motiva-
cijo za pripravo na tekmovanja na viSji ravni ter sluzi
kot dogodek, kjer si lahko dokaZejo, da so sposobne
reSevanja olimpijskih nalog. Poleg tega olimpijada
tudi pripomore k ustvarjanju prijateljstev med de-
kleti s podobnimi interesi, kar dekletom, ki na svoji
Soli med ljubitelji matematike morda vidijo le fante,
pokaZe, da niso edine s tem hobijem. Poleg tega pa
lahko na EDMO dekleta spoznajo tudi uspesne mate-
maticarke, ki jim lahko sluZijo kot vzornice.

Slovenija na EDMO sodeluje vsako leto od leta
2013. V teh letih je Slovenijo zastopalo 28 deklet,
nekatera celo trikrat ali Stirikrat.

Letos je EDMO organizirala Slovenija pod okriljem
DMFA Slovenije.
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