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_[IRTEMARTIAA

KVADRATI RACIONALNIH STEVIL

Stevilo 7 se da zapisati kot vsota &tirih kvadratov celih $tevil
T2 415412412 (1)

Ce vzamemo kakZno drugo ne preveliko naravno 3tevilo, po krajem poskuga-
nju tudi zanj najdemo tak3no izrazitev. Nekaj zgledov:

15 =32 422 4 124: 12

17=424+124024+02=32422 492402 (2)

28=52+124+124+12=424+22 422 422 =32 +32 +32 412,

Seveda se je ob takih opaZanjih Ze davno porodila domneva, ali ni
morda vsako naravno Stevilo vsota Stirih kvadratov celih Stevil. Ta domneva
dr#i. Lagrange (1736 - 1813) je namre¥ dokazal: Ce je n naravno 3tevilo,
obstajajo takina cela 3tevila a, b, ¢, d, da je

n=a’+b%+c?+d2 (3)

Zgledi (2) kaZejo, da je dano naravno 3tevilo n v splognem mogote na vet
nainov razbiti na vsoto 3tirih kvadratov celih 3tevil. Je pa takih na&inov le
kon&no mnogo. Med Stevili 0, 1,2, ...n je namre€ le kon&no mnogo kvadratov
celih Stevil in le ti pridejo v poStev za sumande v (3).

Cisto drugae pa je, & vprasujemo po izrazitvah naravnega 3tevila z
vsoto Stirih kvadratov racionalnih Ztevil.

PokaZimo najprej, da je mogo€e 1 zapisati na neskonéno naginov z vsoto
dveh kvadratov racionalnih Ztevil.

Naj bosta k, / naravni Stevili. Stevili

=
TR+ T K242

sta racionalni in kratek raiun pokaze, da je
E24+F2=1

Ko spreminjamo k, | po naravnih 3tevilih tako, da sta k, / tuja, eden sod in
drugi lih ter k > /, dobimo same razli¢ne pare E, F. To pomeni: Obstaja
neskonéno razliénih racionalnih parov E, F, za katere je F2 + F2 = 1.
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Nekaj takih parov navaja tablica

-
4 9 | 40
a1 | &
Povrnimo se k izrazitvi (3). Stevilo n je naravno. Zato a, b, c,d ne

morejo biti vsi ni€. Vzemimo, da a ni ni€. Pri celih a, b in racionalnih E, F
sta aE + bF, aF — bE racionalni %tevili. Velja tudi

a’ + b% = (aE 4 bF)? + (aF — bE)2. (4)

O tem se prepricamo, ko na desni kvadriramo in upo¥tevamo, da je E2 +
+ F2 = 1. Ko E, F spreminjamo, se sumanda na desni v (4) spreminjata,
vsota pa ostaja a2+ b2. Naj bo u kakZna vrednost, ki jo zavzame aE + bF.
Kerje F = V1 — EZ, iz aE 4+ bV1 — EZ = u izhaja kvadratna enatba (aE —
— u)? = b%(1 — E?) za E. Obstajata zato najvet dva razliéna E in tako
najveé dva razliéna para E, F, ko ima aE + bF vrednost u. Ker je parov
E, F neskon&no, dobimo z njimi neskon&no razli€nih vrednosti za aE + bF.
Vsota a2 + b2 > 0 se da torej zmeraj na neskon&no natinov izraziti z vsoto
dveh kvadratov racionalnih ¥tevil. Podobno je

2+ d? = (cE + dF)? + (cF — dE)?. (5)

Ce od %tevil ¢, d vsaj eno ni nig, je spet naravno ¥tevilo c2 + d? na neskon&no
naéinov izrazljivo z vsoto dveh kvadratov racionalnih Stevil.
Iz (3) po (4) in (5) sledi

n=(aE + bF)? + (aF — bE)?> 4+ (cE + dF)?> 4+ (cF — dE)?. (6)

Tako smo ugotovili: Naravno 3tevilo je mogo&e na neskon&no razliénih
natinov zapisati kot vsoto Stirih kvadratov racionalnih Stevil.
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Zgled. V izrazitvi gl) Stevila7 jea=2 b=c=d =1 Ko vzamemo
iz tabele E = 5, F = 13, dobimo po (6)

D= (o R (R

v 25) lahko za E, F izberemo tudi druga&ni vrednosti kot v (4). Za E; =

=3 F1=¢je
222 1942 Ty2 12
=(5) +(m +G) +G)-
Pomudimo se sedaj 3e pri pozitivnih racionalnih 3tevilih. Pozitivno

racionalno 3tevilo ima obliko %, kjer sta n, m naravni tevili. Naj bo m

kvadrat naravnega %tevila v, m = vZ. Videli smo, da obstaja neskonZno
Eetveric racionalnih ¥tevil A, B,C, D, ko je n = A2+ B2+ C?2 4+ D?. Iz

vsake teh izrazitev izhaja

n A2 B2 C\2 Dy2

f= (OO D)

v v v v v
in é g < % so racionalna %tevila. Ce m ni kvadrat naravnega ¥tevila,
pisemo n/m = (nm)/(m?). Stevilo (nm)/(m?) Ze ima v imenovalcu kvadrat
naravnega $tevila in smo tako pri pravkar obravnavanem primeru. Vidimo:
Pozitivno racionalno Stevilo je mogo&e na neskonéno natinov izraziti z
vsoto Stirih kvadratov racionalnih 3tevil.
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