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Tovarna cokolad skladisci svoje izdelke na raz-
licnih lokacijah v Sloveniji, te izdelke pa Zelijo do-
staviti v vec trgovin, prav tako na razlicnih lokaci-
jah. V Casu krize Zelijo pri razvozu svojih izdelkov
¢im vec prihraniti. Kako naj tovarna dostavi svoje
izdelke trgovinam tako, da bo vsaka trgovina pre-
jela vsaj naroceno Stevilo izdelkov, da bo skupno
Stevilo razvozenih izdelkov najvec¢ enako zalogi le-
teh in da bo tovarno razvoz izdelkov iz skladiSc¢ v
trgovine stal ¢cim manj? Na ta vprasanja bomo od-

govorili v tem ¢lanku.

Problemi linearnega programiranja so optimizacijski
problemi, v katerih Zelimo optimizirati dolo¢eno cilj-
no funkcijo, pri cemer moramo zadoscati podanim
pogojem oziroma omejitvam. V tovrstnih problemih
S0 pogoji in ciljna funkcija vedno linearne funkcije
optimizacijskih spremenljivk.

Poblizje bomo spoznali problem prevoza, znan tu-
di pod imenom transportni problem. Problem pre-
voza je optimizacijski problem, v katerem najveckrat
Zelimo minimizirati stroSke prevoza. Za lazjo pred-
stavo vzemimo naSo tovarno ¢okolad. Recimo, da
ima ta tovarna na razli¢nih lokacijah po Sloveniji m
skladi$c in n trgovin. Posamezni izdelek lahko iz ne-
kega skladisca dostavimo do vsake trgovine. V vsa-
kem skladiS¢u imamo natan¢no doloc¢eno koli¢ino
oziroma zalogo izdelkov, ki so v danem casu skladi-
SCeni (torej, na voljo). Vsaka trgovina v danem Casu
naroci tocno doloceno koli¢ino izdelkov (povprase-
vanje trgovine). Se ve¢, za vsako skladi$ce je znano,
koliko stane prevoz enote izdelka do vsake izmed
trgovin. Cena je obicajno odvisna od razdalje med
skladiS¢em in trgovino ter od prevoznega sredstva,
ki ga uporabimo. Predpostavimo, da so cene pre-
voza posamezne enote izdelka (npr. karton ¢okolad)
od skladisca do trgovine znane in so celoStevilske.

Oznac¢imo omenjene koli¢ine na naslednji nacin:

Stevilo s; predstavlja zalogo (enot) izdelka v skla-
dis¢u i, kjer jei = 1,2,...,m.

Stevilo d j predstavlja, koliko enot izdelka naroca
trgovina j, kjer je j = 1,2,...,n.

S Stevilom c;,j oznacimo, koliko stane prevoz ene
enote izdelka iz skladiSc¢a i v trgovino j, za i =
1,2,....minj=1,2,...,n.

S Stevilom x; ; oznacimo, koliko enot izdelka pe-
ljemo iz skladisca i do trgovine j, zai = 1,2,...,
minj=1,2,...,n.

Cilj je dolociti, kako razvoziti izdelke med skla-
gam (ponudbam) in povprasSevanjem, pri cemer bodo
skupni stroski najmanj$i mozZni.

OpiSimo zastavljeni problem Se matemati¢no. S
ciljno funkcijo zapisimo skupne stroske, ki jih Zelimo
minimizirati. Ceno prevoza iz skladiSc¢a i do trgo-
vine j lahko torej izracunamo kot ¢;; - x;,j. Skupno
ceno razvoza iz vseh skladiS¢ do vseh trgovin do-
bimo tako, da seStejemo stroSke za vse moZne pare
vrednosti Stevil i in j. NaSa ciljna funkcija z je torej
(linearna) funkcija:

Mz

n
z= > (cij-Xij).
j=1

i=1

Seveda Zzelimo dolociti vrednosti x;; tako, da bo
funkcija z imela za te vrednosti ¢im manjSo vrednost
(zelimo minimizirati z).

OpiSimo Se omejitve, ki se v problemu prevoza na-
ravno pojavijo. Iz skladiSca i lahko posljemo izdelke
v razli¢ne trgovine. Stevilo vseh enot izdelkov, ki jih
iz skladisca i posSljemo, je torej enako vsoti vseh ko-
licin, ki smo jih iz tega skladiSc¢a razvozili do vseh
trgovin, torej od koli¢ine enot iz skladisca i, ki jo pe-
ljemo do trgovine 1 (x;,1), do trgovine 2 (x; ), in tako
naprej, vse do trgovine n (x; ). Zapisano drugace, iz
skladi$ca i razvozimo skupno x;1 + X2 + ... + Xin
enot izdelka. Zapisano s simbolom za vsoto, je to
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Z;‘:l x;,j. Ker ima (vsako) skladiSce i omejeno za-
logo s;, iz tega skladiS¢a ne moremo poslati vec iz-
delkov, kot jih je na zalogi. To omejitev lahko za
vsako skladiS¢e i = 1,...,m izrazimo na naslednji
nacin:

n
Z Xij = Si.
Jj=1

Poglejmo Se trgovino j. V to trgovino prispejo iz-
delki iz vseh skladisc¢ (kolic¢ina je lahko tudi 0, kar po-
meni, da iz skladiSca v to trgovino nismo poslali iz-
delka). Torej je skupna koli¢ina enot izdelka, ki jo tr-
govina prejme, enaka xi,j+X2 j+...+Xm,j. ZNn0Ova, za-
pisano krajse, je ta koli¢ina > x; j. Ker je skupno
povpraSevanje trgovine j enako d;, potem celotna
koli¢ina dostavljenih izdelkov ne sme biti manjsa od
dj (lahko pa trgovina skupno prejme vec, kot je na-
rocila). Ta pogoj lahko za vsako trgovino j = 1,...,n
zapiSemo kot

m
in,j = dj.

i=1

Ker lahko iz skladiSca do trgovine posljemo 0 ali
veC enot izdelkov, morajo biti vsi x;; nenegativna
cela Stevila (enot ne moremo Se bolj razdrobiti).

Problem prevoza lahko sedaj formalno zapiSemo
na naslednji nacin [2]:

m n

minimiziraj z= Z Z Ci,jXi,j 1)
i=1j=1

pri pogojih:

n

dxij<si  zai=1,...,m

j=1

m

le"jzdj zaj=1,...,mn

i=1

xij =0 zai=1,....minj=1,...,n

Kadar je skupna koli¢ina zaloge vseh skladiS¢ ena-
ka skupni koli¢ini povprasSevanj vseh trgovin, pra-
vimo, da je problem prevoza uravnotezen. Zapisano
drugace, problem prevoza je uravnoteZen, Ce velja

m

n
Si = Z dj.
1 j=1

i=
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Poglejmo si zadevo Se na konkretnem primeru, ki
je povzet po [1]. NaSa tovarna ¢okolad ima v Slove-
niji tri razlicna skladiS¢a. Mesecno s svojimi izdelki
oskrbuje Stiri trgovine, ki se nahajajo v razli¢nih kra-
jih. Poznamo zalogo skladis¢, povprasSevanje trgo-
vin in transportne stroSke na enoto izdelka iz vsa-
kega skladisca do vsake trgovine. Kako naj tovarna
razvozi svoje izdelke iz skladi$¢ do trgovin tako, da
bodo transportni stroski najmanjs$i mozni?

Podatki tega problema so prikazani v tabeli 1. Ste-
vila, zapisana s krepko, predstavljajo transportne
stroSke. Tako vidimo, da je cena prevoza enote iz-
delka iz skladiSca 1 do trgovine 1 enaka 10, prevoz
iz skladiSca 2 do trgovine 3 stane na enoto 9, stroSek
prevoza ene enote izdelka iz skladi$ca 3 do trgovine
1 pa je brezplacen (enak 0). Opazimo lahko tudi, da
je ta problem prevoza uravnotezen. Problem bomo
resili s pomocjo programa (reSevalnika) za reSevanje
problemov linearnega programiranja, za to pa mo-
ramo spoznati jezik AMPL, s katerim opiSemo nas
primer.

trgovine
skladiSce 1| 2| 3| 4| zaloga skladisca
1 10| 02011 20
2 12| 7| 9|20 25
3 01416 |18 15
povprasevanje | 10 | 15 | 15 | 20

Podatki za razvoz.

Problem bomo resili s pomoc¢jo jezika AMPL (angl. A
Mathematical Programming Language). AMPL je je-
zik za modeliranje v matemati¢ni optimizaciji. Upo-
rabljamo ga za opisovanje in reSevanje problemov z
veliko zahtevnostjo ter obseZnim matemati¢nim ra-
cunanjem. Razvili so ga Robert Fourer, David Gay
and Brian Kernighan v Bell Laboratories. AMPL pod-
pira desetine razli¢nih reSevalnikov problemov, ki so
tako odprto-kodni kot komercialni.

Posebna prednost jezika AMPL je podobnost nje-
gove sintakse z matematicnim zapisom optimizacij-
skih problemov. Ta prednost omogoca zelo ¢itljivo
in jedrnato opredelitev problemov na podroc¢ju opti-
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mizacije. Mnogi sodobni reSevalniki, ki so dostopni
na strezniku NEOS!, sprejemajo za vhod probleme,
zapisane v jeziku AMPL. Glede na statistike streznika
NEOS je AMPL najbolj priljubljen format za predsta-
vitev problemov matemati¢nega programiranja [3].

Preden problem reSimo, ga moramo zapisati v
ustrezni obliki, ki predstavlja vhod (vhodne podatke)
za reSevalnik. Vhod je v AMPL-u sestavljen iz treh
datotek, in sicer .mod, .dat in . txt.

Ko pri¢nemo s programiranjem, najprej ustvarimo
datoteko .mod, v kateri podamo ciljno funkcijo in
omejitve naSega problema. Na zaCetku datoteke naj-
prej definiramo mnoZice, ki so potrebne za reSevanje
problema. MnoZico, vklju¢no z njenimi elementi, za-
piSemo na naslednji nacin, pri ¢emer v zavitih okle-
pajih podamo elemente mnoZice:

set A := {ai,ay,...,ax};

Definiramo lahko parametre, ki predstavljajo po-
datke, podane na zacetku reSevanja problema. Para-
meter definiramo kot

param Ime {A};

Pri tem A predstavlja mnoZzico, na katero se sam
parameter navezuje. Parameter se lahko navezuje
tudi na ve¢ mnozic (ve¢cdimenzionalni parameter), ki
jih podamo v zavitem oklepaju ter jih lo¢imo z ve-
jico.

Naslednji korak je definicija spremenljivk nasega
problema. Spremenljivko definiramo kot

var Ime {a in A};

Tudi spremenljivka se lahko navezuje na ve¢ mno-
Zic, ki jih zapiSemo v zavitih oklepajih ter lo¢imo
z vejico. Ciljno funkcijo in Zeleno optimizacijo po-
damo kot

minimize/maximize Ime: funkcija;
Omejitve problema pa zapiSemo kot
subject to Ime: omejitev;

Ce se omejitev navezuje na dolo¢eno mnozico, to
zapiSemo kot

subject to Ime {a in A}: omejitev;

lSeznam najdemo na naslovu http://www.neos-server.
org/neos/solvers/index.html, preverjeno 3. 10. 2013

Problem iz naSega primera bi zapisali na nacin,
kot je prikazan v izpisu datoteke 1. Najprej defini-
ramo mnozici M = {1,2,3} in N = {1, 2, 3,4}. Nato
napovemo, da bomo imeli tri parametre: parameter
¢ bo matrika dimenzije 3 x4 (indeksi so vzeti iz mno-
7ic M in N) in predstavlja matriko cen, parameter s
predstavlja vektor zalog skladiS¢, d pa vektor pov-
praSevanj trgovin. Vrsticavar x {i in M,j in N}
>= 0; deklarira optimizacijske spremenljivke x; ; in
pove, da morajo biti nenegativne. Zadnje tri vrstice
podajo ciljno funkcijo, ki jo minimiziramo, ter ome-
jitve optimizacije.

Izpis datoteke 1 AMPL model (.mod)
set M := {1..3};
set N := {1..4};
param c {M,N};
param s {i in M};
param d {j in N};
var x {i in M,j in N} >= 0;
minimize sudoku:
sum {i in M, j in N} c[i,j]l=x[i,]];
subject to izvori {i in M}:
sum {j in N} x[i,j] <= s[i];
subject to povprasSevanje {j in N}:
sum {i in M} x[i,j] >= d[j];

V podatkovni datoteki .dat moramo dolociti vre-
dnosti parametrov, ki smo jih napovedali v modelu.
Parametre, ki predstavljajo vektorje, zapiSemo na
naslednji nacin:

param imeParametra :=
indeksl vrednostl indeks2 vrednost2 ...;

Ce parameter predstavlja matriko, pa pred := in
za parametrom zapiSemo indekse stolpcev, za tem
simbolom pa zapiSemo indeks vrstice in naStejemo
vse elemente, loCene s presledkom. Na koncu zadnje
vrstice ne smemo pozabiti na podpicje. Pozorni mo-
ramo biti tudi na to, da indekse iz mnozice, ki smo
jo v deklaraciji parametra podali kot prvo, damo v
vrstice, elemente druge mnoZice pa v stolpce.

Datoteka s podatki za na$ primer je prikazana v
izpisu datoteke 2. Najprej definiramo parametra s in
d. Kot Ze vemo, s predstavlja vektor zalog skladisc¢,
d pa vektor povprasevanj trgovin. ZapiSemo ju tako,
da najprej podamo indeks v vektorju, takoj za njim
pa vrednost, ki je na tem mestu v vektorju. To sto-
rimo za vse koordinate vektorja. Vse to zapiSemo v
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eni vrstici, pri cemer Stevilke lo¢imo s presledki. V
prvi vrstici za vektor s vidimo, da je vrednost na prvi
koordinati je 20, na drugi 25 in na tretji 15. Podobno
velja za vektor d. Nato definiramo Se parameter c
oziroma matriko cen, ki je dimenzij 3 x 4. Najprej
je treba zapisati indekse vseh stolpcev, v naSem pri-
meru naravna Stevila od ena do Stiri (kot je zapisano
v Cetrti vrstici). Nato zapiSemo vrstice. Najprej za-
pisemo Stevilko vrstice, nato naStejemo vrednosti, ki
se v tej vrstici nahajajo. To storimo za vse vrstice, ki
jih imamo, pri cemer Stevilke lo¢imo s presledki. To-
rej najprej za prvo vrstico (1 10 0 20 11), nato drugo
(2 12 7 9 20) in na koncu Se tretjo vrstico (3 0 14 16
18).

Izpis datoteke 2 AMPL model (.dat)

param s := 1 20 2 25 3 15;
param d := 1 10 2 15 3 15 4 20;
param c:

1234 :=

110 0 20 11

2127920

3014 16 18;

ReSevalniku moramo podati tudi ukaze, kaj naj z
modelom in podatki stori. S stavkom solve; mu po-
vemo, naj problem resi, s stavkom display x; pa,
da naj izpiSe rezultat, torej kon¢ne vrednosti optimi-
zacijskih spremenljivk x (matriko). Ukazna datoteka
je prikazana v izpisu datoteke 3.

Izpis datoteke 3 AMPL model (.txt)
solve;
display x;

Nato naloZimo vse tri datoteke in po¢akamo na re-
Sitev optimizacijske naloge [4]. NEOS reSevalnik (Mi-
xed Integer Linear Programming - scip[AMPL Input])
izpiSe naslednji rezultat:

X =

11 0
12 5
1 3 0
1 4 15
2 1 0
2 2 10
2 3 15
2 4 0
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3 1 10
3 2 0
3 3 0
3 4 5

To reSitev lahko predstavimo z naslednjo tabelo,
pri cemer prva vrstica predstavlja oznake trgovin,
prvi stolpec pa oznake skladiSc.

1 2 3 | 4
1[0 5 0 | 15
21 0 |10 15
3110 0| O 5

Torej so stroSki prevoza naSega problema najmanjsi
v primeru, ko imamo naslednje vrednosti optimiza-
cijskih spremenljivk:

X12 =5, X14 =15, x2p =10,
X23 = 15, X31 = 10, X34 = 15,

vse ostale vrednosti x; j, ki jih tukaj nismo naSteli,
imajo vrednost 0. NajmanjSi stroSki prevoza za nas
primer znasajo

5:0+15-11+10-7+15-9+10-0+5-18 = 460.
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