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V ¢lanku predstavimo pojem ultrametri¢ne absolutne vrednosti in dokazemo nekaj
njenih osnovnih lastnosti. Natan¢neje se ukvarjamo s p-adi¢no absolutno vrednostjo na
polju racionalnih §tevil in s p-adiénimi Stevili.

INTRODUCTION TO THE WORLD OF p-ADIC NUMBERS

We introduce the notion of an ultrametric absolute value on a field and present its
fundamental properties. In particular, we study p-adic absolute value on the field of
rational numbers and p-adic numbers.

Matematiki gradimo svoj svet iz pravil, ki jih imenujemo aksiomi. Aksi-
ome povzamemo po lastnostih, ki jih v nasem svetu pricakujemo. Ce aksi-
ome dobro izberemo, definirajo neprotislovno teorijo. Primer take teorije je
evklidska geometrija. Zgodi se, da lahko katerega od aksiomov nadomestimo
z drugim in dobimo drugac¢no neprotislovno teorijo. Na primer, ¢e aksiom
o vzporednici nadomestimo z aksiomom, ki zagotavlja, da skozi dano tocko,
ki ne lezi na premici p, poteka ve¢ kot ena vzporednica k premici p, dobimo
drugacéno geometrijo, ki se imenuje hiperbolicna geometrija.

V ¢lanku trikotnisko neenakost, ki velja za obi¢ajno absolutno vrednost,
nadomestimo z moc¢nejSo lastnostjo, ki se imenuje ultrametri¢na lastnost.
Tako dobimo absolutne vrednosti s presenetljivimi lastnostmi.

1. Absolutne vrednosti in metrike na Q

Obicajna evklidska razdalja med racionalnima steviloma x in y je podana
z d(z,y) = |r — y| in je inducirana z obicajno absolutno vrednostjo na Q.
Pravila, ki veljajo za obi¢ajno absolutno vrednost, zdruzimo v definicijo
absolutne vrednosti na poljubnem polju F, to je na komutativnem obsegu.
Sestevanje v F bomo oznaéili s +, mnozenje pa s -.

Definicija 1. Realno funkcijo | - |: F — R imenujemo absolutna vrednost,
¢e ima naslednje lastnosti:
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a) nenegativnost: |a| > 0 za vsak a € T;

b)

c) multiplikativnost: |a - b| = |a||b| za vse a, b € F;
)

d) trikotniska neenakost: |a + b| < |a| + |b| za vse a, b € F.

o~~~

neizrojenost: |a| = 0 natanko tedaj, kadar je a = 0;

N~

Polje IF, na katerem je definirana absolutna vrednost |-|, imenujemo polje
z absolutno vrednostjo.

Ozna¢imo z 1 enoto za mnozenje v F. Iz multiplikativnosti sledi, da je
|1] = |1-1] = |1)%, in zaradi neizrojenosti od tod dobimo |1| = 1. Hitro
lahko preverimo, da je funkcija
1; a#0
lal = { 0; a i 0
absolutna vrednost na polju F; imenujemo jo trivialna absolutna vrednost.
Na polju IF z absolutno vrednostjo |- | definiramo preslikavo d: FxF — R
s predpisom d(a,b) = |a — b|. Iz lastnosti (a), (b) in (d) v definiciji sledi, da
je d metrika na [F. Tako postane vsako polje z absolutno vrednostjo metri¢ni
prostor.
Posebej nas bodo zanimale ultrametri¢ne absolutne vrednosti:

Definicija 2. Naj bo F polje z absolutno vrednostjo | - |. Pravimo, da je
absolutna vrednost ultrametricna, ¢e velja

la + b] < max{|al|,|b|} =zavse a,beTF. (1)

Ultrametri¢na lastnost je moc¢nejSa od trikotniske neenakosti, saj je ve-
¢je od stevil |a] in |b] gotovo manjSe od njune vsote |a|+ |b|. V nadaljevanju
bomo spoznali primer ultrametri¢ne absolutne vrednosti na polju racional-
nih stevil.

Naj bo n celo stevilo in p prastevilo. Z red, n oznac¢imo najvisjo potenco
stevila p, ki deli n. Torej velja

red,n =k <= (p* |n in ptfn).
Racionalno Stevilo x zapiSemo v obliki ulomka x = m/n in definiramo
red, z = red, m —red, n. Opazimo, da definicija ni odvisna od tega, kako x
predstavimo z ulomkom. Preslikavo |- [,: Q@ — R definiramo s predpisom
‘$| _ p—redpaz; $7é0
P 0; x=0"

Tako je na primer [12], = [22- 3|, =272 in ‘2%‘3 = ‘%‘3 = 3.
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Trditev 1. Naj bo p prastevilo. Potem je | - |, ultrametricna absolutna
vrednost na polju Q.

Absolutno vrednost | - |, imenujemo p-adi¢na absolutna vrednost.

Dokaz. Lastnosti (a), (b) in (c) sledijo neposredno iz definicije. Dokazimo
Se lastnost (1). Izberimo poljubna z,y € Q. Ce je katerokoli od stevil
|z|p, |ylp ali |z + y|, enako 0, neenakost velja. Zato bomo v nadaljevanju
predpostavili, da so vsa tri stevila z, y in  + y nenicelna. Stevili z in y

zapiSemo kot okrajsana ulomka x = 7* in y = % Potem je
l k
red,(z +y) = red, w = red,(ml + nk) — redyn —red, (.
n

Ker najvisja potenca, ki deli vsoto, ni manjsa od najvisje potence, ki deli
oba ¢lena v vsoti, dobimo

red,(z +y) > min{red,(ml),red,(nk)} —red,n —red, !l =
= min{red, m + red, [,red, n +red, k} —red, n —red, | =

= min{red, m —red, n,red, k —red, l} =

k
= min {redp %, red, l} = min{red, z, red, y} .

Zato je pdr(@+y) > min{predr = predryl  Sedaj upostevamo definicijo abso-
lutne vrednosti in dobimo

|:E + y|p _ pfredp(m+y) < max {pfredpm’pfredpy} — maX{’$|p’ |y‘p} . m

Pravimo, da sta absolutni vrednosti ekvivalentni, ¢e inducirata ekviva-
lentni metriki. Absolutne vrednosti na polju racionalnih stevil karakterizira
naslednji izrek:

Izrek 2 (Ostrowski). Netrivialna absolutna vrednost na Q je ekvivalentna
bodisi obicajni bodisi p-adiéni za neko prastevilo p.

Elementaren dokaz tega izreka najdemo na primer v [3], konstrukcijo
p-adi¢ne absolutne vrednosti pa v [2, 3, 4].
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2. Lastnosti ultrametri¢nih absolutnih vrednosti

Najprej pokazimo, da v oceni (1) velja enacaj, ¢e je |a| # |b|.

Lema 3. Naj bo F polje z ultrametricno absolutno vrednostjo | - |. Potem
je wvsak trikotnik v F enakokrak, to pomeni, da sta za poljubne elemente
a,b,c € F vsaj dve od Stevil |a —b|, |b— ¢|, |c — a| enaki. Velja sklep

la| # |b| = |a + b| = max{|al|, |b|} za vse a,beF. (2)

Dokaz. Najprej pokazimo, da iz (2) sledi, da je vsak trikotnik enakokrak.
Izberimo poljubne tri elemente a, b, ¢ € F — oglisca trikotnika. Ce je |a—b| =
|b — c|, je dani trikotnik enakokrak. Sicer vzamemo a’ =a—bin b =b—c
in iz (2) sklepamo, da je |a — ¢| = |a’ + V| = max{|d'|,|V'|} = max{]a —
bl,|b — c|} in spet lahko ugotovimo, da je trikotnik, ki ga razpenjajo a, b
in ¢, enakokrak.

Dokazimo 8e (2). Izberimo poljubna elementa a,b € F in denimo, da
la| # |b|. Predpostaviti smemo, da je

lal < o],

sicer zamenjamo vlogi a in b. Dokazati moramo, da je |a+ b| = |b|. Uposte-
vamo ultrametri¢no lastnost in manjse stevilo nadomestimo z ve¢jim

|a +b] < max{lal, [b[} = |b] .

Po preoblikovanju izraza upostevamo ultrametri¢no lastnost, manjse stevilo
nadomestimo z ve¢jim ter nazadnje upostevamo prejsnjo oceno

[b] = [(a +b) — a| < max{|a +0],]a|} < max{|a+b],[b[} < [b].

Ker sta zacetek in konec enaka, povsod velja enacaj. Torej je |b] = max{|a+
bl,|al}. Ker je |a|] < |b], lahko sklepamo, da je |a + b| = [b]. =

Osnovne lastnosti ultrametriénih absolutnih vrednosti so tema prvih po-
glavij v [2, 3].

Delne vsote harmonicéne vrste H,, = 1 + % + -+ % imenujemo har-
monicna Stevila. Ker je harmoni¢na vrsta divergentna vrsta s pozitivnimi
¢leni, je zaporedje harmoni¢nih Stevil navzgor neomejeno. 7 uporabo zgor-
nje leme bomo na preprost nac¢in dokazali naslednjo lastnost harmonicnih

stevil, ki je bila prvi¢ dokazana v [5].
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Uvod v svet p-adicnih Stevil
Trditev 4. Harmonicéno stevilo H,, ni naravno stevilo za noben m > 2.

Dokaz. Ker je m > 2, obstaja najvecje naravno Stevilo n, za katero velja
2" < m. Potem je

1

on <2" zavse ke{l,2,...,m}\{2"}.

2

1
m ’k

2

Zato iz ultrametricne lastnosti sledi

Ho— | =i+ Lyly I SR
oo, 2 3 2n—1 2741 m|y, =
1 1 1 1
§max{]1\2, N o B }<2”.
2, 2n— 1], 2" + 1], m|,

Sedaj pa z uporabo (2) dobimo

11
]Hm|2:’Hm—2n+2n

1
2n

1
2n

Y

2

= max{‘Hm —
2

por
2

Dokazali smo, da je |Hy,|y > 1, zato Hy, ni naravno Stevilo. =

Za obicajno absolutno vrednost na QQ ali R pravimo, da ima arhimedsko
lastnost; to pomeni, da za poljubni Stevili z,y € Q, x # 0, obstaja tako
stevilo n € N, za katero velja |nx| > |y|. V posebnem primeru od tod sledi,
da so naravna Stevila poljubno velika. Definicijo lahko smiselno razsirimo
na katerokoli polje z absolutno vrednostjo.

V nadaljevanju tega razdelka bomo dokazali, da je absolutna vrednost,
ki ni arhimedska, ultrametri¢na in obratno, da je absolutna vrednost, ki ni
ultrametri¢na, arhimedska. Dokaz bomo povzeli po [2].

V vsakem polju F lahko zagledamo naravna Stevila takole: Oznacimo
z 1 enoto za mnozenje v F. Ker je polje F zaprto za seStevanje, je1+1 € F
in ta element oznac¢imo z 2. Induktivno nadaljujemo. Denimo, da smo Ze
konstruirali n. Potem definiramo n + 1 = n + 1. Natancneje, konstruirali

smo homomorfizem aditivne grupe (Z, +) v aditivno grupo (F, +).

Izrek 5. Absolutna vrednost |- | na polju F je ultrametriéna natanko teday,
kadar je |n| <1 za vse n € N.

Dokaz. Denimo, da je |-| ultrametri¢na absolutna vrednost na F. Z indukcijo
dokazimo, da je |n| <1 za vse n € N. V katerikoli absolutni vrednosti velja
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|1| = 1. Denimo, da je |n| < 1 za neki n € N. Zaradi ultrametriéne lastnosti
absolutne vrednosti velja

In+1| =|n+ 1] <max{|n|,1} =1.

Torej po nacelu popolne indukcije ocena velja za vse n € N.

Pokazimo Se, da velja obratno. Denimo, da je [n| < 1 za vse n € N.
Dokazati moramo, da velja |a + b| < max{|al,|b|} za vse a,b <€ F. Ce je
b = 0, neenakost velja. V nasprotnem primeru lahko delimo z b in dobimo
1% 4+ 1] < max{|%|,1}. Zato je dovolj, da dokazemo, da za vse a € F velja
la + 1] < max{|a|,1}. Ker je F polje, velja binomska formula in zato za

a € Fin m € N velja
> () =2 |()

k=0
Uporabimo predpostavko in opazimo, da je bodisi |a| < 1 bodisi |a|* < |a|™

o+ 1" =[(a +1)"| = al”.

za k < m, in izpeljemo
m
la+11™ <Y Jal* < (m+ 1) max{1, |a]™}.
k=0

Od tod sledi
la+1] < %/(m+1)max{1,la]} zavse meN, acF.
V limiti, ko pos§ljemo m v neskonc¢no, dobimo
la + 1] <max{l,|a]} zavse a€TF,
kar je bilo treba dokazati. m

Posledica 6. Absolutna vrednost na polju F je ultrametriéna natanko tedag,
kadar ni arhimedska.

Ker je ultrametri¢na lastnost nasprotna arhimedski, jo pogosto imenu-
jejo kar nearhimedska lastnost [2, 3].

Dokaz Ce je absolutna vrednost | - | arhimedska, potem obstaja naravno
stevilo n € N, za katero velja

In|=1n-1] > 1] =1.
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Uvod v svet p-adicnih Stevil

Od tod po izreku sledi, da | - | ni ultrametri¢na.

Ce | - | ni ultrametri¢na, po izreku obstaja naravno Stevilo n € N, za
katero velja |n| > 1. Pokazimo, da je |- | arhimedska absolutna vrednost.
Izberimo poljubna a,b € F, a # 0. Ker je |n| > 1, so stevila |n' - a| = |n|'|a|
poljubno velika, ¢e le izberemo dovolj velik [ € N. Zato za dovolj velik [
velja |n'a| > |b|. Torej je | - | arhimedska absolutna vrednost. m

3. Napolnitev metri¢nega prostora (Q, | - |p)

Iz analize vemo, da mnozica racionalnih Stevil Q z obi¢ajno metriko ni
poln metri¢ni prostor. Primer Cauchyjevega zaporedja, ki ne konvergira,
je zaporedje desetigkih priblizkov za /2. Vsak metri¢en prostor pa lahko
vlozimo v poln metricen prostor kot gost podprostor. Napolnitev metric-
nega prostora racionalnih §tevil Q z obi¢ajno metriko je metri¢ni prostor
realnih Stevil z obi¢ajno metriko. Napolnitev metri¢nega prostora (Q, |- |,)
imenujemo metricni prostor p-adicnih stevil in ga oznacimo s Q,. Oglejmo
si, kdaj vrsta v tem metricnem prostoru konvergira. V primerjavi z obi¢ajno
metriko v R je kriterij za konvergenco vrste v @, zelo preprost. Sledili bomo
nac¢inu v [3].

Izrek 7. Naj bo p prastevilo in {ay,} zaporedje p-adicnih Stevil. Potem je
o0

vrsta 21 an konvergentna v Q, natanko tedaj, kadar je nh—>Holo lan|p, = 0.
e
Dokaz. Ker so p-adi¢na Stevila poln metri¢en prostor, je vrsta iz p-adi¢nih
stevil konvergentna natanko tedaj, kadar je zaporedje njenih delnih vsot
{sp} Cauchyjevo.
Vzamemo n > m in z uposStevanjem ultrametri¢ne lastnosti p-adic¢ne
absolutne vrednosti dobimo

[0 = Smlp = lan + an-1 4+ + amy1lp < max{lanlp, [an—1lp, - - - [ami1]p}-

Ce je lim lanlp, = 0, od tod sledi, da je zaporedje {sy} Cauchyjevo.
De%?r%oo, da zaporedje {|an|p} ne konvergira k 0. Izberimo poljuben
e > 0. Potem za vsak Se tako velik ng obstaja n > ng, da je |an|, > €. Torej
je
|sn = Sn—1lp = |an[p > €

in zato zaporedje {s,} ni Cauchyjevo. m
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Posledica 8. Naj bo p prastevilo, m € Z ina, € {0,1,...,p—1} zan > m.
(o)

Potem wvrsta ) app" konvergira v Q.
n=m

Dokaz. Izracunajmo absolutno vrednost nenicelnega ¢lena v vrsti |a,p"|, =
p~ . Torej zaporedje absolutnih vrednosti ¢lenov v vrsti konvergira proti 0,
zato po izreku vrsta konvergira. m

o0

Primer. Vrsta ) 5" je po posledici konvergentna v Q5. Poenostavimo
n=1

njeno delno vsoto

gl —1 il
=1+4+5+---+5"= = —=.

- +1 e e . .
Ker je lim ‘%‘ = lim 57™~! = 0, zaporedje {s,,} v metriénem prostoru
m— o0 5 m—0o0
1

p-adi¢nih Stevil konvergira k —%. Zato je vsota dane vrste — ;.

V nadaljevanju bomo vsako p-adi¢no Stevilo predstavili kot vsoto take
vrste. Vemo, da lahko vsako realno Stevilo zapiSsemo v decimalni obliki, to
je pravzaprav v obliki vrste: z € R zapiSemo v decimalni obliki

v=ddidy...=d+» d;j1077, Kerje d;€{0,1,...,9}.
j=1

Drugace od decimalnega zapisa, ki ni enolicen, je razvoj p-adi¢nih Stevil v
vrsto enolicen.

Izrek 9. Naj bo p prastevilo in o € Q,. Potem obstajajo enolicno dolocena
Stevila m € Z in a, € {0,1,...,p— 1} zan > m, za katera velja

o0
a= E anp”.
n=m
Dokazimo pomozno lemo.

Lema 10. Naj bo p prastevilo in o € Qp, za katerega je ||, < 1. Potem
obstaja Stevilo a € {0,1,...,p— 1}, za katero je |a — alp < %.
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Uvod v svet p-adicnih Stevil

Dokaz. Lemo najprej dokazemo v primeru, da je a racionalno stevilo. Potem
lahko a zapiSemo kot okrajSan ulomek a = % Ker je ‘%’p < 1, p ne deli
[, in ker je p prastevilo, sta si stevili p in [ tuji. Zato obstajata celi Stevili
s,t € Z, za kateri velja sl + tp = 1. Oznac¢imo z a ostanek Stevila ks pri
deljenju s p, tj. ks = mp + a, kjer je m € Z in a € {0,1,...,p—1}. Po
definiciji p-adi¢ne absolutne vrednosti izracunamo

k k k 1 1
7 -] =[5 sty =[] <1} < 3
p p p PP
Upostevamo ultrametri¢no lastnost in dobimo
k k 1
la —al, = |- —ks+mp| <max<q |- —ks| ,|mpl,, < —.
! p ! p p

S tem je za racionalne o lema dokazana.

Sedaj izberemo poljuben a € Q,, za katerega je |a|, < 1. Ker je me-
tricni prostor p-adiénih Stevil napolnitev metricnega prostora racionalnih
Stevil s p-adiéno metriko, lahko poljubno blizu p-adi¢nemu stevilu najdemo
racionalno Stevilo. Zato obstaja racionalno Stevilo 8 € Q, za katero velja
la — B, < %. 7 upostevanjem ultrametriéne lastnosti p-adi¢ne absolutne
vrednosti dobimo ||, = |6 — a + a|, < max{|a — 8p, |al,} < 1. Po ze
dokazanem obstaja a € {0,1,...,p — 1}, za katerega je |3 — al, < %. Se
enkrat uporabimo ultrametri¢no lastnost absolutne vrednosti in dobimo

1
\Oz—a|p:|a—ﬁ+ﬁ—a|p§max{|a—ﬁ|p,|ﬁ—a|p}§5. u
Dokaz (izreka 9). Najprej bomo dokazali obstoj razvoja p-adi¢nega Stevila
v vrsto in nato enoli¢nost tega zapisa. Denimo, da je |af, < 1. Stevila a,,

konstruiramo induktivno. Po lemi obstaja ag € {0,1,...,p—1}, za katerega
je
o~ al, <
o —ap|, S —.
P=p
Denimo, da smo ze konstruirali ag, a1,...,a, € {0,1,...,p — 1}, za katere
je
“ 1
=) ap"| < (3)
n=0 p
P
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m

Potem je |p~ (Mt Dq — S app” ™1 < 11in po lemi obstaja a1 € {0,1,
n=0 D

...,p — 1}, za katerega je |p —(mt1) gy — z "™ — Gt =, to po-

P
meni, da je

< 1
_W,

m
n m-+1
*E pp - — Gm+1P
n=0

o0
kar zakljuci induktivno konstrukcijo. Iz posledice 8 sledi, da je vrsta > a,p”
n=0
konvergentna, in iz ocene (3), da je njena vsota enaka .

Ce je |al, > 1, obstaja celo stevilo m, za katero je [p"a| < 1, in iz
razvoja Stevila p™a dobimo ustrezni razvoj za a.
Dokazimo Se enoliénost Predpostavimo, da ima « dva razli¢na razvoja

o0
v ovrsto: a = > app” Z bpp"™. Definirajmo ar = 0 za k < m in by =
n=m
0 za k < l. Oznac¢imo s ko najmanjsi 1ndeks za katerega sta Stevili ay
ko
in by razlicni. Razliko d = | Y a,p" — Z b,p™| izraCunamo na dva
n=—oo n=—oo

nacina. Ker je kg najmanjsi indeks, za katerega sta stevili ay, in by, razlicni, je

d= ‘(ako - bko )pko ’p = p—ko
lastnost in dobimo

ko
Z anp" 2 bnp

. Po drugi strani pa upostevamo ultrametri¢no

ko
d= "—a+a—2bnp” <
n=—oo n=-—oo n=l|
0 ko
< max{ | Y anp” o= bapt| ¢ =
= P n=lI p
o oo 1
= Inax Z anpn ) Z bnpn < I% )
n=ko+1 P n=ko+1 p

kar je protislovje. Torej je zapis enolicen. m
Trditev 11. Naj bo p prastevilo.

(a) MnoZica p-adicnih stevil Q, je nestevna, zato je mnoZica racionalnih
Stevil mjena prava podmmnoZica.

(b) Polje Q, ni algebraicéno zaprto.
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Dokaz. (a) Spomnimo bralca, da nestevnost mnozice realnih Stevil doka-
zemo z uporabo Cantorjevega diagonalnega trika. Predpostavimo, da je
mnozica realnih Stevil Stevna; realna Stevila zapiSemo v zaporedje in kon-
struiramo realno stevilo, ki se na n-tem decimalnem mestu razlikuje od
n-tega ¢lena v zaporedju. To realno Stevilo ni ¢len zaporedja, kar je proti-

slovje.
[e.e]
Podobno dokazemo, da mnozica vrst o« = > anp", kjer je a,, € {0,1,...,
n=m

p— 1} za n > m, ni stevna. Ker je mnozica racionalnih stevil Stevna, je
njena prava podmnozica.

(b) V polju Q, polinom ¢(z) = 2% — p nima nicel: denimo, da je z € Q,
ni¢la polinoma q. Potem je |x|, = p* za neki k € Z. Ker je z resitev enacbe
2 = p, je \33|127 = |plp, od koder sledi p?* = p~!, kar je nemogoce. Torej

polinom ¢ v polju Q, nima nicel, zato polje @, ni algebrai¢no zaprto. m

Kot zanimivost omenimo, da lahko p-adi¢no absolutno vrednost razsi-
rimo na algebraicno zaprtje polja Q,, vendar to polje ni poln metri¢en pro-
stor; Sele njegova napolnitev C, ustreza polju kompleksnih stevil z obi¢ajno
absolutno vrednostjo. Zahtevnejsi bralec si o tem lahko prebere v [4].
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POT NA LUNO
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PACS: 45.20.dg, 45.50.Pk

Gibanja izstrelka z Zemlje na Luno z najmanjso mogoco zacetno kineti¢no energijo
zlahka opiSemo z energijske plati. Na tezavo pa naletimo pri racunanju ¢asovne odvisnosti.
Izstrelek v tem primeru ne bi dospel na Luno v doglednem ¢asu, ker gre skozi labilno
ravnovesno lego. Drugi preprost zgled je fizicno nihalo. Gre za dinamicne sisteme, ki so
mocno obcutljivi za zacetne pogoje.

MOON TRAVEL

The motion of a projectile from the earth to the moon with minimal initial kinetic
energy is easily described with respect to energy. Diffuculties arise, however, in calculating
the time dependence. The projectile in this case would not reach the moon in reasonable
time because it is passing through a labile equilibrium point. Another simple example is
the physical pendulum. These are dynamical systems that are highly sensitive to initial
conditions.

Ob stiridesetletnici prvega pristanka ljudi na Luni se zdi pou¢no obdelati
preprost model potovanja z Zemlje na Luno. Mislimo na izstrelek, ki ga s
povr§ja Zemlje izstrelimo proti Luni. Izberemo najmanjSo mogoco zacetno
kineti¢no energijo, ki se zdi potrebna, da izstrelek dospe na Luno. Ne upo-
Stevamo upora v ozra¢ju in vrtenja Zemlje. Pokaze se, da je primer zanimiv,
ker gre izstrelek skozi labilno ravnovesno lego.

Po izreku o kineti¢ni in potencialni energiji se vsota kineti¢ne in potenci-
alne energije ohrani, ¢e na izstrelek delujeta le Zemlja in Luna z gravitacijo.
Energijo prera¢unamo na enoto mase izstrelka:

W/m = %qﬂ —GMJr— GM'J(R — 1) = %qﬂ - %VQ(I/:): +a/(1—2)).
G = 6,67428 - 10~ m3/(kgs?) je gravitacijska konstanta, M = 5,9736 -
10** kg masa Zemlje, M' = 7,3477 - 10?2 kg masa Lune in R = 384400
km povpre¢na razdalja med njunima sredis¢ema. Razmerje med maso Lune
in maso Zemlje meri a = M'/M = 0,01230. Enacbo smo zapisali tudi v
brezdimenzijski obliki z x = /R in ubezno hitrostjo z Zemlje na razdalji

Lune, ¢e Lune ne bi bilo tam: V = /26M/R = 1,4403 km/s. Srednji
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Pot na Luno

polmer Zemlje meri rg = 6371,0 km, tako da je xg = 0,01657, in srednji
polmer Lune rj, = 1731,1 km, tako da je z{, = 0,004503 in 1 — zj, = 0,9955.
Za gravitacijsko konstanto je naveden podatek CODATA iz leta 2008, vsi
drugi podatki pa so iz Wikipedije. Ceprav navajamo podatke in rezultate s
petimi mesti, je treba upostevati, da se Luna giblje okoli Zemlje po elipsi in
sta Zemlja in Luna ob ekvatorju odebeljeni.

Potencialna energija je najvecja v nevtralni tocki, v kateri je OW/0x = 0
in je rezultanta sil enaka nic. Iz zveze 1/2? = a/(1 — x1)? sledi 1 =
1/(14+/a) = 0,90017. Tam je vrh potencialnega nasipa, na katerem je
na enoto mase izstrelka prera¢unana potencialna energija enaka —(GM/R)
(/21 + a/(1 —21)) = —4V2(1+ Va)®. lIzstrelek ima v nevtralni tocki
kineti¢no energijo 0. V tej tocki prepoznamo labilno ravnovesno lego.

Na povrs§ju Zemlje je zacetna hitrost vg:

’UO:’Uu\/l—i-al'o/(l—xo)_(1+\/a)2x02
:V\/l/x0+a/(1—x0)_(1+\/&)2.

w = V2GM/ro = 11,1875 km/s je ubezna hitrost na povrsju Zemlje. V
nasem primeru je zacetna hitrost vg = 11,0736 km/s malo manjsa od ubezne
hitrosti.

Formula za hitrost, s katero izstrelek zadene povrsje Lune, je podobnas:

2
06:1);\/1—0/:66(1—%)—(14—\/&) xy =
2
_ V’\/l/x6+a’/(1—x6)— (1+W) .

Pri tem je V' = \/2G6M'/R = \/aV = 0,1597 km/s ubezna hitrost z Lune
na razdalji Zemlje, ¢e Zemlje ne bi bilo tam. Ubezna hitrost na povrsju
Lune meri v}, = /2GM'/r{ = 2,3803 km/s, hitrost ob padcu je nekoliko
manjsa: v, = 2,2787 km/s. Pri tem je ' = 1/a. S to hitrostjo bi izstrelili
izstrelek s povrsja Lune, da bi z najmanjso kineti¢no energijo dosegel Zemljo.
V splosnem si pri pojavih, ki jih opiSemo z navedenimi enacbami, lahko
mislimo, da tece Cas tako ali obrnjeno. Klasi¢na mehanika — in druge teorije
razen termodinamike in teorije Sibke interakcije — so namre¢ invariantne na
obrat Casa.
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Iz izraza za kineti¢no energijo izra¢unamo hitrost izstrelka:

u/VZ\/1+—(1+f) S Ch V0L (1)
1- (1 — o)

Zadnja enacba jasno pokaze, da je hitrost v labilni legi enaka 0. Razprava

o izreku o kineti¢ni in potencialni energijie in hitrosti, ki smo jo izra¢unali

iz njega, ni pripeljala do tezav (slika 1). Tezave so se pojavile, ko smo se

zanimali za ¢asovni potek gibanja.

vV

X

Slika 1. Hitrost izstrelka je odvisna od kraja in od parametra b. Pri tem je V =
1,4403 km/s in b = 1 ustreza mejnemu primeru.

Na tezave naletimo, ko poskusimo izra¢unati ¢as v odvisnosti od razdalje:

Vi/R - /\/Tﬂcda:_ 1+\[ /\/1—u J(utva)

2
Vpeljali smo novo spremenljivko u = 1 — (1 + y/a) x. Spremenljivka u tece
od 1 do +/a, v labilni ravnovesni legi pa je enaka 0. Zadnji nedolo¢eni
integral najdemo v tabelah [1]. Nazadnje preidemo na staro spremenljivko
in upostevamo zacetni pogoj t(z = 0) = 0 ter dobimo:

Vt/R = \/2GM/R3t = (1+ /) * [; (1 —va)arcsin(2z — 1) +

ﬁln(l—l—\/a)(l—(l—\/a)x—Q \/Ex(l—x)) )
1-(1++a)zx
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— (14 Ve —2) - /valn (1+ va) + (1-va) 5| ®
Clen z logaritmom v labilni legi pri 21 = 1/(1 + \/a) naraste ez vse meje.
Zaradi tega za na$ primer ne moremo izra¢unati, koliko ¢asa bi potoval
izstrelek. Izstrelek se z Zemlje giblje s pojemajoco hitrostjo in v nevtralni
tocki obmiruje. Zelo majhna motnja na eno stran zadostuje, da se iz labilne
lege zacne gibati proti Luni ali na drugo stran proti Zemlji. Opraviti imamo
z dinami¢nim sistemom, ki je moc¢no obc¢utljiv za zacetne pogoje. Taki
sistemi imajo pomembno vlogo v teoriji kaosa.

Najhitreje pojasni razmere priblizek enacbe (2) za u < 1:
u

_ e fdu_ Ve
Vi/R = (1+ﬁ)2/u_ ey (4)

1

z reditvijo u o< e /7 in 7 = R\/\/ZL/ (V(l + \/6)2). V naSem primeru
meri relaksacijski ¢as 7 = 20 ur. Relaksacijski ¢as za izstrelek, ki bi ga s
hitrostjo v izstrelili z Lune, meri

7= RM/ (V’<1 + x/J>2> — (R/V)x/&ﬁ/(l + W)Q: T.

Ugotovimo, da se faktorja z razmerjema mas ujemata, ¢e upostevamo, da je
a’' = 1/a. Izstrelek se z enakim relaksacijskim ¢asom bliza labilni ravnovesni
legi, ko ga izstrelimo z Zemlje ali z Lune.

b=101 b

0.8
0.6
0.4
0.2

| L L L 1 L L
0.5 1.0 1.5 VI/R

Slika 2. Odvisnost razdalje z od ¢ za mejni primer b = 1 in za b = 1,01
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Vzamemo malo ve¢jo zacetno hitrost bvg, b > 1 (slika 1):

o)V =y/1/z+a/(l —2)—A, A= (1+\/&)2 — (0* = 1)(vo/ V)2

Integralu damo za numerié¢no racunanje pripravno obliko:

B ’ z(1—1z)
Vt/R_/\/l—(l—a)x—Ax(l—x) de.

Razdalja v odvisnosti od ¢asa je inverzna funkcija x(t), ki jo narise Mathe-
matica (slika 2). Trajanje potovanja ty z Zemlje na Luno v odvisnosti od
parametra b izra¢unamo z numeri¢no integracijo med x = 0,01656 in 0,9955
(slika 3).

12% Vt,/R

1,0

0.8

0.6

0.4

0,2

! L L L L L L ! |
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 b

Slika 3. Trajanje potovanja to je odvisno od parametra b. Hitrost v nevtralni tocki meri
v1 = Vb? — Lwg. lzstrelek s hitrostjo 11 km/s ne bi dosegel Lune, ampak bi se obrnil ze
na polovici razdalje do nje. Pri b = 1,01 bi trajalo potovanje na Luno 2 dneva. Z ubezno
hitrostjo pa bi pri b = v, /vo = 1,0103 potovanje trajalo to = 1,906 dneva. Na abscisno os
je nanesena brezdimenzijska koli¢ina Vt/R z R/V = 74,14 ure.

Kot bolj domag¢ zgled z enakim ozadjem si oglejmo fizi¢no nihalo.! Zaradi
preprostosti vzemimo tog drog z zanemarljivo majhno maso in dolzino I, ki
ima na enem krajis¢u drobno utez z maso m in je vrtljiv okoli pravokotne

'Mimogrede pripomnimo, da je dvojno fiziéno nihalo eden od najpreprostejsih siste-
mov, pri katerih zasledimo kaos. Nacin, s katerim je gibanje takega nihala opisal Henri
Poincaré ze davno pred ¢asom racunalnikov, so po njihovi uvedbi uporabili pri opisu kaosa.
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osi na drugem krajis¢u. Najprej drog izmaknemo za majhen odmik z iz
stabilne lege (slika 4a). Komponenta teze ' = —mgzx/l vrata utez v to
lego. 1z Newtonovega zakona F = md?z/dt? sledi enacba d?z/dt? = —w?z
zZw = Jng Njena resitev je sinusno nihanje: xz = xgcoswt, ki ustreza

zahtevama, da je v ¢asu ¢ = 0 odklon enak xg in hitrost enaka 0.

(a) (b)

Slika 4. Zelo lahek drog z drobno utezjo na krajis¢u izmaknemo iz stabilne ravnovesne
lege (a) in iz labilne ravnovesne lege (b). Komponenta teze v prvem primeru utez vraca
v ravnovesno lego, v drugem pa ne. Zaradi podobnosti trikotnikov velja F/(mg) = x/I.
Odklona sta narisana pretirano.

Nato opazujmo nihalo blizu labilne lege. Na utez deluje komponenta
teze F' = mgx/l vstran od labilne lege, ko ga izmaknemo za majhen odmik
x (slika 4b). Iz Newtonovega zakona sledi enacba d?x/dt? = w?z. Njena
reSitev x = xgchwt ustreza zahtevama, da je v ¢asu ¢t = 0 odklon enak xg

in hitrost enaka 0.

Potem ko smo obdelali gibanje nihala okoli obeh ravnovesnih leg, obrav-
navajmo njegovo gibanje po enakem kopitu kot gibanje izstrelka proti Luni.
Za ta namen dolo¢imo lego utezi na kroznici s polmerom [ z odklonom
¢ od stabilne lege (slika 5 levo). Hitrost utezi je v = ldp/dt in njena
kineticna energija Wy = %va = %le(dcp/alt)2 ter potencialna energija
W, = mlg(1l — cos ). Polna energija, preratunana na enoto mase W/m =
%vQ +gl(1—cos p), je konstantna. Ce naj utez labilno lego doseze s hitrostjo
0, je v tej tocki polna energija enaka potencialni energiji W = 2mgl. To-
liksna mora biti tudi zacetna kineticna energija, tako da je zacetna hitrost
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. b=1.05 b=1,01

l ¢

[(1-cos o) 1F

T S S TS S SR S B
1 2 3 4 5 [ of

Slika 5. Lego nihala na kroznici pri ve¢jem odklonu opiSemo z zasukom ¢ (levo). Od-
visnost zasuka nihala ¢ od ¢ za mejni primer in nekaj vrednosti parametra b (desno).
Hitrost v nevtralni tocki meri v1 = v/b% — 1vg.

vg = 2v/gl. Enacba gibanja se glasi:

1 do 2
§l2 <> = gl(1 + cos @) = 2gl cos> %gp,
¢e nazadnje kot izrazimo z dvojnim poloviénim kotom. Korenjenje da

dep/dt = 2w cos %gp. Tako dobimo

)

d

wt—/sol =Intg ;(z +7)|.
2cos 5

0

V labilni legi pri ¢p = 7 Cas zrase Cez vse meje.

Razmere okoli labilne lege razis¢emo, ¢e v integralu vstavimo ¢ =7 —§
z odmikom od labilne lege § < 1. Z njim velja cos%gp = —sin%é ~ —%6.
Tako smo naposled prisli do enacbe:

do

5 =Inéd — konst. = —wt

7 resitvijo § oc e Y7 s 7 = 1/w = /1 /g, ki spominja na enacbo (4) in njeno
resitev.

Zopet vzamemo malo vecjo hitrost od wvg, to je bvg, b > 1. V tem
21

primeru sledi enacba % (dp/dt)? = 2w?(b* — sin? 1p). Njeno resitev izra-
xX

zimo z elipti¢nim integralom prve vrste F(z, k) = [ dz/v/1 — k% sinz takole:
0

(1/b)F(3¢,1/b) = wt. V tem primeru lahko inverzno funkcijo zapisemo v
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zakljuceni obliki z Jacobijevo amplitudo, za katero velja: ¢e je u = F(x, k),
je v = am(u, k). Tako je ¢ = 2am(bwt, 1/b). Slika 5 (desno) ustreza sliki 2.

Za razpravo in koristne nasvete se zahvaljujem profesorju Antonu Ram-
saku.
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NOVE KNJIGE

Lars Lindberg Christensen: VELIKE OCI, ZAZRTE V NEBO
(EYES ON THE SKIES), ESA, 2009, DVD, 68 minut.

Se Se spomnite ¢asov, ko so bili doku-

mentarci najboljse, kar je ponujal televizijski Al 5
program? Kam so izginili? Ja, kam, na po- .
sebne kanale. Predvajajo jih dneve in dneve. - mp]. THE S.K!ES

Kanalov pa niti na prste ene roke ne moremo | &
ve¢ presteti. Pri tem zasi¢enju se pojavi te-
zava. Cas je treba z ne¢im zapolniti, do-
bri dokumentarci pa ne rastejo na drevesih.
Sicer pa so produkcijo vzeli v roke filmarji.
Ti se spoznajo na posel! Iz ,parkiranja®“ ce-
zoceanke tako naredijo polurni dokumenta-
rec, kjer se isti kadri neStetokrat ponavljajo.
Ceprav so razbiti z reklamnimi bloki, je to
vseeno motece. Pa tisto razvleéeno, umetno
ustvarjanje napetosti. Ali bo ladji, ki krmari
v pristaniSce, uspelo zgresiti zid za 200 metrov? To ni zanimivo; ustvarimo

raje paniko, da pelje le za miSjo dlako stran od zidu in tudi posnemimo iz
takega kota, da bo tako res videti. Ustvari se lazni vtis, da je vsako pristanje
ladje prava mala avantura, kar pa seveda ni res.

Vse nasteto: obilica, povrsnost, trivialnost, dramatiziranje ... manjsa
uzitek odkrivanja novega.

No, vse te navlake na DVD-ju Eyes on the Skies (v prevodu: Velike oéi,
zazrte v nebo), ki ga je ob mednarodnem letu astronomije pripravila Evrop-
ska vesoljska agencija (ESA), ne boste nasli. Kar ponuja ve¢ od dejstev, je
vrhunska estetika, zasanjan sprehod skozi ¢are astronomije.
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DVD je razdeljen na sedem nekoliko prepletenih poglavij, katerih naslovi
z rahlo patetiko skrivajo njihovo vsebino. Na sploh je vznesen ton, ki pri
nasih strokovnih piscih ni v navadi, otezil slovenski prevod, ki pa sta ga
strokovno korektno pripravila Andreja Gomboc in Bojan Kambic.

V poglavjih si lahko ogledamo kratko zgodovino astronomije ter tele-
skopov. Spoznamo, kako teleskopi delujejo, ter vidimo najvecje, najboljse,
pa tudi tiste, ki jih raziskovalci Se razvijajo. Zgodba se dotakne tudi tega,
kar je otem skrito. Vse to je povezano z izvrstno grafiko, dobro glasbeno
podlago in dih jemajocimi posnetki. Ze samo ti, brez strokovne vsebine, bi
bili dovolj, da si disk kdaj ogledamo. Vsebina na poljudni ravni je primerna
za §iroko publiko (vklju¢éno z mladino). Nekaj drobnih tezav s sumniki ne
moti, ni pa nujno, da bo vsak predvajalnik kos dvostranskemu ploscku.

DVD lahko narocite pri DMFA—zaloznistvo po ¢lanski ceni 7,75 EUR.

Ales Mohori¢

Joze Grasselli ENCIKLOPEDIJA STEVIL, Matematika — fi-
zika 45, DMFA—zaloznistvo, Ljubljana 2009, 696 strani.

Najbrz bi se mnogi iz okolice moje ge-
neracije (letniki 1964 + ), ki so poslusali
predavanja iz splosne abstraktne algebre pri
profesorju Grasselliju, strinjali z menoj, da
je tista poglavja, ki so bila povezana s teo-
rijo Stevil (pri tem predmetu seveda v obliki 4
stevnih podkolobarjev obsega C), predaval s
prav posebnim zarom. Cutili smo, da bi o
njih Zelel povedati e mnogo vec, ¢e ga ne bi
omejeval u¢ni nacrt, ki nas je vodil naprej
k abstraktnim obsegom, matri¢nim kolobar-
jem in Se dalje.

Zdaj, ko je nas priljubljeni profesor ze
upokojen, osvobojen skrbi naSe generacije,

ki se bolj ali manj spretno spotika med bi-
rokratskimi ¢ermi bolonjske reforme, si je ocitno vzel potreben ¢as in nam
v obliki zajetne knjige povedal vse tisto, ¢esar mu ¢asovne omejitve takrat
niso dopuscale.

Knjiga je napisana na zelo inovativen nacin, mislim da v Sloveniji take
oblike pri matemati¢nem ucbeniku Se nih¢e ni uporabil. Osnovna struktura
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Enciklopedija Stevil

teksta je dejansko taka, kot jo obicajno pricakujemo v knjigi z naslovom
Enciklopedija X ali Slovar Y; v njej so abecedno urejena gesla. Delo se
pri¢ne z geslom ,abundantno stevilo® in konc¢a na strani 688 z geslom ,,Zo-
fijino prastevilo“. Domnevam, da vec¢ina bralcev OMF v tem trenutku (3e!)
ne ve, kaj ta dva pojma pomenita. Zdaj v mislih interpolirajte Se nekaj sto
gesel med oba omenjena ekstrema, poskusite si predstavljati, koliko kilogra-
mov matemati¢nih revij bi morali prebrati, da bi nasli Se eno malo znano
zanimivo dejstvo o svoji najljubsi teoriji in na koncu napisali primerljivo
delo (na primer Enciklopedija matrik?), pa vam bo jasna monumentalnost
vsebine, ki jo skrivajo sicer skromne mehke platnice.

Po drugi strani delo profesorja Grassellija vsebinsko sploh ni podobno
obi¢ajnim enciklopedijam (zbirki na hitro skupaj zmetanih povrsnih, de-
loma tudi neto¢nih razlag, namenjenih resevalcem krizank), kajti razlaga
vsebine je lokalno izomorfna klasi¢nim uvodnim uc¢benikom iz teorije Stevil.
Knjiga vsebuje dokaze, izreke in predvsem veliko zanimivih primerov. Ne-
katera (redka) gesla sicer obsegajo samo nekaj vrstic, vec¢ina pa je mnogo
obseznejsih. Ce mislite, da veste o kubu vse (Jasno! To je pac en tak
x3...), boste po dvanajstih straneh razlage, ki jo temu geslu nameni nag
profesor, spoznali, da se motite. Gesel, katerih vsebino lahko razume malo
bolj zagret srednjesolec, je veliko. Po drugi strani je na primer ,,Dedekin-
dova vsota“ obdelana na povsem univerzitetnem nivoju, kar pa lahko zaradi
samozadostnosti prezentacije posameznih gesel pri prvem branju enostavno
izpustimo.

Smisel enciklopedi¢ne zasnove teksta se nam v polnosti razkrije, ko pre-
misljamo o njegovi uporabnosti za srednjesolske ucitelje. Teorija Stevil je,
poleg globokih teorij, povezanih z dokazom Fermatovega izreka, polna tudi
drobnih (in malo znanih) zanimivosti, ki so idealne za samostojno delo bolj-
§ih dijakov. Delo profesorja Grassellija vsebuje mnogo takih gesel in je
lahko prava zakladnica idej za sposobnega mentorja matematicnega krozka.
Mojih ,, Top 5“ (v stilu revije Bukla) izbir za dijaske projekte, po abece-
dnem vrstnem redu, so naslednja gesla: deficientno Stevilo, Kaprekarjevo
Stevilo, Metiusovo Stevilo, Nivenova Stevila, superbundantno stevilo. Ker se
je moje sodelovanje z novomeskim Klubom nadarjenih uc¢encev zal koncalo
po mojem odhodu na Univerzo v Mariboru, njihovo realizacijo prepus¢am
zainteresiranim bralcem.

Knjigo lahko narocite pri DMFA—zaloznistvo po ¢lanski ceni 30,39 EUR.

Borut Zalar

Obzornik mat. fiz. 56 (2009) 5 181



Nove knjige

I. N. Bronstejn, K. A. Semendjajev, G. Musiol in H. Miihlig:
MATEMATICNI PRIROCNIK, Tehniska zalozba Slovenije, Lju-
bljana 2009, 1000 strani.

Leta 1963 smo dobili prvi slovenski pre-
vod (prevajalec Albin Zabkar) Matematic- e

MusioL ¢ MUHLIG

nega priro¢nika avtorjev I. N. Bronstejna in
K. A. Semendjajeva. Bil je sicer namenjen
{nzenlrjem .1n slusateljem tehniskih visokih M ATEMATICNI
sol,‘toda pri n.e'xs SO ste%d('a pf)nudb.e zz? nakup PRIROCNIK
tudi po srednjih tehniskih Solah in gimnazi- =
jah. Skoraj vsak dijak, ki mu matematika ni
delala tezav in ki je nameraval kasneje Stu-
dirati na naravoslovnih in tehniskih fakulte-
tah, si ga je nabavil.

V tem starem priro¢niku, ki obsega 700
strani manjsega formata na zelo tankem pa-
pirju, je povprecen uporabnik tiste case na-
Sel prakti¢no vse, kar je potreboval. Ena od

zelo prijetnih stvari v priro¢niku je zbirka integralov, tako da se ¢loveku
ni bilo treba muciti z ra¢unanjem ravno vsakega malo tezjega integrala po
najbolj pogostih metodah: s substitucijo ali per partes. Poleg tega priroc-
nik odlikuje obsezna zbirka tabel, skic, grafov, definicij in primerov, in to s
skoraj vseh podroc¢ij matematike, vklju¢no z najbolj elementarno matema-
tiko in geometrijo. Stvarno kazalo pa omogoca hitro iskanje po priro¢niku.
Zato ni ¢udno, da je vsaka izdaja priro¢nika hitro posla in ga je bilo treba
v preteklih tridesetih letih velikokrat ponatisniti.

Razvoj matemati¢nih znanosti pa je z leti zahteval, da se Matemati¢ni
priro¢nik prenovi. Za prenovo sta zasluzna G. Musiol in H. Miihlig iz Dre-
sdna, ki sta kot redaktorja pripomogla k nastanku po snovi priblizno dvakrat
obseznejse knjige nekoliko vecjega formata.

Novi priro¢nik je dopolnjen in predelan, snov v njem pa je tudi drugace
razporejena glede na prvotno izvedbo. Vsebinsko je razdeljen na enaindvaj-
set poglavij: Aritmetika, Funkcije in krivulje, Geometrija, Linearna algebra,
Algebrske strukture, Diferencialni ra¢un, Neskonéne vrste, Integralni racun,
Diferencialne enacbe, Variacijski ra¢un, Integralske enac¢be, Funkcionalna
analiza, Vektorska analiza in teorija polja, Funkcijska teorija, Integralske
transformacije, Verjetnostni rac¢un in statistika, Dinamic¢ni sistemi in kaos,

182 Obzornik mat. fiz. 56 (2009) 5



Matematicni priro€nik

Optimizacija, Numeri¢na matematika, Algebrski ra¢unalniski sistemi ter Ta-
bele.

V priro¢niku je novih kar sedem poglavij, ki so jih napisali nemski profe-
sorji in inzenirji (J. Brunner, M. Weber, I. Steinert, V. Reitmann in G. Fla-
cha), in sicer: Algebrske strukture, Variacijski rac¢un, Integralske enacbe,
Funkcionalna analiza, Dinamicni sistemi in kaos, Optimizacija ter Algebrski
racunalniski sistemi. Delno ali v celoti so predelana poglavja Geometrija,
Elipti¢ne funkcije in Numeri¢na matematika (H. Nickel, N. M. Fleischer in I.
Steinert). Poglavje Numeri¢na matematika obravnava tudi reSevanje nume-
ri¢nih problemov z ra¢unalnikom, poglavje Algebrski ra¢unalnigki sistemi pa
uporabo Mathematice in nekaterih drugih podobnih sistemov pri resevanju
matemati¢nih problemov. En razdelek tega poglavja je posvecen grafiki, v
glavnem nac¢rtovanju krivulj in ploskev.

V zadnjem poglavju, Tabele, so zbrane naravne konstante, razvoji funk-
cij v poten¢ne in Fouriereve vrste, nedoloCeni in doloceni integrali, tabele
nekaterih specialnih funkcij, integralskih transformacij in verjetnostnih po-
razdelitev. Priro¢nik se kon¢a s seznamom literature za nadaljnji studij,
vkljuéno z nekaterimi deli domacih avtorjev, razdeljen pa je po ustreznih
poglavjih, in seveda s stvarnim kazalom.

Priro¢nik je, prav tako kot njegov manjsi predhodnik, bogato opremljen z
ustreznimi slikami, manjSimi sprotnimi tabelami in reSenimi zgledi, poglavja
pa so logi¢no in tematsko razdeljena na razdelke. Odlikujejo ga nazornost,
prakti¢nost, razumljivost, natan¢nost in ravno pravsnja strogost.

Seveda so priro¢nik v slovenséino prevedli sami domaci matematiki (Ja-
nez Barbi¢, Gregor Dolinar, Borut Jurci¢ - Zlobec in Neza Mramor - Kosta)
in s tem dobro opravili zares veliko in zahtevno delo. Priro¢nik je stavljen
z racunalniskim urejevalnikom besedil IATEX.

Obsezen, temeljit, dobro in natanéno napisan matemati¢ni priroc¢nik,
kljub temu da je dandanes na voljo ve¢ drugih odliécnih matemati¢nih pri-
ro¢nikov in ra¢unalniskih programov ter obilica tovrstnih besedil na svetov-
nem spletu, toplo priporo¢amo vsem, ki se pri svojem Solanju in v poklicu
ukvarjajo z matematiko, to je Studentom, profesorjem, inZenirjem in razi-
skovalcem.

Po nekaj letih bo v kratkem na voljo ponatis prenovljenega priro¢nika.
Narocite ga lahko v prednarodilu do 22. novembra pri DMFA-zaloznistvo
po dodatno znizani ¢lanski ceni 34,99 EUR.

Marko Razpet
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Nove knjige

Apostolos Doxiadis: STRIC PETROS IN GOLDBACHOVA DO-
MNEVA, Modrijan, Ljubljana 2009, 176 strani.

Pred nami je svojevrsten roman, v kate-
rem nastopa nekaj pravih, slavnih matema-
tikov, ki so delovali v 19. in 20. stoletju na
podro¢ju matemati¢ne logike, osnov mate-
matike in teorije Stevil. Precej dogodkov v
zvezi z njimi je sicer posreceno izmisljenih,
posredno pa spoznamo, kako so razmisljali,
s ¢im so se ukvarjali, pa tudi njihove oseb-
nostne znacaje.

Rdeca nit romana je Goldbachova do-
mneva, s katero se vsak po svoje ubadata
stric Petros, nekoC priznani profesor mate-
matike, in njegov necak, Student matema-
tike, ki zgodbo pripoveduje v prvi osebi.
Leta 1742 je pruski matematik Goldbach pi-
sal Eulerju, da domneva, da je vsako sodo Stevilo, ve¢je od 2, vsota dveh pra-

Stevil. Te domneve vse do danes Se nikomur ni uspelo dokazati. Stric Peter
je to poskusal in domnevi posvetil ogromno casa, vse do svojega tragicnega
konca, ne da bi vedel, kaj so na tem podroc¢ju naredili drugi matematiki,
in ne da bi poznal Godlova spoznanja, po katerih se domneve morda ne da
niti potrditi niti ovreéi. Se ve¢, v dokazovanje domneve je skusal vpreéi tudi
necaka.

Roman je vsekakor vredno prebrati. Opozoriti pa je treba, da so v knjigi
vsaj trije spodrsljaji. Na strani 45 je znani francoski matematik Lagrange
zapisan napacno kot Langange, na strani 107 je omenjeno, da je znani in-
dijski matematik Srinivasa Ramanudzan odkril, da je stevilo 1729 zanimivo
zato, ker je najmanjSe naravno Stevilo, ki se da na dva nacina izraziti kot
vsota dveh kvadratov, moralo pa bi ocitno pisati dveh kubov. V opombi
pod érto pa pise pravilno: 1729 = 123 4 13 = 103 4 93. Na strani 136 je
napac¢no navedeno, da je bil nemski matematik Georg Cantor oce teorije
vrst. Pravilno je oce teorije mnozic.

Marko Razpet
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SPOSTOVANI BRALCI

V zadnjih letih smo v uredni$tvu Obzornika veliko premisljevali o tem, kako
vsebino naSe revije narediti ¢im bolj dostopno in zanimivo za vas, naSe
bralce. Kot rezultat smo uvedli nekaj novih pristopov in tem. Ker so odzivi
bralcev na spremembe zelo redki, v urednistvu ne vemo, ali gremo v pravo
smer. Zato vas prosimo, da si vzamete nekaj minut ¢asa in izpolnite spodnji
vprasalnik ter nam izpolnjenega pofljete v prilozeni kuverti (poStnina je
7e placana). S tem boste pripomogli, da vam bo revija postala bolj viec.
Upamo, da jo boste potem raje brali. Ze vnaprej hvala za va$ trud.

1. Koliko berete Obzornik?

(a) ga sploh ne odprem

(b) ga samo malo prelistam

(¢) preberem manj kot polovico prispevkov
(d) preberem vec kot polovico prispevkov
(e) preberem prakti¢no vse prispevke

2. Katere prispevke preberete (obkrozite lahko ve¢ moznosti)?

(a) vesti in druStvena obvestila
(b) prispevke o $Soli in poucevanju
(c) matemati¢ne ¢lanke

(d) fizikalne ¢lanke

(e) rubriko Nove knjige

(f) intervjuje

3. Kaksen se vam zdi nivo znanstvenih ¢lankov?

(a) premalo zahteven
(b) ustrezen

(c) prevec zahteven

4. Kaksno se vam zdi razmerje med razli¢nimi prispevki?

(a) ustrezno
(b)
(c)
(d) moralo bi biti ve¢ znanstvenih ¢lankov
(e)
(f)

moralo bi biti veé novic in obvestil

moralo bi biti ve¢ ¢lankov o poucevanju in Solski praksi

moralo bi biti ve¢ predstavitev novih knjig

moralo bi biti ve¢ intervjujev
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Anketni vprasalnik

(g) moralo bi biti ve¢

5. Ali se morda spomnite kaksnih prispevkov v zadnjih letih, ki so vam
bili v8e¢ oziroma so se vam zdeli Se posebej dobri?

(a) NE
(b) DA (za vsak prispevek navedite priblizen naslov in/ali ime avtorja)

6. Ali se morda spomnite kaksnih prispevkov v zadnjih letih, ki vam niso
bili vSe¢ ali se vam niso zdeli primerni za Obzornik?

(a) NE
(b) DA (kaj vam pri teh prispevkih ni bilo vse¢)

7. Kaj menite o formatu in graficni podobi Obzornika?
(a) revija je ustreznega formata in prijetna za branje
(b) revija bi morala biti v celoti barvna
(c) revija je povprecne kvalitete za tovrstno literaturo
(d) format revije je slab in deluje zastarelo

8. Drugi komentarji, pripombe in predlogi za izboljsave:
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VESTI

SESTNAJSTO MEDNARODNO TEKMOVANJE
STUDENTOV MATEMATIKE

Med 25. in 30. julijem 2009 je bilo v Budimpesti Sestnajsto tekmova-
nje Studentov matematike. Prvega tekmovanja leta 1994 v Bolgariji se je
udelezilo le nekaj deset studentov iz vzhodnoevropskih drzav. Predlani je
tekmovalo 249 Studentov, lani 283, letos pa ze 347 Studentov s skoraj vseh
celin. Tekmovanje kljub zahtevnim nalogam in visokim standardom pra-
vicnosti pri popravljanju ostaja zelo prijetno in spros¢eno. Tudi letos ni
manjkalo nogometno tekmovanje, kjer so nasi Studentje v hudi konkurenci
zmagali.

Sli%{a 1. VSlovenska ekipa: Peter Mursi¢, Gasper Zadnik, David Gajser, Urban Jezernik
in Spela Spenko.

Slovensko ekipo so sestavljali David Gajser, Urban Jezernik, Spela Spenko
in Gasper Zadnik z Univerze v Ljubljani in Peter Mursi¢ z Univerze na Pri-
morskem. Kljub zelo tezkim nalogam so dosegli odli¢cne rezultate: Urban
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Vesti

Jezernik in Spela Spenko sta dobila drugo nagrado, David Gajser in Gasper
Zadnik tretjo nagrado, Peter Mursi¢ pa je dobil pohvalo.

Studentje so tekmovali in bivali v zelo lepem in funkcionalnem kampusu
budimpestanske univerze Eétvos Lorand ob zahodnem bregu Donave.

Letos se je Stevilo tekmovalcev bistveno povecalo, za popravljanje pa
smo imeli vodje ekip na voljo en dan manj, zato smo zmanjsali Stevilo nalog.
Tako so studentje dva zaporedna dneva resevali vsak dan po pet (namesto
Sest) nalog. Naloge so tockovno enakovredne, njihova teza pa praviloma
narasca z zaporedno Stevilko. Tudi letos so se le redki prebili ¢ez Cetrto
nalogo. Prvouvrscéeni Aleksander Efimov iz Moskovske drzavne univerze
Lomonosov je zbral 80 % vseh tock, polovico tock pa je zbralo 82 (od 347)
Studentov. Aleksander je zmagal Ze tretji¢ zapored, leta 2006 pa se je kot
bruc uvrstil na drugo mesto.

Zelo veliko informacij o letoSnjem in o preteklih tekmovanjih, vkljuéno
z nalogami, reSitvami in rezultati, lahko najdete na spletni strani organiza-
torja profesorja Johna Jayna iz University Collega v Londonu: http://www.
imc-math.org.uk/.

Vodje ekip nekaj mesecev pred tekmovanjem organizatorju predlagamo
naloge. Nato ozja skupina izkuSenih bivsih tekmovalcev izbere priblizno
petdeset najbolj primernih. Dan pred tekmovanjem na skoraj celodnevnem
sestanku z glasovanjem izberemo naloge za oba dneva.

Tekmovanje se pravilom za¢ne z lazjo ogrevalno nalogo. Bralce Obzor-
nika vabim, da preizkusijo svoje znanje analize in poskusajo odgovoriti na
naslednji vprasanji:

Prvi dan, prva naloga: Naj bosta f,g:R — R funkciji, za kateri velja
f(q) < g(q) za vsako racionalno Stevilo q. Ali od tod sledi, da je f(x) <
g(z) za vsak realen x, ¢e dodatno privzamemo, da sta funkciji f in g

(a) mnepadajoci?
(b) zvezni?

Pred popravljanjem se vodje ekip razdelimo v skupine po nalogah in
poskusamo po pregledu manjSega vzorca nalog doloéiti orientacijski tockov-
nik. Vsako nalogo neodvisno pregledata vsaj dve vodji ekip, ki morata na
koncu uskladiti konéno oceno. Ce pride do pritozb, je predpisan poseben
postopek, ki zagotovi zares praviéno oceno.

Vsako leto nas presenetijo nekatere zelo originalne resitve, ki pa pogosto
niso povsem do konca dodelane. Ker gre za zelo dobre studente, je véasih
zelo tezko lociti studente, ki z besedami ,,brez skode za splosnost lahko pri-
vzamemo, da ...“ zaobidejo premislek, ki ga ne znajo narediti, in Studente,
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Sestnajsto mednarodno tekmovanje $tudentov matematike

Slika 2. Nagrade so podelili med zelo prijetno voznjo z ladjo po Donavi.

ki zelo dobro poznajo konkretno podrocje in so zato taksni premisleki ru-
tinski in odvec. Letos nam je pri popravljanju delala hude tezave naslednja
razmeroma enostavna naloga iz linearne algebre:

Prvi dan, druga naloga: Naj bodo A, B in C kvadratne realne matrike
enake velikosti, pri cemer je matrika A obrnljiva. Ce je (A — B)C =
BA™!, pokazi, da je C(A— B) = A™'B.

Uradna resitev uposteva dejstvo, da je levi inverz matrike hkrati tudi desni
inverz. Ce enakosti (A — B)C' = BA™! na obeh straneh pristejemo AA~! =
I, dobimo ekvivalentno enakost (A — B)(C + A™!) = I, zato je tudi (C +
A~H(A — B) = I. To pa je bilo treba pokazati.

Vec studentov je napisalo, da lahko brez skode za splosnost privzamemo,
da so kaksne od matrik v nalogi simetri¢ne ali obrnljive, prav nobeden pa
ni tega dokazal. S tem so si zelo olajsali nalogo. Kar nekaj ¢asa nam je
vzelo, da smo izdelali dokaz (ki je tezji kot resitev naloge), kjer zaporedje
obrnljivih matrik, ki ustreza dani enakosti, konvergira k neobrnljivi matriki,
ki izpolnjuje iskano zvezo. Prav tako smo se zelo tezko odlocili, kako oceniti
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resitve, ki privzamejo, da je kaksna od dejansko obrnljivih matrik (recimo
A — B ali C+ A™!) obrnljiva.

Pogosto se ustejemo tudi pri tezavnosti nalog. Letos tako noben od
Studentov ni prisel niti blizu resitvi naslednje naloge:

Prvi dan, Cetrta naloga: Naj bo p(z) = ag + a1z + - -+ + a,z"™ polinom
s kompleksnimi koeficienti in 1 = ¢y > ¢1 > ... > ¢n > 0 konveksno
zaporedje realnih Stevil (to pomeni, da je 2¢; < cp—1 + Cp41 20 k =
1,2,...,n—1). Pokazi, da za polinom q(z) = cpap+cia1z+---+cpanz"
velja

max |q(z)| < max|p(z)|.
maseg(2)| < mas[p(2)
Meni osebno je bila najbolj v8e¢ naslednja naloga:

Drugi dan, tretja naloga: Naj bosta A in B kvadratni kompleksni ma-
triki, za kateri velja A2B + BA? = 2ABA. Pokazi, da za dovolj veliko
naravno $tevilo k velja (AB — BA)¥ = 0.

Nasa studentka Spela Spenko je ¢udovito in zelo kratko resitev dobila s
pomocjo znanih dejstev o nilradikalih.

Ena od lepsih uradnih resitev pa uporabi le znanje linearne algebre:
Najprej pokazimo, da komutator X = AB — BA komutira z A:

AX — XA = (A’B— ABA) — (ABA — BA?) = A’2B+ BA? —2ABA =0.

Ker je

XMl — X™(AB — BA) = A(X™B) — (X™B)A,
je sled matrike X™*! enaka 0 za vse m > 0. Sledi matrik X, X2, ..., X"
so vsote ustreznih potenc lastnih vrednosti matrike X. Zato morajo biti vse
lastne vrednosti nicelne in matrika X je nilpotentna.

Marjan Jerman

MATEMATICNO RAZISKOVANJE NA MARSU

V okviru DMFA Slovenije smo poleti ze ¢etrto leto zapored organizirali
MARS - MAtemati¢no Raziskovalno SreCanje, namenjeno SirSemu krogu
srednjeSolcev. Srecanje je potekalo od 16. do 22. avgusta na Fakulteti za
matematiko, naravoslovje in inf. tehnologije v Kopru. Vsebinski poudarek
srecanja je na ustvarjalnem raziskovanju matemati¢nih problemov in njiho-
vega ozadja, ne pa na tehnikah reSevanja tekmovalnih nalog.
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Matemati¢no raziskovanje na MARSu

V pestrem programu je sodelovalo okoli 25 dijakov iz vse Slovenije, ki so
v okviru leto$nje vodilne teme ,,Oblika prostora® sodelovali v delavnicah in
pripravili nekaj krajsih skupinskih projektov o krivuljah, fraktalih, neevklid-
ski geometriji ter vecrazseznih objektih. Pri izvedbi delavnic so sodelovali
Uros Kuzman, Gasper Zadnik, Dejan Siraj, David Gajser, Nino Basi¢ in
Maja Alif, razen prvega vsi Se Studentje matematike na FMF Univerze v
Ljubljani.

Kot vsako leto pa je krajsa predavanja o vlogi matematike v sodobni
druzbi za dijake pripravilo tudi nekaj uglednih slovenskih raziskovalcev:
prof. dr. Sandi Klavzar (Hanojski stolpi), doc. dr. Emil Zagar (Bezierjeve
krivulje), doc. dr. Martin Milani¢ (Matematika v biologiji: iskanje popol-
nih filogenetskih dreves) in doc. dr. Aljaz Ule (Teorija iger: matematika
strateskega odlocanja).

Tudi letos je MARSovske strokovne aktivnosti spremljal domiseln dru-
zabni program, ki se je zacel s spoznavnim vecerom, imenovanim Vzlet. Na
Olimpijskem veceru so svoje prigode in vtise s tekmovanj predstavili udele-
zenci §tirih letosnjih mednarodnih olimpijad: matemati¢ne (Anja Komatar,
Matjaz Leonardis, Matej Aleksandrov), fizikalne (Filip Kozarski), ra¢unalni-
ske (Matjaz Leonardis, Ziga Ham, Matej Aleksandrov, Nace Hudobivnik) in
lingvisticne (Anja Komatar, Katja Klobas, Boris Mitrovi¢). Veliko MAR-
Sovsko pustolovséino, zabavno orientacijsko tekmovanje z matemati¢nimi
ugankami, so dijaki zaceli s fizikalnimi poskusi v koprskem Centru eksperi-
mentov, koncali pa na ukrivljeni ploskvi velikega tobogana v vodnem parku.
Obiske plaze v prostem ¢asu so dijaki popestrili z igrami za utrjevanje mo-
Stvenega duha, skoraj vsak vecer pa so se pozno v no¢ zabavali z namiznimi
strateskimi igrami od Saha do katancev. Ko so v petek zjutraj koncali s
pripravo projektov, so si za oddih v kinu ogledali Se film ,21 — Razpad Las
Vegasa“, hollywoodsko interpretacijo zgodbe o skupini Studentov matema-
tike, ki je uspesno goljufala velike igralnice.

Zares pestro dogajanje na MARSu je obSirneje predstavljeno na spletni
strani http://mars.famnit.upr.si/. Kot vodja programa pa lahko re¢em, da
se MARSa vecinoma udelezujejo dijaki, ki so kot z drugega planeta: ustvar-
jalni, polni energije, radovednosti, matemati¢nih idej in zabavnih domislic,
zato je delo z njimi nadvse prijetno. Obenem bi se za gostoljubje zahvalil
prof. dr. Draganu Marusi¢u, dekanu Fakultete za matematiko, naravoslovje
in inf. tehnologije v Kopru, kjer je potekala vecina strokovnih dejavnosti.
MARS 2009 sta finanéno podprla tudi Ministrstvo za visoko Solstvo, zna-
nost in tehnologijo ter Studentska organizacija Univerze v Ljubljani, koncal
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Vesti

(foto: Jernej Filip¢cic)

pa se je v soboto, 22. avgusta, ko so se predstavitve dijaskih projektov z
zanimanjem udelezili tudi Stevilni star$i udelezencev.

Bostjan Kuzman

MATEMATICNE NOVICE

Nagrada za najboljsi clanek iz Uporabne linearne algebre

To nagrado (STAG /LA Prize) podeljuje Sekcija za linearno algebro znane
organizacije SIAM (Society for Industrial and Applied Mathematics) vsako
tretje leto. Letos sta jo dobila profesor dr. Zlatko Drmaé z Univerze v Za-
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Matemati¢ne novice

grebu in zasluzni profesor na Fernuniversitit Hagen v Nemciji dr. KreSimir
Veseli¢, in sicer za ¢lanka [1, 2] o novem Jacobijevem SVD algoritmu. Njuna
metoda je implementirana v knjiznici LAPACK [3] programov iz Numeri¢ne
linearne algebre. Profesor Veseli¢ je veckrat gostoval v Ljubljani in ima
skupen ¢lanek s prof. dr. Antonom Suhadolcem. Ob sprejemanju Cestitk pa
se je takole hvalezno spomnil pokojnega profesorja Egona Zakrajska:

Sicer pa me skrivam in zmeraj poudarjam, da sem za Jacobijevo metodo
prvi¢ slisal od Egona Zakrajska, ki je okrog leta 1971 — kot izpit iz Nu-
meriéne analize v Zagrebu — imel briljantno predavangje o tej metodi in me
je navdusil tako za to metodo kot tudi za numericno matematiko. Pozneje
sta mi on in Zvonimir (Bohte) svetovala in pomagala. Vendar, ¢e ne bi bilo
FEgona, bi moja orientacija bila povsem drugacna in ne bi bilo ,zagrebske
Sole” za Jacobijevo metodo.

Simulacija snezink

Na domaci strani Ameriskega matemati¢nega drustva (AMS) imamo
tudi strani, posvecene matemati¢nim upodobitvam [4]. Zadnji prispevek
obravnava simulacijo snezink. Napravila sta jo David Griffeath, profesor na
University of Wisconsin-Madison, in Janko Gravner, profesor na Kalifornij-
ski univerzi v Davisu. Janko Gravner je diplomiral in magistriral (1985) v
Ljubljani, doktoriral je leta 1991 na University of Wisconsin-Madison. Od
leta 1992 je v Davisu, vendar kot mentor pri doktoratih in tudi drugace
aktivno sodeluje s slovensko matematiko.

Ob tem se spomnimo, da je pred nekaj leti fizikalni model rasti sne-
zink privla¢no predstavil sedanji dekan Fakultete za matematiko in fiziko
Univerze v Ljubljani prof. dr. Andrej Likar v reviji Presek [5].
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Na naslovnici: Zaporedje slik kaze od desne proti levi Luno med njenim mr-
kom 3. marca 2007. Med mrkom je Luna zasijala v roznati zarji, ki jo je osvetlila
z Zemlje. Ceprav Zemlja med mrkom zasenci Luno pred neposredno svetlobo
s Sonca, Luno obsije svetloba, ki se lomi v Zemljini atmosferi. Modra svetloba
se v atmosferi sipa mocneje in bela svetloba je pri poSevnem vpadu skozi debelo
plast zraka videti rdeCa, tako kot jutranja ali veCerna zarja. Na desnih dveh sli-
kah roZnate svetlobe ni videti, ker je mnogo Sibkej$a od bele, ki vpada naravnost
s Sonca (foto: Ale§ Mohoric€). Glej ¢lanek na strani 172.
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